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Ucber  die  Reflexion  und  Refraction  beim 

Kreise. 

Von  1 

% 

dem  Herausgeber. 


§1. 

Für  einen  Kreis,  dessen  Ebene,  in  welcher  im  Folgenden  alle 
Constructionen  allein  ausgeführt  werden , selbst  als  Ebene  der  xy 
angenommen  wird  , ergiebt  sich  aus  dem  in  dem  Aufsatze  TM.  IV. 
No.  XX.  entwickelten  allgemeinen  Formeln  unmittelbar  die  folgeude 
Auflösung  des  Fundamentalproblems  der  Kutoptrik  und  Dioptrik. 

Gegeben  sind: 

die  Coordinatcn  p,  q des  Punktes,  von  welchem  der  einfallende 
Strahl  ausgebt; 

die  180°  nicht  übersteigende^  Winkel  a,  ß,  welche  der  einfal- 
lende Strahl  mit  den  positiven  Theilen  zweier  durch  den  Punkt 
(pq)  gelegter,  den  primitiven  Axen  der  x,  y paralleler  Axen 
einschliesst; 

die  Gleichung  des  zurückwerfenden  oder  brechenden  Kreises, 
nämlich  die  Gleichung 

[x  — ax)*  (y  — &x)2  = 71* X1 

wo  der  Halbmesser  Hx  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet 
wird,  jenachdem  der  einfallende  Strahl  die  concave  oder  convexe 
Seite  dieses  Kreises  trifft. 

Gesucht  werden  die  Coordinaten  px%qx  des  Einfallspunkts  und 
die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel  welche  der  von  dem 

Punkte  ( pxqx ) ausgehende  ausfallende  Strahl  mit  den  positiven 
Theilen  zweier  durch  den  Punkt  (pxqx)  gelegter,  den  primitiven 
Axen  der  xx  y paralleler  Axen  einschliesst. 

Tbeil  V* 


\ 


1 


Zur  Berechnung  dieser  vier  Grössen , durch  welche  die  Lajre 
des  ausfallenden  Strahls  vollkommen  bestimmt  wird,  hat  man  nach 
den  in  dem  genannten  Aufsatze  entwickelten  allgemeinen  Gleichun- 
gen offenbar  die  folgenden  Formeln. 

Zuerst  berechnet  mau  die  Grössen  Ex  und  Ä",  mittelst  der 
Formeln 

El  = \/(a1  — />)*  H-(£t  —q)\ 

Kxz=z(a , —;>)  cos  a + (£,  — </)  cos  ß ; 

uud  hierauf  den  90°  nicht  übersteigenden  Winkel  0 mittelst  einer 
der  Formeln 

cos  0 = l/l  — K'l  (f ' — K'] 

“ * K 1 

oder  * 

sin  & = ]/ (Jh-±£A.^<  -.*<  \ 


Danu  ergeben  sich  die  Coordinaten  />,,  q , mittelst  der  Formeln: 


Pi  = />  *+-  (A,  /?,  cos  0)  cos  cc, 

qx  = q {Kt  -+-/*,  cos  0)  cos  /$; 


uud  hierauf  die  180°  nicht  übersteigendeu  Winkel  a\  ß>  mittelst 
der  Formeln 


cos  a 


«1  —Vx 

— Rx  '■ 


cos  ß’ 


Endlich  erhält  man  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel 
mittelst  der  Formeln 


cos  a,=/u  cos  tt-f-cos  a’ (fi  cos  ©dbl^l — fiz  sin  0*), 
cos  ßxz=zfi  cos  ß *+-  cos  ß'  (fi  cos  ©±l/l  — fiz  sin  02); 

wo  fi  seine  bekannte  Bedeutung  hat,  und  im  Falle  der  Reflexion 
die  obern,  im  Falle  der  Refraction  die  unteru  Zeichen  zu  nehmen 
sind. 

Wenn  man  die  Lage  einer  von  einem  Punkte  ausgehenden  ge- 
raden Linie  nicht  wie  vorher  durch  die  zwei  von  ihr  mit  den  po- 
sitiven Theilen  zweier  durch  den  in  Rede  stehenden  Punkt  gelegter 
auf  einander  senkrecht  stehender  Axen  eingeschlossenen,  180°  nicht 
übersteigenden  Winkel,  sondern  durch  den  einen  von  dieser  Linie 
mit  dem  positiven  Theiie  der  als  erste  angenommenen  Axe  des 
Systems  eingeschlossenen,  durch  den  Coordinatenwinkel  hindurch 
von  dem  positiven  Theiie  der  in  Rede  stehenden  Axe  an  von  0 bis 
360°  gezählten  Winkel  bestimmt;  so  muss  man,  wie  leicht  erhellep 
wird,  wenn  nämlich  jetzt  «,  a,  «,  die  in  Rede  stehenden  auf  die 
angegebene  Weise  genommenen  Bestimmungswinkel  sind,  in  den 
obigen  Formeln  statt 

cos  «,  cos  ß;  cos  «f,  cos  ff ; cos  cos  ßt. 
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respective 


cos  a,  sin  a;  cos  a',  sin  a' ; cos  a,,  sin  a, 


setzen.  Dies  vorausgesetzt,  erhalten  wir  aus  dem  Obigen  unmittel 
bar  die  folgende  Auslösung  unsers  Problems: 

Gegeben  sind::  1 

die  Coordinaten  px  q des  Punktes,  von  welchem  der  einfallende 
Strahl  ausgebt; 

der  von  dem  einfallenden  Strahle  mit  dem  positiven  Theile  der 
ersten  Axe  eines  durch  den  Punkt  (pq)  gelegten,  dem  primitiven 
Systeme  der ' xy  parallelen  Coordinatensystems  eingeschlosscne 
Winkel  a,  indem  man  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile 
der  ersten  Axe  des  in  Rede  stehenden  Systems  an  durch  den 
Coordinatenwinkel  dieses  Systems  hindurch  von  0 bis  360°  zählt; 
die  Gleichung  des  zuriiekwerfenden  oder  brechenden  Kreises, 
nämlich  die  Gleichung 


wo  der  Halbmesser  /?,  als  positiv  oder  negativ  zu  betrachten  ist, 
jenachdem  der  einfullende  Strahl  die  concave  oder  convexe  Seite 
dieses  Kreises  trifft. 

Gesucht  werden  die  Coordinaten  px*qx  des  Einfallspunkts  und 
der  Winkel  a,,  welchen  der  von  dem  Punkte  ( pxqx ) ausgehende 
ausfallende  Strahl  mit  dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe  eines 
durch  den  Punkt  (pxqx)  gelegten,  dem  primitiven  Systeme  der  xy 
parallelen  Coordinatensystems  einschliesst,  indem  man  diesen  Win- 
kel von  dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe  des  in  Rede  stehen- 
den, dem  primitiven  Systeme  parallelen  Systems  an  durch  den  Coor- 
dinatenwinkel dieses  Systems  hindurch  von  0 bis  360°  zählt. 

Zur  Berechnung  dieser  drei  Grössen  hat  man  nach  dem  Obigen 
die  folgenden  Formeln. 

Zuerst  «berechnet  man  die  Grössen  Ex  und  Kx  mittelst  der 
Formeln 


und  hierauf  den  90°  nicht  übersteigenden  Winkel  0 mittelst  einer 
der  Formeln 


Dann  ergeben  sich  die  Coordinaten  pxxqx  mittelst  der  Formeln 


(ar  — «,)*-♦- (y  — i,)*  =/*,», 


Et  *>)*-*-(£,  — ?)“, 

Kx  = (ax  — p)  cos  a -f-  (6X  — q)  sin  a; 


' oder 


px  =zp-\-  (2T,  Jlt  cos  0)  cos  a, 
7,  — 7 -f-  4-  Rx  cos  0)  sin  aj 
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und  hierauf  o!  mittelst  der  Formeln 

» o 1 “■  Pi  • i “ n i • 

cos  a = , sin  a =.  . 

MV i . MV 1 

Endlich  erhält  man  den  Wiukel  ax  mittelst  der  Formeln 

cos  ax=p>  cos  a-f-cos  a'  (p  cos  0 dz  sin  03), 

sin  a,  = p sin  a sin  a'  ( p cos  0 \/  \ — p2  sin  0*); 

\ 

wo  p seine  bekannte  Bedeutung  hat,  und  im  Falle  der  Reflexion 
die  oberu,  im  Falle  der  Refraction  die  untern  Zeichen  zu  nehmen 
sind. 

* * 

# 

§.2. 

» ** 

/ 

Man  kann  aber  die  am  Ende  des  vorhergehenden  Paragraphen 
entwickelten  Formeln  noch  auf  einen  andern  Ausdruck  bringen.  . 
Zuerst  ist  nämlich,  wie  man  leicht  findet, 

E ,2 — Kx  * = { [ax — p)  sin  a — (£,  — q)  cos  «j2,  • 

' ; 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen  , * 

i . . * 

JLX  =3(<z,  — p)  sin  u — (£,  — q)  cos  « 

setzen,  ' * * 

1 . » . * . • 

/?,2-AV  = (®,  +Kl)(El-Kl)  = Ll\ 

* • • 

4 • 

Weil  nun  ferner  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

Rx  cos  «'  = «,  — px>  Rx  sin  a'  = £,  — qx 

ist;  so  ist,  wenn  man  die  bekannten  Ausdrücke  von  px  und  qx  ein* 
führt : 

» 

Rx  cos  a’  = ax  —p—  (/l,  -\-Rx  cos  0)  cos  a, 

Rx  sin  a'  = bx  — q — ( Kx  -f-  Rx  cos  0)  sin  «; 

und  folglich,  wenn  mau  nun  auch  noch  für  Kx  seinen  bekannten 
Werth  setzt: 

Rx  cos  a ’ = ((«,  — ^)*sin  « — (bx  — q)  cos  «j  sin  a — Rx  cos  0 cos  a, 
Rx  sin  «'= — j (ax  — p)  sin  « — (bx  — q)  cos  a\  cos  a—  Rx  cos0sin«; 

d.  i.  in  der  vorher  eingeführten  Bezeichnung 

Rx  cos  a = Ex  sin  a — Rx  eos  0 cos  a, 

Rx  sin  a'  = — Lx  cos  « — Rx  cos  0 sin  a; 

i 

also 


cos  a ' 


Lx  sin  a — Rx  cos  0 cos  « 
“ ä;  ’ 
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oder  auch 


. , L . cos  a-f-  A,  cos  8 sin  u 

sin  a = » ; 


jr, 

cos  a = — cos  0 cos  a -f-  4r-  sin  uy 


sm 


a = — cos  (9  sin  a 


Ai 


cos  a. 


Führt  man  diese  Ausdrücke  in  die  bekannten  Ausdrucke  von  cos  a, 
und  sin  a,  ein,  so  erhalt  man  - 

i 

• cos  a,  = 

fi  cos  « — (cos  0 cos  a — jjp-  sin  a)  (/*  cos  0 =fc  1^1  — /u*  sin  ©2), 


sin  a, 


fi  sin  a — (cos  © sin  a jjr-  cos  a)  (/*  cos  0±V/'i  — fi*  sin  ©2); 

und  unsere  Aufgabe  kann  daher  jetzt  auch  durch  die  folgenden 
Formeln,  in  denen  der  Winkel  a gar  nicht  mehr  vorkommt,  uud 
auch  die  Berechnung  der  Grösse  Ex  nicht  erfordert  wird,  aufge- 
löst werden: 


A, 

= («,  — p)  cos  a 

A, 

= (ax  —p)  sin  u 

cos 

/'. 

= p -f-  (Ar,  + H 

<1 1 

= g *+•  (-fi»  *+■  zi. 

cos  a.  : 

sin  0 


1/ST. 

V A,2  ’ 


fi  cos  « — (cos  0 cos  « — sin  «)  ( fi  cos  0 ± 1/ 1 — fi 2 sin  02), 


, , sin  ccf  = , • 

fi  sin  « — (cos  0 sin  « -f-  cos  u)  ( fi  cos  0 db  1^1  — /i&2  sin  ©2) ; 

wo  immer  im  Falle  der  Reflexion  die  obern,  im  Falle  der  Refraction 
die  untern  Zeichen  zu  nehmen  sind. 

Weil  zwei  dem  Zeicheu  nach  entgegengesetzte  Winkel  oder 
Bogen,  deren  absolute  Werthe  einander  gleich  sind,  bekanntlich 
jederzeit  gleiche  Cosinus  haben,  so  ist  klar,  dass,  wenn  man  jetzt 
den  Winkel  0 als  eiueu  blossen  Hülfswinkel  mittelst  der  Formel 

sm  © = j£- 

bestimmt,  und  dieser  Gleichung  gemäss  gehörig  positiv  und  nega- 
tiv, seinen  absoluten  Werth  aber  nie  grösser  als  90°  nimmt,  die 
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vorhergehenden  Gleichungen  ihre  völlige  Richtigkeit  behalten;  und 
inan  hat  daher  zu  der  Auflösung  unserer  Aufgube  jetzt  die  folgen- 
den Formeln: 

, « 

Kx  = («,  — p)  cos  « Hh  — q)  sin  a, 

Lx  =r (ax  — p)  sin  a — (ltt  — q)  cos  a; 

sin  0 = j«-; 

/?,=;y  + (Ä,  + Ä,  cos  0)  cos  a, 

, qx  = ^ -+-  (Af  + /I,  cos  0)  sin  a; 


cos  a,  = 


/u  cos  a — (cos  0 cos  a — sin  a)  (fi  cos  0 z!= 1 — fi2  sin  03), 


sin  a,  = 

fi  sin  a — - (cos  0 sin  a 4-  cos  a)  (/u  cos  0 =fr  1 — /u*  sin  ©2); 

wo  der  absolute  Werth  von  0 nie  grösser  als  90°  zu  nehmen  ist, 
und  dem  Falle  der  Reflexion  die  obern,  dem  Falle  der  Refraction 
die  untern  Zeichen  entsprechen. 

Nun  ist  aber  ' , • 

v * * > 

cos  0 cos  a — j—siü  tt  = COS  («-4-0), 
cos  0 sin  cos  « = sin  («4-0); 

und  mau  kann  also  die  obigen  Formeln  auch  unter  der  folgenden 
Form  darstellen: 

i 

Kx  =(«,  — p)  cos  a~\-(6x  — q)  sin  u, 

Ly  = (ax  — p)  sin  « — (6x  — q)  cos  «; 


sin 


q — ln.: 

U Ry  ’ 


Py  [Ky  -4  Ä,  cos  0)  cos  a, 

• qx  = q-\-  (K}  4-  fix  cos  ®)  s,n  a» 

cos  Uyzzzp,  cos  « — cos  (a  4-  0)  (p  cos  0 ziz  V 1 — fi 2 sin  0*), 

sin  Ux=fi  sin  a — sin(a-4©)(^  cos  0:4:  l/l — fi 2 sin  02); 

wo  wieder  der  absolute  Werth  von  0 nie  grösser  als  90°  genom- 
men wird,  und  dem  Falle  der  Reflexiou  die  obern,  dem  Falle  der 
Refraction  die  untern  Zeichen  entsprechen. 

Nimmt  mau  nun  aber  fi , welches  bisher  immer  als  positiv  be- 
frachtet wurde,  im  Falle  der  Reflexion  positiv,  im  Falle  der  Re- 
fraction dagegen  negativ,  und  bezeichnet  den  absoluten  Werth  von 
fi  durch  {fi),  so  kann  mau  die  obigen  Formeln  auch  auf  deu  fol- 
genden Ausdruck  bringen,  bei  welchem  man  bloss  zu  beachten  hat, 
dass  der  absolute  Werth  vou  0 nie  grösser  als  90°  zu  nehmen  ist: 


/ - 
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mein 

und 


Kx  ==(«, — p)  cos  a-\-(bx — q)  sin  a, 

Lx  = («,  — p)  sin  a — (bx  — cos  a; 

• /-k 

sin  0 = ^; 

px=p  + (Kx+Itx  cos  0)  cos  a, 
qxz=zq-\-(Kx-+-  Rx  cos  0)  sin  a; 

"°7~T"  = 008  a — cos  (a  “**  (cos  ® ■+"  “ 1 — /t*a  sin  02), 

W r 

— ^-y1-  = sin  a — sin  (a  -f-  0)  (cos  0 -fr-  1^1  — /&*  sin  0*). 
Berechnet  man  die  Hülfsgrössen  gy  rj  und  ? mittelst  der  For- 
0,  — = p cos  ij,  bx  — q = g sin  rj 

sin  £ = /*  sin  0, 


wobei  man  den  absoluten  Werth  von  £ nie  grösser  als  90°  nimmt 
so  können  die  obigen  Gleichungen,  wie  leicht  erhellen  wird,  auch 
unter  der  folgenden  Form  dargestellt  werden: 

Kx  = g cos(a  — rj)y  Lx  =zg  sin  (a — »7)  5 
sin  0 = ^5 

px  =zp-\-(Kx  cos  0)  cos  a, 

q%  = q (Kx  -+-  jRx  cos  0)  sin  a; 


cos  a — 


cos  et, 

(p) 


sin  a.  . , 

(iu)  — 810  a~ 


cos  (a  -f.  8)  sin  ($  -f-  8) 
sin  £ * 

sin  («  -f-  9)  sin  (£  -f-  S) 
sin  £ 


Unter  dieser  Gestalt  enthalten  die  Formeln,  wie  es  mir  scheint, 
die  vollständigste  und  einfachste  Auflösung  unsers  Problems. 


*.  3. 

Die  Gleichung  der  durch  den  einfallenden  Strahl  und  seine  Ver- 
längerung über  'den  Punkt  \pq)  hinaus  dargestellten  geraden  Li- 
nie ist  . 


x — p y — 7 

cos  a sin  « 


oder 


x sin  a — y cos  a = p sin  « — q cos  a. 

/ 

Bezeichnen  wir  nun  die  erste  Coordinate  des  Durchschnittspunkts 
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der  m Eede  stehenden  geraden  Linie  mit  der  Axe  der  jc  durcli  \ 

40  HK 


^ tio  a = p 4i  a a — y cos  a. 


and  folglich 

«der  nach 

ft «nz  4co  w ist 


^ p 4tn  a — ff  gps  cg 

sin  cc 


\ = p — q eot  a. 


— y»  y — 7t 


cos  a, 


•»m  « , 


«der 


.r  4U1  a,  — y cu»  ul=pl  sin  et,  — y,  cos  a, 


«Hi»  ftJptrhtifig  »irr  durch  »im  ausfallenden  Strahl  und  seine  Vertäu- 
gcrnni*  »iher  den  Punkt  (/rTy,)  hinaus  danjesteilten  geraden  Linie 
«iw»  >»f.  wenn  wir  die  erste  t’ooriiiuute  des  Durchschnittspunkts  die- 
ser geraden  Lime  mit  der  \xe  der  je  durch  ^ bezeichnen: 


und  folglich 


<*di>r  auch 


\t  8111  (i,  =//v  siu  u,  — y,  cos 


Pi  sin  <«,  — *fx  cos  <e, 


1,  = 


sin  t«t 


h = /' i — '/« 


\uu  »st  aber  noch  dem  vorhergehenden  Paragraphen*  wie  man  leicht 

linde* : 


/*,  sin  t«,  — (fK  ros  «r, 
yp'i 

e=z  fß  sin  et  — y cos  ft 

— : i «fit,  -K/»  cos  w-HKy  sin  u)  sin »in.  ft — y etis u)  cos 

X ^ros  ^ ~4~  ”L  l — et-5  sin  0*1 

und 

Ä,  4-  i cos  a-4-./  sin  t=£#,  cos  sin  4* 

4.  * 4tn  t — / cos  iisu,  sm  * — i,  cos  er: 

4«o 


o,  ■‘in  s,  — /.  *i»s  e. 


= ;»  HÄ  t / JOS  t 

t«t,  vOS  t-O^  *>  HU.  t»  HÄ  d-*-  a,  HU.  4 >,  JOS4J  J.OS0i 

V COÖ  > i — ,*:  «ut  >**% 


i r 
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- * oder 


Pi  si»  ax  — qx  COS  u x 

(p) 

=>p  sin  a — q cos  a 

— \ax  sin  (a-|-0)  — bx  cos  («4-0)|  (cos  ©•+•-  l /T—  p*  sin  0a). 

(X 

und  folglich  nach  dem  Obigen 


, A ««  «—Ai 


sin  «, 


(/*) 


==  | (ax  sin  (a  -+-  0)  — bx  cos  (a  -f-  0) } (cos  0 •+-  — \S\ — / 1 2 sin  0*). 

P 


sin  « 


Führt  man  aber  für  ~^--1  seinen  aus  dem  vorhergeheuden  Paragra- 
phen bekannten  Werth  ein,  so  erhält  man 

* i 

(A  — Ai)  s>“  « 

= l(*i~At)sui(a~H®)  — ^ cos(a-h0)J  (cos04-— V 1 — f*asin0a), 
oder 

/ (A — Ai)  sin  « 


' ( <*\ — Ai)  sin  (« -f-  0)  — bx  co s (a -+- &) 

• , ’ = cos  0 -+-  — \ — fi2  sin  0*. 

Für  bx  =0  ist 

A — Ai  sin(ft-f.@)  , ~ . I . /- — : — 

= Sin  « (cos  0 + J 1/1  - #*'  8,D  0 )>  • 

w 

■ I ( 

und  folglich 

% # 

_ t ( • 

‘ A < sill  (ft -4-0),  1 \ — : 

— 5 xL=  1 - (cos  0H Kl—  iw*  stn  0a), 

— Ai  - sin  « v p n * 1 ,y 

* * 

oder  auch,  wie  man  hieraus  leicht  findet, 


ax  — Ai  cos  («  -fr-  G)  sin  Q sin  (ft  rf-  8)  V^l  — fi2  sin  &2 

ax — Ai  sin  « fi  sin  « 


Berechnet  man  den  Hülfswinkel  tu  mittelst  der  Formel 

* 

sin  u)  = fi  sin  0 * 

und  nimmt  den  absoluten  Werth  von  w nicht  grösser  als  90°,  so 
ist,  wie  man  leicht  findet, 


ax  — A j sin  (g  •+■  0)  sin  (o>  Q) 

ax  — Ai  sin  ft  sin  w 

Weil  nun  aber  bekanntlich  nach  dem  Obigen 

/ 

L,x=ax  sin  a — bx  cos  « — ( p sin  a — q cos  «) 
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und 

ist,  so  ist 
und 

also  für  Cl  = 0 


A «in  u~p  sin  a — q c&*>  cc 
&*x  ac  («r,  — sin  u — bx  cos  er 


• ^ (tfi  — A)  «in  g — Ai  cos  er 

*1 


• fl'  j ^ ^ • 

fiio  €y  z= — i> — 810  a. 


Ä. 


Weil  also  iu  diesem  Falle 


Ki  sin  g 

«i  — A «Ml  8 


ist,  so  ist  nach  dem  Obigen 


*V  =:-coi  («-+-©)- *in  sin 

— A . ' / ju  sin  9 


ai  — Ai 


oder 


A R,  sin  8 

Ai  **1  — " j ,~~j 

CO«  (u  -l-O)  «io  0-i «in  (a  + 9 Kl  — sin  0* 

P 


also 


Ai  = "»  H“ 


A,  «in  8 


1 


cos  («  8)  «in  8 «in  («  -f-  8)1/ 1 — sin  8* 

r 

Auch  ist  nach  dem  Obigen  unter  der  Voraussetzung,  dass  6l=zQtt' 

I I sin«-f-8)  ^ . 1 , /- . tctt 

— ~ — — — : — (cos  0 “f-  — 1/ 1 — a*  gin  0*j> 

<*4  — A <*4  — A*  (•»  — A)«ui«'  p r * ^ B,u  7 

*Uu4  weil  («4  — ,\)  sin  «=;  Ä4  sin  0 ist, 

% 

I \ 1 . I 4 /; — ; — ^rr 

— K,'  t>  («»«-*•- 1/1 -,»>  »,0  0). 


\o«iU  $.  ^ fcät 

&x  = («t 
=(al 


/>>  cos  (X  -4-  ^ t $*» 

p)  >in  « — — f)  coo  tAi 


also 


i 


11 


►>  a 


'OS  c 


h a 


Ar,  cos  a •+■//!  sin  « = «, — p, 
Kx  sin  a — JLX  cos  «==£,  — q\ 


>lglicb 


t3  sie  ? 


3 sin  f 


sin  & 

,=< 
s iai 


JSTg  cos  a = al — p — Lx  sin  «, 

Kx  sin  a =6t — q-\-L,x  cos  a. 

Veil  nun  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

X 

Lx  = («,  — A)  sin  « — cos  a 

ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

Kx  cos  a = A — P~*~\(a\ — A)  cos  «4-^i  sin  a|  cos  «, 
Kx  sin  « = — |(«,  — cos  «4-  sin  «J  sin  a; 

und  folglich,  weil  nach  §.  2. 

px  =p  (Kx  4-/1,  cos  0)  cos  a, 
qx  = q -f-  ( Kx  -+-  Rx  cos  0)  sin  a 
ist: 

px  {(«,  — A)  cos  «4-^i  sin  a-f-  Rx  cos  0|  cos  a, 

qx  = j (ax — A)  cos  a-f-Ä,  sin  a-f-Zl,  cos  0|  sin  a. 

V 

Weil  nun  aber  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

* Ä,  sin  G-tmö.  cos  a 

«i  — A=— irr- r1 


sin  « 


ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet:  # 

px  = A4*  t^,  4-  sin  (a  4- 0)|  cot  a, 
^,=^,4-/1,  sin  («4-0). 

Für  bx  =0  ist 

= A+  i(«i  — A)  cos  a4-/*i  cos  0j  cos  «, 
qx  = |(«,  — cos  «4-/?,  cos  0j  sin  a 

oder 

/>,  = A 4-  R%  sin  (a  4-  0)  cot  «, 

= Rx  sin  (a  4-  0). 


$.  5. 


Weil  bekanntlich 

COS  «I 


(i“) 


= cos  a — cos  (a  4-  0)  (cos  © 


-i/r 


p%  sin  0a) 


/ 
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S1°- y1  = sin  a — sin  (a  4~  0)  (cos  0 + - V/ 1 — fi>2  sin  ©2) 
(i«)  . P 


und 


cos  0 + — \S \ — fi2  sin  03 
T4 

(A~~ ~Ai)  sin  « 

(«!  — Ai)  sin  («  -4-  0)  — bx  cos  (a  -f-  0) 


ist,  so  ist 

COS  CCX  _ 
(l“) 

sin  «! 


sin  a 


(A  — Ai)  sin  k cos(«-f-0) 

COS  a — ^ ~ Ai)  sin  (a-f-  ©)  — ^,  cos  (a  0)’ 

(A  — Ai)  sin  a sin  («  0) > 


(«i  — Ai)  sin  (a  -+-  0)  — bx  cos  («  -f-  0) 

■ * * 


oder 


cos 


cos  a — 


ax.  . (A  — Ai)  s»n  a cos(«-4-0) 


(/<) 


(«,  — Ai)  sin  (a  -fr-  0)  — bx  cos  («  4-  0)’ 


sin  «,  (A  — At)  sin  u sin(t*4-  0) 

sin  a — r («,  — Ai)  sin  («+  ©)  — bx  cos  («  + #)*  «/ 


oraus  sieb  auch  sogleicli 


sm  «, 

Sin  a ; 

tang  («  + ©)= 

' COS  « 7— r — 

(/*)  ' 


giebt. 

Für  bx  =0  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

1 

C0S„Y1  = cos  « — sin  a cot  (a  4-  0)> 

(<u)  ax  — üi  * 

sin  «,  «i  — A 

-i  = — 1 — 7—  sin  «. 

(u)  «1  ~Ai 

• ■ , 

Nach  §.  2.  ist  auch 

cos  ux  

(i“) 

cos  a — (cos  0 cos  ce — sin  a)  (cos  0 4- — ^ sin  0*),  ' 

id  folglich,  unter  der  Voraussetzung,  dass  £,  = 0 ist: 

cos  ax  

C“) 

is  a — (cos  0 cos  cc— ■ * — ^ — sin  et1 ) (cos  0 4*  1 /**  sin  03)> 

\ 
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"**  Jt‘  cos  a (C0B  0~*~JI  Vl—  n*  sin  0>); 
also  nach  dem  Obigen  • 


J_  eo«  «i , sin(«  + 0)  , ^ 1 . 

C«)  * cos  c — 1 sin  a 'cos  0 + ^ 1 — ft1  sin  ©*) 

+ Zl'lösa  <coa  0 + £ ^r-  (U*  Sin  05). 
Bekanntlich  ist  aber 

— A __t  sin  (a-f-9)  , ^ 1 ; _ 

«i-A,  — 1 ^77“  (cos  sin  0’) 

und 

\ 

A — Ai  sin  « 


‘ «i~ Ai  * sin  («4-0) 

* * 

Daher  ist 


—r:  cos  0-f --  — ju,2  sin  &7. 

r 


oder 


_L  cos  ai  ai  — A . A — Ai  tang  a , 

W ' cos  « A,  '•  A,  ' sin  (#  + 6)  ’ 


cos  a,  =(,u);2j—A  jcos  a-4-  . -■  sin  K t 

al-~Al  < * Ä,  sin  («-f-0) ’* 


Weil  nun  nach  dem  Obigen 

s^i=(fl)£jJzA 

sin  cc  yn/ 

« 

ist,  so  ist 


«i— A, 


cos  «,  = 2L£L'  fcos  « + 

s,n  Ci  A,  sin  («4-Ö) 


I. 


und  folglich 


oder 


cot  «,  = cot  a 4-  Jr-A  A\  <QV 

A,  sin  («4-Ö) 


• 

cot  ce,  — cot  «=  S--A~A‘ 

Aj  sin  («4-0)* 

•V  . * , 

• « * * 

sin  {»— -r)  — (A~Ä.)  s‘n  « sin  «. 
v ; A,sin(«+e)  >* 


L ■ - “vi 

* - i 

» *-*  1 1 

m 


woraus  auch 
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also,  weil 


ist, 


sin  «,  = (/»)  sin  « = (/*)  sin  0 

. . * / v A — A,  sin  « sin  O 

S.D.  («-«,)  = « . lio-(oTe) 


folgt. 


§.  6. 

. ' 

So  lange  nicht  ausdrücklich  etwas  Anderes  bestimmt  wird, 
werden  wir  im  Folgenden  immer  £,=0  setzen,  und  wollen  nun 
annebmen,  dass  sich,  indem  A ungeändert  oder  constant  bleibt, 
sin  a immer  mehr  und  mehr  dem  Zustande  des  Verschwindens  oder 
der  Null  nähere;  so  wird  sich,  weil  unter  der  gemachten  Voraus- 
setzung bekanntlich  - . 

i 1 

, » 

• o i “““*  A » 

sin  0 = — ^ — sin  a 

* • 

ist,  und  der  absolute  Werth  von  0 nie  grösser  als  90°  genommen 
wird,  auch  0 der  Null,  also  sin  0 der  Null  und  cos  0 der  positi- 
ven Einheit  nähern.  Nähert  sich  nun  unter  diesen  Voraussetzungen 
die  im  Vorhergehenden  durch  A,  bezeicbnete  Grösse  einer  gewissen 
bestimmten  endlichen  Gränze,  so  wollen  wir  diese  Gränze  durch 
Fx  bezeichnen,  und  wollen  nun  untersuchen,  ob  eine  solche  Gränze 
wirklich  existirt,  wobei  sich  dann,  wenn  dies  der  Fall  sein  sollte, 
die  Bestimmung  dieser  Gränze  zugleich  von  selbst  ergeben  wird. 

Nach  §.  3.  ist 

F»  * 

a.  — A i sin(«4-©)  , ~ . 1 . 

= 1 — (cos  ® + j V\  - /»*  gm  ©>). 


Aber 


sin  («-*-©)  ^ . sin© 

• : = cos  (y  -+-  cos  a, 

sin  a fi,n  ’ 


sin  a 


und  folglich,  weil  bekanntlich 


sin  <9  ax  — A 

sin  a Rx 


ist, 


sin  («4"®)  . Äi*“A 

r — = — - =r  cos  0-1 n — cos  a; 


sin  « 

also  nach  dem  Obigen 

i 

= 1 — (cos  0 cos  «)  (cos  0 -+-  ^*1/1 — fi*  sin  0*). 

ax— Ai  f* 

* 

Wenn  nun  sin  a sich  der  Null  nähert,  so  nähert  sich  cos  a entweder 
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der  positiven  oder  der  negativen  Einheit.  Nehmen  wir  also  im  Fol- 
genden immer  die  obern  oder  die  untern  Zeichen,  jenachdem  sich, 
wenn  sin  o sich  der  Null  nähert,  cos  a der  Gräuze  1 oder  der 
Gränze  — 1 nähert;  so  ist  offenbar,  da  sich,  wenn  sin  a sich  der 
Null  nähert,  sin  0 und  cos  0 respective  den  Gränzen  0 und  -h  1 
nähern, 

oder,  wie  hieraus  leicht  folgt, 


nn  — /t,  '• 


a1—Fi 

Auch  überzeugt  man  sich  leicht  von  der  Richtigkeit  der  Gleichung 


P\  A 


oder 


1 — 1 L JL 

/t  ' — A“*“'1  Ät’ 


• §.7.  • 

• » , 

Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  welche  Werthe  die  beiden  Grös- 
sen 0 und  Hj  nothwendig  haben  müssen,  wenn  die  beiden  Glei- 
chungen 

ax  — A sin  0 * . 

Rx  sin  a 

und 

o+jVT-r'to&T, 

wobei  wir  annehmen,  dass  sin  a eine  nicht  verschwindende  Grösse 
sein  soll,  zugleich  erfüllt  sein  sollen. 

Nehmen  wir  also  zu  dem  Ende  diese  beiden  Gleichungen  als 
erfüllt  an,  und  führen  den  Werth  von 

— A ' 

Rx 


aus  der  ersten  Gleichung  in  die  zweite  ein,  so  erhalten  wir  die 
Gleichung  . 

sin  ft 
sin  a 


(lH-i)  (l±^) 

V ^ / V ein  /v' 


sin  («4-Q)  r ^ . i 


sin  « 


(cos  0 + - l/l — sin  08), 


also 


E 


Digitized  by  Google 


16 


I 


(1  -f-  —-)  (sin  a dr  sin  0) ' i 

y r* 

1 4 * 

= sin  («  H-*  0)  (cos  0 -+•  --  I/I—.4*2  sin  02).  - 

' * • A * 

Weil  nun  bekanntlich 

* 

sin  m -f-  sin  0 = 2sin  }(«  -b  0)  cos  |(a  — 0), 
sin  a — sin  0 = 2sin  ^(a  — 0)  cos  {((*-{- O) 

und 

sin  (a  -f-  0)  = 2sin  ^(a-f-  0)  cos  -J(a  -f*  0) 

• * »x 

ist,  so  giebt  das  obere  Zeichen  die  Gleichung 

» . 

(1  -b  “)  cos \{a  — 0)= cos  A(a-t- 0)  (cos  0 + ~ — sin  0*), 

M * | ' • M 9 * 9 ♦ 

* * • A 

und  das  untere  Zeichen  giebt  die  Gleichung 

0-b“)  sin  |(a — 0)  = sin  ^(a-+-0)  (cos0  -b-j  |/ 1 — fi*  sin  02). 
r*  n 

w * 

# # 

Im  ersten  Falle  ist 

(1 -b  — ) cos  £(<* — 0)  — cos  0 cos  4(«  + ®) 
c* 

1’  * * < 

Ä 77  cos  4(a‘+*®)V//l  — /u2  sin  0*, 

und  folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens 
quadrirt,  wie  man  leicht  findet: 

(1-t-i)2  cos  £(«  — 0)2-f-(l — -~)  cos  ^(a-4~0)2  ) 

* * • =0, 

» k 1— I ’ * • 

~2(lH ) cos  0 cos  l(a  — 0)  cos  £(a-b0)  ] 

H’  i 

1 

also,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  durch  lH 

dividirt:  ' 

V 

4 t,  > 

(1  -b  — ) cos  -|(a  — 0}a  -b  (1  — — ) cos  l(a  -+-  0)2 

ft  fi 

— 2cos  0 cos  l(a  — 0)  cos  -j(a-b0) 

* i * . 

Nun  ist  aber 

2cos  {(a  — 0)2  = 1 + cos  (a  — 0), 

i , * 

2cos  ^(«  + 0)1  = 1 -f-  cos(ot-|-0) 

und  ,k  . . 

2cos  {(a  — 0)  cos  F(«“b®)  = cos  a-f-cos  0; 
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also 


folglich 


, ’ \ * | • • \ ^ • *'  1- ! •• 

•'  ..  . + (l-t-cosC“  — ®)l  . 

r “ 

-j-(l  — 11-f- cos(o-f-0)| 

— 2cos  0(cos  «-f-cos  0) 

I • c ' • • 


= 0, 


d.  i. 


oder 


.,(1  +£)+fl-£V  ...  • • 

+ KH- £)+<»- £)l  cos  «cos©  I 

r r > = U, 

-l-fCH-»“-)  — CI—“)}'  sin  a sin  0 

— 2cos  0(cos  a -fr-  cos  0)  : 


1 H sin  a sin  0 — cos  0*  = 0 

f* 


/ i 


1 ' . 


sin  0(sin  0H sin  a)  = 0, 

! v>  • • , >.**'•  * * 

und  folglich,  weil  sin  a,  also  auch 


? * ' 

\ 

nicht  verschwindet, 


sm  0 = — ^ — sm  a 

. ; , -«  Äi  A 


, . sin  0 H sin  a = 0. 


Im  zweiten  Falle  ist 


1 


• (1  -+-  — ) sin  •}(«  — 0)  — cos  0 sin  |(a  -+•  0) 

= -i-  sin  £(a+0)  V\—  /**  sin  0*, 
r*  ~ 

und  folglich,  wenn  man  wieder  auf  beiden  Seiten  des  Gleichheits- 
zeichens quadrirt,  wie  man  leicht  findet:  , .«  ; 


( 1 + “0*  sin  |(a  — ©)*  ■+■  CI  — A)  sin  £(«  -f-  0)* 

r “ 

— cos  0 sin  £(a  — 0)  sin  £(aH -0). 

f* 

\ 

w i t 

, t 


= 0, 


also,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens  durch  1 -f-  — 

dividirt:  ' ^ 

Tlieil  V.  . 2 
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(1  + 1)  gin  • O - ©)’ + (1  - ^)  sia  i(«  H-  ©)* 

— 2cos  0 sin  ${a  — 0)  sin  4(«Hh0) 


i»  * 

= 0. 


Nun  ist  aber 


* . * 


i V 1 *x"’1  ' •»  • ' 

2sin  i(u  — 0)*  »s  1-rr  cos  (er — 0), 
2sin  -JC«  •+■  0)*  = 1 — cosfa  -+-  0) 


und 


also 


. . .*  ...  ; 

2sin  i(cf  — 0)  sin  |(a-f-0)  sc  — (eds  a>— cos  0), 


o 


< * 


.•  r • 

< • \ * 


, < 

(t-b— ) )1  — .COs(fc— 0)1  p>  , 

• ' > m' \\  »ü-  rx  - >/z  ri  '-i  ! 

-4-  (1  — — ) 1 1 r1-1  cos(<4-f*  0)1  r - 


-f-2cos  0 (cos  a — cos  0) 


folglich 


* ' ,-p  - V ilii  i 


iv  . - « 

u 


j;  '■*?  -J  V*  i'i  Vx  'M' 

— |(i +•£■)  + 0—  ^-)l cos  “ cos  © 

— 1(1  + ^-)  — (1/—  sin  « sin  & 


rr—.ßt l . •*!  ! .i 


v *• 


" * ■ • • ^ V » 

-+-2cos  0(CO8  a — cos  0) 


d.  i. 


oder 


i..i  . - ‘MIW 


H« 


1 sin  a si h 0 — cos  0*  = 0 

u 


i ,r‘{  :•» • i 


sin  0fsin  0 — -i  sin  «)==<V  . p 

; • A-  * ff  * /'T'  »v>  I 1 / 


und  folglich,  weil  sin  a,  also  at^ch  T ; __ 

• 0i  - • 

sin  .0=^— sin  « ( • m! 

, * j ^ * *,  f ; 1 fijflPj*  •*  / * //  '!»•'*  II  < / »•**••-  ** 

. , . . , » ,•  * *i  * jii  i«  ti  '.in.»,*./« 

ment  vcrscowindctj 


( * sin  0 r~  — sin-!«  £^0. 


■\  iN 


Es  ist  alsQ  überhaupt  ;,ij»  (O 


-•  >> 


\ T 


• o .<>•>  (-1  i ns- 


1 ; ? iT  > r I -3  * * •- 

* 

d.  i. 

* i 


sin  0 i sin  a=?=0, 

j.  f*  • 


i »I  «»!.,  M'IO  / ' .j‘ 
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sin  0 = =t=~  sin  a, 

fi 


und  folglich,  weil  bekanntlich 


» 

— (°l  ^s\n9 


ist, 


r i‘ ' » •'  \ 


i — A)- 

Wenn  also  die  beiden  Gleichungen  ..  fl«,‘  * ♦ 


ff,  — A sin  0 

Ä,  ,TT"  sin  rt  ' 


und 


' V> 


i* 


♦ \ /• 


‘ ■)  *.  - 


r-m  . 1 v lt  , «,  — Av  sin  (a  -f-  0)  , ^ 1 , /- — - 

(1  -4-  -)  (1  = sin«  («°8  © + sin  0’) 

zugleich  erfüllt  seirt  sollen,  so  m uss»  nothwen  dig  mit 
Beziehung* der  obern  und  untern  Zeichen  auf  einander 
• jederzeit 


{•*'  !!»•'  r»\  *>) 


r.  O 


sin  0 = =f=—  sin  «,  Ä,  ==p fi(a,  — A) 


sein. 


/ < v * v • < • t fi'*  - ^ ^ • • y > 


i . 


§•  8. 

,*  . i . * • M**  - f * *•.  ’•  . 

Ferner  wollen  wir  nun  aber  auch  uutersueben , ob  sieb  umge- 
kehrt .behaupten  lässt,  dass  für  *;  . 

• sin  0 = q= — sin  a,  Ä1=qp^(ffl — A) 

j ' ' <»  "•  *:  ^ j.  • 

jederzeit  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf  einander 

• VA 


r » «, 


1 

<1 

1 

sin  0 

i rÄi  • 

sin  « 

und 

i 

a+ 

-)  (1 
t*  v 

_i_  «i  — Av sin  («  -h  0) 

/£,  * sin  a 

(cos 

ist. 

Nehmen  wir  zuerst  die  obern  Zeichen  und4  setzen  also 


1 


» i f * % * 


sin  0 sin  cc,  Hx  = — fi(al  — A), 

f* 

, ,'•*1  •'  '*  ’ : " I , . • ► v.‘>“  lJ  „ 

so  ist,  wie  aus  der  im  vorhergehenden  Paragraphen  in  diesem  r alle 

Angestellten  Analysis,  wenn  mau  dieselbe  rückwärts  synthetisch 
verfolgt,  sich  leicht  ergiebt,  jederzeit  ' 

2* 


Digilized  by  Google 


20 


at  — & sin  9 

A,  " sin  « 


and 


cos  K«  — — 4)  cos  4(a -+-€>)* 


also 


— 2{1  -+-  — ) cos  © cos  4(«  — 0)  cos  ^ (ce  -f-  6>) 


(1  H — )*  cos  ,(a — ©)*  H- cos  0*  cos 

r 

— 2(1 -f-~)  cos  © cos  }(«  — ©)  cos  4(a-*-0) 
r* 

= ~ cos  ^(a-f-©)*  (1  — fi*  sin  ©*), 

J“  ‘ 


= 0. 


d.  i. 


j(l-f-i)  cos  • ©)  — cos  © cos  4(Ä  —4—  I * * 

.t*  . . < . • * " 'i  . ' • \ . •• 

= “•  cos  4(«-4-©)*(l — /**  s*n  ©*)> 
und  folglich  ' ' 

(1  -+-  i)  cos  J(a  — ©)  — cos  © cos  4(« “+-  ©) 

r* 

1 ^ 

= =fc  — cos  i(a  + 0)  l/l  — ju»  Sin  ©*, 

. • I , ' " ..4  . ' 

wo  sich  nun  fragt,  welches  Zeichen  man  zu  nehmen  hat,  was  nll[ 
folgende  Art  entschieden  werden  kann. 


Wenn 


• 9 • 


1 . 


0<^a<^90°  oder  270°  a < 360* 


ist,  so  ist  cos  a positiv.  Da  nun 


■ » » «• 


ist,  so  ist 

, « 

und  folglich 


sin  © — — — sin  a 
f* 


. fi  sin  ©==*— sin  a,-  J~ 


> i 


\/\  — fi*  sin  0*  = cos  a. . 

Soll  also  die  Gleichung 

- - - ' 

(1-H~)  cos  4(a — ©)  — cos  © cos  4(a<4~0) 

t t*  - 4 . . , ./ 

= i — cos  4(«  ■+-  ©J  l/l  — /it*  sin  ©* 
r 


*.  i.  1 


■ 


V 
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•V  •{.  *|  • •<  i •• 


rfiillt  sein,  so  muss ' 

« f 

' « »I  J ••  $ • i 

(sin  a — sin  0)  cos  4(a— -0) — sin  o cos  © cos  ^(a-|-0) 

cos  a sin  © cos  ■*(«  — f—  ©), 


v\ 


/ 


L i. 


Vj  .*  v -•  1 4 ’ *i  - ' 4 •:  '>  - - - ‘ 

(sin  a — sin  0)  cos  |(a  — 0)  = sin  (a  zj=  0)  cos  ^(a  + @) 

»der 

/ 

sin(a  — v ©)  cos  £(«  -4-  0)  = sin  (a  qp  0)  cofc  i(a  + 0) 

i ' ' * v vv 

sein  , welches  offenbar  nur  dann  möglich  ist;  wenn  man  das  obere 
Zeichen  nimmt,  und  daher 

‘(1*+-—)  cos  — 0) — cos  0 cos  *(a-4-0) 

u * • 


setzt.’ 

Wenn 


= — cos  — fi'  sin  0* 

- r : 

v . ' , 

# » *• 


» i 


4' 


90°  < a < 180°  oder  180°  < a < 270» 

» ,*  . ' • J 

ist,  so  ist  cos  a negativ.  Da  nun 


ist,  so  ist 

v\  r» . 

und  folglich 


vv  • - - | 

sin  0 = sin  a 

t* 


I • fi  sin  0=  — sin  «, 


\S \ — fi 3 sin  0*  =r  — cos  «. 

• 1 I } ' 4 

Soll  also  die  Gleichung  '• 

v V / I . . 


»•  1' 


(1  -f-  — ) cos  ^(a  — 0)  — cos  0 cos  £(«  -h  0)  * 

= db  — cos  £(a  "+■  0)  V\  — /u-*  sin  0* 

r 

erfüllt  sein,  so  muss 

i » 

(sin  a — sin  0)  cos  £(a — 0)— -sin  a cos  0 cos  j(a  + 0) 


= dbcos  a sin  0 cos  |(a-4-0), 


d.  i. 


(sin  a — sin  0)  cos  £(a  — 0)  = sin  (a  zt:  0)  cos  *(«-4-0)» 


oder 


i •<  i i * 


sin  (a  — 0)^  cos  }(a  -+-  0)  = sin  (a  zt  0)  cos  -J(a  -4-  0) 
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seio,  welches  offenbar  nur  dann  möglich  ist,  wenn  man  das  untere 
Zeichen  nimmt,  und  also 


't  I X',  .«« 


••  » 


1 


(1-+- — ) cos  4C« — 0)^-cos  0 cos  £(a-|-0) 

r 


l n*  • , - 

setzt. 

Also  ist 


= — cos  £(a  -f-  0)  1^1 — ^ sin 

. . , . ' r > * i , v 


.( 


(I  + — ) cos  £(a — 0) — cos  0 cos  |(a  + 0),n‘ 
f* 


= dr  — cos  4C a 4- 0)  l/l sin  0*, 

r 

indem  man  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  nimmt  ^ jenachdem 
cos  u positiv  oder  negativ  ist. 

Aus  dieser  Gleichuug  folgt  aber 


% :v 


- — M 


(1  -+-  — ) cos-J(« — 0)==cos4(a-f-0)Ccos®  — “ V 1 — f*2  s»u  0’) 
f*  t* 


oder 


1 

2(1  H ) sin  £(a-f-0)  cos  {(a  — 0) 


, i 


= sin(«  -f-  0)  (cos  0zt  — l/l — fi 2 sin  02), 


d.  i. 


i i O .1 


(1  — ) (sin  a-}-sin0)=:sin(a-4-0)(cos  0db—  1 — fi2  sin  0*) 

f*  r* 


i . ) 


oder 


(H-— ) (1+  = sin("+  --)  (cos  0 =fc  - Vl  — js  sin  01), 

v p sin  er  sm  « v (x  ^ 71 


also,  weil 


ist, 


t 'M 


« * * * 


r* 


sin  ft 


L =g|-  A 5 

sin  « l Ä,  > 


(1  +-}(!  + ^tF-A)  = Sl" (cos  0 ± — Vl—p'  sin©1). 
v ' ' Hl  7 ' sin  a v v . (X  r \ •••  y 

Für  ' • 


« « 


« * > > 


sin  0 = sin  «,  /2,  = — fi(a , — A) 

* * *•  t1  . *.♦«*'  •»'.»  " - ; . . 

**  ^ * 

ist  folglich  immer 

= (cos  ©afcll/l-^sin©*). 
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wcdb  man  das  obere  oder  das  uotefe  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
cos  a positiv  oder  negativ  ist. 

Setzen  wir  ferner  , 

. ' • i . * * 

• ' ’ * *\  1 . » * * • " , 

sin  0 = — sin  a,  Jt,  =/i(a,  — ß), 

“ *r  »*  o * ,«  • * i.  •» 

so  ist}  Wie  aus  der  im  vorhergehenden  Paragraphen  Angestellten 
Analysis,  wenn  man  dieselbe  rückwärts  synthetisch  verfolgt,  sich 
leicht  ergiebt,  jederzeit 


i’ « * * 


gj  — A 

*i 


sin  8 
sin  a 


i i 


.i 


und 


i .»> 


i. 


“n  40*  “0)*  + O sin  i(a-f-0)» 


t ‘ « 


o 


i 4 


also 


d.  i. 


— ^O+T“)  cos  0 sin  i(a  — 0)  sin  i(a~f~0) 


V '* 


»: 


i i 


=o. 


(*-+-— )’  »in  »(«  — Q)%  4-cos  0*  ein  ‘(a  + 0y 
— 2(1-1-— ) cos  0 sin  J(o  — 0)  sin  i(a-f-0) 

r 

♦ 

= £*  sin  i(«-*-0)*  (l— /♦*  sro  0»),  ; » 

1 * * % i 

I « « ' H 1.*  • f O , 

« « * I # . * 

10  »in  iC«  — 0)^-cos  0 sin  4fa -t-0)|* 


ri 


= -jT  sin  £(«*+*  0)*  (1—^*  sin  0Ä);  ' 

r 


und  folglich 


0 ±77)  »in  |(a  — 0)  ^coi  0 sin  {(«-|-0) 


Ir-  *.  *r 


= ±77  sin  j(a -f.  0)  l/l  — sin  0», 

r* 


i - n * 


>i 


j>  «.  * 


, . ^ n'  . • >5  ■ I1  » M 1;*,,  '*.»  , 

wo  sich  nun  wieder  fragt)  welches  Zeichen  man  zu  nehmen  hat, 
waB  auf  folgende  Art  entschieden  werden  kann. 

Wenn 


0 «<  a «<  90°  oder  270°  <a<  360° 

- r I ' 4 K*  ^ . 

ist,  so  ist  cos  a positiv,  und  folglich  auf  ähnliche  Art  wie  vorher 

V\  — fA*  810  0*  ==  COS  U. 


I i | ) 


Soll  also  die  Gleichung 


< i 


r> 


-i*  < 


•i  * 


l* 


r 
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I 


(1H-— 0 sin  i(a  — 0)  — cos  0 sin  4(«H-0) 
f* , . 

= db  — sin  -J(a  -f-  0)  l/l  — /i*  sin  0* 
r* 


' * 


erfüllt  sein,  so  muss 

i 

(sin  a 4-  siu  0)  sin  l(a  — 0)  — sin  a cos  0 sin  j(a-f-0> 

= db  cos  a sin  0 sin  IC a-f-0).  1 

r*  V . .<*  <i  : « « . 


d.  i. 


(sin  «4- sin  0)  sin  j(a  — 0)  = sin  (a  db  0)  sin  4(a-t-0) 


oder 


sin(a  — 0)  sin  4 («4-0)  = sin  (adbO)  sin  i(a-f*0}  . 

* * • * * ^ I) 

sein,  welches  offenbar  nur  dann  möglich  ist,  wenn  man  das  untere 
Zeichen  nimmt,  und  daher  •>  ‘ ' *«•*•  x * 

. \ 

(1  4-  sin  £(a  — 0)  — cos  0 sin  ±(a  ■+*  0) 

r 1 t 


setzt. 


= — — - sin  *(a4-0)  l/l  — fi2  sin  0* 

« r • ♦ \ N 

' • > . « * <■  • - i ' • 


Wenn 


90”  < a < 180«  oder  180°  < a < 270® 

/ 

ist,  so  ist  cos  a negativ,  und  folglich  wie  oben 

I ]/l  — (i*  sin  0*  ==  — cos  «. 

Soll  also  die  Gleichung:  ® .f  r-. 

CI  H — sin  j(a  — 0)  — cos  0 sin  £(«4-0)  , 

M V 

= db  — sin  i(a  4-  0)  V' \ — p*  sin  0*  I 

.J  x I r \ 

erfüllt  sein,  so  muss.  , .» 

* » ’ '' 

* , 

(sin  a 4-  sin  0)  sin  |(a  — 0)  — sin  a cos  0 sin  \(a  4-  0) 

rrrqpcos  « sin  0 sin  + 


• . ' t> 


d.  i. 


(sin  «4- sin  0)  sin  \(a  — 0)  sin(a=f=  0)  sin  £(«4-0) 


oder 


sin  (a  — 0)  sin  £(a4-0)  = sin(aqp0)  sin  £(«4-0) 


sein,  welches  offenbar  nur  dann  möglich  ist,  wenn  man  das  obere 
Zeichen  nimmt,  und  daher 
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(14-— ) Bin  j(a  — 0)  — cSs  0 sin  ^(a-f-0) 


= — sin  ^(a  -+-  0)  \/\  — fi9  sin  0* 


..  : v» 


setzt« 

Also  ist 


(1  •+-  — ) sin  j(a  — 0)  — co»  0 sin  $(a  4-  0) 

r* 

1 


= rt  — sin  |(a  + 0)  — /**  sin  0*, 


i 


' . . » M v ’ ; i 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  cos  a 
negativ  oder  positiv  ist. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  aber ' * ° 

: . * . » *•  * . . * • » ' ’ ‘ , 

1 


(1  -+“■“)  sin  i(a— ’0)  = 8ini(a-t-0)(cos0±  — — p*  sin  0*) 


oder 


2(14-—)  sin  i(a  — 0)  cos  i(a-f-0) 
r 

= sin(a4- 0)  (cos  Odki  — V'  1 — /u*  sin  0*) 

(* 


d.  i. 


(I  4--~ )(sin  a— sin  0)  = sin(a-f*0)  (cos  0db—  1^1 — fi*  sin  0*) 

r 


oder 


(1  -f~  — ) (1  - 84^g)  = (COS  0±-l/l-f*>  810  ©>), 

' M sin  o sin  « ' u ~ n 


. i“ 

also,  weil 


» 


ist, 


>'  »« 


sin  Q 1 ^ 

sin  a [x  Rx 


» i » • 

(1  (1—  (C08  0db-l/l~7*  sTo  0^). 

v /i ' v /C,  * sin  « > /u  * ^ > 


Für 


sin  © = — sin  a,  /l,  ==  /t»(sz,  — A) 
P i 


ist  also  immer 

* i 

(1+-)(1  — ^V-^)  = gin (tt (cos  0±  — l/l—  /u*  sin  0^}, 
/x 7 ' Al  7 sin  a ' 7 

* • 

wenn  man  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
cos  a negativ  oder  positiv  ist. 
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\ > 

Aus  der  vorbergehende^Untersuchung  ergiebt  sieb  nun  das 
folgende  Gesammtresul tat:  ^ *M 

r ur 

1 . » i.i  * ' I . - j i,  * , *" 

sin  0 = — — sin  «,  Hl=  — fi(al  — A) 

r 


I*  > 


ist 


und 


«I  — A _.»fai9  • , . 

Ät  T sin  a 1 1’  *■  ' e » 


M i 


* # 


» \ 


* \ \ 


(1  -f-  — ) (1-f- ft)  = s‘n(“ (Cos  0±—\/ 1 — jj»  sin  0*), 

v X>^'  ’ Ä»i/.  4.  8in«  ‘1..  /u  i .j  ■ . * 7. 

S t k ^ » • I f I«  » i"  J 

wenn  man  das  obere  oder.. das  untere  Zeichen  nimmt, 
jenaebdem  cos  a positiv  oder  negativ  ist.  Für 


. J 


-*  • ‘V  - » » » . * , i . 1 » • ; t 

sin  0 — — sin  a,  Rx  =r  fi(ax  — A) 
r 


•*  ' t ' * ) 
* * 1 


ist  dagegen 


und 


•.  -j-. 


. • OiszA  — 


sin  9 l * 
Rx  , i*-  sin  a *\ 


• i 


* . 


(l  + i)(l—  ?iA)  _ sin(«+-e)  0±-l/l sin  01), 

' fjL*  x Rx  sm  « v ft  n ' 

• ' } 
wenn  man  das  ob  et«  oder  das  untere  Zeichen  nimmt,  je-1 
nachdem  cos  a negativ  oder  positiv  ist. 


*!->  tx> 


\ 


§.9. 


. i 


* I 

* I * 


Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  auf  den  in  Taf.  I.  Fig.  1.  um 
den  Mittelpunkt  C beschriebenen  Kreis  Strahlen  auffallen,  .welche 
entweder  wirklich  sämmtlich  aus  dem  Punkte  A ausgeben  oder  we- 
nigstens als  sämmtlich  aus  diesem  Punkte  ausgehend  betrachtet 
werden  können,  und  wollen  die  von  A aus  durch  C gezogene  ge- 
rade Linie  als  den  positiven  Tbeil  der  Axe  der  a:  annebmen,  wo 
denn  im  Vorhergehenden  o,  = AC  und  A==  0,  also  ax — /^z=AC 
zu  setzen  ist.  Nehmen  wir  nun  ferner  an;  dass  der  aus  dem  Mit-/ 
telpunkte  C beschriebene  Kreis  mit  dem  Halbmesser  (fi) . AC  be- 
schrieben sei,  wo  (fi)  bekanntlich  den  absoluten  Werth  von  fi  be- 
zeichnet, so  sind  die  drei  folgenden  Fälle  zu  unterscheiden. 

I.  Es  sei  (fi)  < 1,  welchem  Falle  Taf.  I.  Fig.  1.  a.  entspricht. 

Für  einen  auf  die  concave  Seite  des  um  C mit  dem  Halbmes- 
ser (ft-) . AC  beschriebenen  Kreises  unter  dem  Winkel  « fallenden 
und  an  dem  Kreise  eine  Brechung  erleidenden  Strahl  ist  nach  §.  3. 
bekanntlich,  wenn  mau  / ’ / *-  -\-  I, 

AC  • 

, sin  0=  jt  sin  « 

. i . : » • • > "*  Äj , « • 

setzt.  v 


*1 


i »*  « • 


* it't 


• 4 


.»  , » • } 
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AC  | sin  (er  -f-  8)  , 1 i /* — ' * — ; — n,  4 ■. 

Äc=Tt  — 1 — inrs-  {cos  »io  ©’). 

V*>  i fcit«  . / 

re,  7J, 

Weil  nun  im  vorliegenden  Falle 


' . 1 ‘ E « » 

und  ft  ist  eine  negative,  /?,  eine  positive  Grösse. 

“die 


1 


also  sin  0=‘ sin  u 

4 

und  cos  a offenbar  positiv  ist,  so  ist  nach . dem ' vorhergehenden 
Paragraphen 

i ■" 

(x+±){1  + fj  = ™<^  (C08  e+l^/T^-^W 


oder 


• - - Lii  rL  J > 1ä4  ...  * . , 

(cos  0 H v \ — ft1  sin  0*), 

" }('  /*•  * ( ' i v 

.1,1»  ■ * * i*  - * .♦  • , 


1 1_  fein  (a  -j-  9) 

:r.:;A*#'.Tr-  sin « 


also  »s  . • 

1 ■ : kin(«  -f-  0)  / * _ 1 

— r = 1 -7“ ICO 


i l»  t; . . *i ; • ; | 

* f . | 

und  folglich  dach  dem  Obigen 

:»  - ..  :i  '.P;  < !•  , P 


sin  (t 


(cos  0-4 V^l  — fi2  sin  0a)r. 


i • 
t 

• * 


• s;  i *s  > \ . • v,  v 

* ♦ • 

• l 

. 1»  % l#  • ‘ * 


• » 

. ‘ » l «/ 


I 


I . 


!*  : i • 


• AC~  Ai  ’ a*3 


4 I 


also,  wie  sieb  hieraus  leicht  ergiebt,<  • ,■ 

Vi.'  . A.==<1  — P*).AC=:(\  — 

> r *1  ■*  » * •»  ■*  i ’»  . 

Daher  ist  A,  eine  constante  von  a unabhängige  Grösse. 

, Für,.eiueu.  auf  die  convexe  Seite  des  um  C mit  dem  Halbmes- 
ser ( \fi)u'AC  beschriebenen  Kreises  unter  dem  Winkel  a fallenden 
und  ao  dem  Kreise  eine  Zurückwerfung  erleidenden  Strahl  ist  nach 
§.  3i  bekanntlich,  wenu  man».  ; ........  . . ..  %t . , 

* 1 ••  •*  « * rM£l 

" 1 »•  sin  & = i£ 

. . . . I I * « .r  * I,  . , ’^l 

. t 

setzt,  wieder  1 •*  >* 

.»  V 

• AC  • f sin(a  0)  ^ ,1  i /(  1 i,'  ■ v~i*o\ 

; — r-  ==  1 — --7-  ■ (cos  0-| Kl-ft’  sin  0a), 

•*~ür  ’ < sin  a x * fi  -!  ^ - n 


1 * ...»  '» 


• • 1 ^ • ' «*• 
t*  « • # | 1 **  # • 


^6* 


* I * 


und  jetzt  ist  ft  eine  positive,  /{,  eine  negative  Grösse. 


•1  Vi 


1. 


eil  nun  im  vorliegenden  »Falle 

* > * , ’•  . 


Ht  = — ft . ^£7,  also  sin  0 = sin  a 


und  pos  « positiv  ist,  so  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragra- 
phen wieder  1 ’ •«  • , 

(1  +-)(!  + = - (cos  ©H-i-l/l-f.»  sio  W) 

fißy  Ä/rf  ;sm  <* : p 


1 


28 


oder 


also 


j i_ sin  (or  -t-  O) 

fi"  . sin  « ,v 


1 1 - . . 

(cos  0H \/\  — fi9  sin  ©* *), 

♦ *•  > £••*.*  * .«  m i: t**  , *!  ».  I»,« 


'W. 


> i 

Sr*  ja;  i \ . 


^ = 1 — (cos  ® ■+  £*<1  ©*), 


und  folglich  nach  dem  Obigen« 


» * • f i».* 
■ 

!'♦?***  > 


* V“  . 1 , . ; *jc— Ar  *t/4 

l»  * r 

also,  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt, 


*>  * 


-i-  i 


» • 


1-  I) 


Ai  = (l  (1  - /*)  <1  •+■/*) . a#C 


v* 


Daher  ist  A»  wieder  eine  cönstante  von  « unabhängige  Grösse. 

Ueberlegt  man  nun,  dass  die  constanten  Werthe  von  A»  in  dett 
beiden  vorher  betrachteten  Fällen  einander  gleich  sind,  so  ergiebt 
sich  unmittelbar  der  folgende  Satz:.*  - - - I 

Wenn  A und  C zwei  beliebige  Punkte  sind,  und 
man,  unter  der  Voraussetzu  ng,  dass  der  abso lute  War th 
(fi)  von  fi  kleiner  als  die  Einheit  ist,  aus  dem  Punkte 
C a 1 s Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  (ft)  . AC  einen 
‘ Kreis  beschrieben  Lat;  so  gehen  alle  Strahlen,  welche 
als  aus  demPunkte^f  ausgehend  betrachtet  werdenkön- 
nen und  auf  die  conca ve. ‘Seite  des  in  Rede  stehenden 
Kreises  fallen,  nachdem  diese  Strahlen  an  derselben 
eine  Brechung  erlitten  haben,  . nötigenfalls  gehörig 
verlängert,  — und  alle  Strahlen,  welche  als  aus  dem 
Punkte  A ausgehend  betrachtet  werden  können  und  auf 
die  convexe  Seite  des  in  Rede  stehenden  Kreises  fal- 
len, nachdem  diese  Strahlen  an  derselben  eine  2£uriick~ 
werfung  erlitten  hüben,  nötbigenfal ls  gehörigverlä'n* 
gert,  — durch  einen  und  denselben  Punkt  der  durch  A und 
C geh  enden  geraden  Linie». welcher  immer  von  A an  nach 
C hin  liegt0),  und  dessen  Entfernung  von  A durch  das 
Product  (1  — fi3).AC=(  1 — fi)  (1  -hfi) . ^fC'bestimmt  wird. 

II.  Es  sei  (ft)^>  l,  welchem  Falle  Taf.  I.  Fig.  l.b.  entspricht. 

Alle  Strahlen,  welche  als  aus  dem  Punkte  A ausgehend  be- 
trachtet werden  können,  fallen  in  diesem  Falle  auf  die  concave 
Seite  des  um  C beschriebenen  Kreises,  und  für  einen  unter  dem 
Winkel  a auffallenden  Strahl  ist  nach  §.  3.,  wenn 

Jn  ' • *\  * * * • « ! . . 

• ’ a AC.  . - , /*»..»  • f 4 

. sin  (y  =zjr-  sin  a • 

* . 


gesetzt  wird,  jederzeit 


” AC  * 
AC-A , 


sin  ( « -4-  9) 


sm  « 


(cos  ©H \/l  -—  fi*  sin  ©*). 

v fi  . * • - . * 


»llt 


- J 


•)  Da  nämlich  in  diesem  Falle  (l — ft3)  ,AC  positiv  ist. 


Digitized  by  Goc  gle 


29 


t < t 

Wenn  nun  a(He  unter  einem  Winkel  o,  der  zwischen  0 und  90® 
oder  zwischen  270°  und  360°  liegt,  auffallende  Strahlen  eine  Bre- 
chung erleiden,  so  ist  offenbar  , • * •»: 

' Jtj  Ä — /i t . ACX  also  sin  0 = — *—  sin  o, 

' » 1 . . . . ‘ i . " i « . . . • i :*  t» 


« *♦  , 


und  folglich  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen,  da  cos  a po- 
sitiv ist, 

at  .1  \/i  ,m • : . sm  (a  O)  / ^ . 1 | /i  ~ . /^g  v 

, 51  (co*  ©•> . 

oder  » * 


x % 
I *♦ 


p 4 * * I • • 

- "»  / * * 


, J ’Hsiiif«-*- 0)  , ^ ; l'iy- ■■■■■.- 

1 T = . (cos  0-4— r Kl^u1  sin ,€>*), 

. . i i , aus  ^ , .7> 


5 - ' * '*  ' 
' i i ! 

J l .1 


* . * •*  >» 


also  ' < 1 ^ » jI  ri  ° • . 

i'L"-, 

— = 1— — (cos  © + — V 1—^’  sin  ©*), 


sm  a 

.»  > . ’t  v 


und'  folglich  nach  dem  Obigen 

* * » » i i * * i . * » * . . 


. u 
< ■ • 


I . . J * t 
,*»i  .J’K»  . * * 

I ’ / . .i  *•  ..!*.• 


u i 


.ii  i ",  i * 


AC—bx 


/ •: 


also,  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt,  . • i . 

• *»  i fi  « . . t * . . « 

— #*’)*  -dfCt=s<l  — /i)(l-f-/*)  .'  ACs  . , 

“*  * * *, } > * * . ...  ^ , 

Daher  ist  Ai  eine  constante  von  a unabhängige  Grösse.  t. 

> Wenn  ferner  alle  unter  einem  Winkel  a,  der  zwischen  90°  und 
180°;  oder  zwischen  180°  und  270°  liegt,  auffallende  Strahlen  eine 
Zurückwerfung  erleiden,  so  ist  offenbar  , 

* *'  *•’*•  ’ *!!•  »f  . * .1  l1*’’;  *•  . ’ ‘‘il 

v . u \Jlx=fi  ,*ACi  also  sin  © = — sin  o,  ; 

r 

und  folglich  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen,  da  cos  a ne- 
gativ ist,  * 

+ (1  — ?fj  = ''tn+« 6)  (cos  O + — ^ sin  ©>) 

« ' lif  I f «A  » I • » | • * ^ * 

oder,.  \ - . . / . •*  i ' , 


1 L zz 

.•  Z?T 

also  .... 


sin  ( a -f-  0) 


«»  ) 


» \ 


(cos  Ö + - sin,,©3),  / 

’ * ! * *11  * 

> .*  * “ / *ii  4 . 


sm  a 

l f i.i  (i  l >1;  i 


/ . 


* i 


1<S_ . sin(a  -f-  O)  ^ • 1 ■ -.-....i.  ri  ■■g.»  : . ,j  ./f 

-=  = 1 •— — (cos  0H VI—  u3  sin  ÖM, 

i u2  sin  a ' ju  * n‘  fi.l  i.., 


*S  4 


c i H 


und  folglich  hach  dem  Obigen 

. * * » 

■i  AC 


1 

3’ 


AC—  Ai  /u 
also,  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt,  n • t,  • 


Ta  r 


i 
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A,  =r (I -**).  AC=z (I  - fi ) (I ■+- (*).  AC. 

Daker  ist  auch  jetzt  A,  e>oe  constante  von  « 

Grösse. 

l'eberlegt  man  dbd  wieder,  dass  die  beides  een  stauten  Wertbe 
tod  in  dem  ersten  nod  zweiten  der  beiden  vorher  betrachteten 
Fälle  einander  gleich  sind,  so  ergiebt  sich  unmittelbar  der  folgende 
Satz : ...  I 

Wenn  A und  C zwei  beliebige  Punkte  sind,  und  man, 
unter  der  Voraussetzung,  dass  der  absolute  Werth  (//)  ! 
von  p grösser  als  die  Einheit  ist,  aus  dem  Punkte  C als  l 
Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  (p)  . AC  einen  Kreis  j 
beschrieben  Lat;  so  geben  alle  Strahlen,  welche  als  aus 
dem  Punkte  A ausgehend  betrachtet  werden  können, 
und  auf  derselben  Seite  des  durch  A auf  A C erri  ch  te- 
ten  Perpendikels,  auf  welcher  der  Mittelpunkt  C liegt, 
auf  den  Kreis  fallen,  nachdem  diese  Strahlen  an  dem- 
selben eine  Brechung  erlitten  bähen,  not higeuf al l s ge- 
hörig verlängert,  — und  alle  Strahlen,  welche  als  ans  dem 
Punkte  A ausgehend  betrachtet  werden  können,'  und 
nicht  auf  derselben  Seite  des  durch  A auf  A C erriet  te- 
ten  Perpendikels,  auf  welcher  der  Mittelpunkt  C liegt, 
auf  den  Kreis  fallen,  nachdem  diese  Strahlen  an  demsel- 
ben eine  Zurück werfun g erlitten  haben,  nötigenfalls 
ehörig  verlängert,  — durch  einen  und  denselben  Punkt 
er  durch  A und  C gehenden  geraden  Linie,  welcher 
immer  von  A an  nicht  nach  C bi  b < liegt  a), ~ uo d dessen 
Entfernung  von  A durch  das  Product  (/i*  — 1)  . A C= 

(p — 1 )(pA-  1)  . A C bestimmt  wird.  **  • 1 ’*  *■* 

III.  !Dass  in  dem  Palle  (p)  = 1,  welchem  Taf.  I.  Fig.  l.c.  ent- 
spricht, alle  Strahlen,  welche  als  aus  dem  Punktet  ausgehend 
betrachtet  werden  können,  auf  den  Kreis  fallen  und  an  demselben 
, eine  Brechung  erleiden , nach  der  Brechung  wieder  sämmtlich 
durch  den  Punkt  A gehen,  fällt  auf  der  Stelle  in  die  Augen  und 

bedarf  keiner  weitern  Erläuterung. 

' « . * * < * / > * 


Ferner  wollen  wir  annebmen,  dass  auf  den  in  Taf.  I.  Fig. 2.  um  den 
Mittelpunkt  C beschriebenen  Kreis  Strahlen  auffalleo,  welche  sämmt- 
lich nach  dem  Punkte  A hin  convergireu , . und  wollen  wieder  die 
von  A aus  dureb  C gezogene  gerade  Linie  als  den  positives  Theil 
der  Axe  der  ac  annehmen,  wo  denn  im  Vorhergehenden  auch  jetzt 
ax  z=AC  und  ^r=0,  also  «,  — faz=AC  zu  setzen  ist.  Nehmen 
wir  nun  ausserdem  an,  dass  der  aus  dem  Mittelpunkte  C beschrie- 
bene Kreis  mit  dem  Halbmesser  (p)  . AC  beschrieben  sei,  wo  (p) 
seine  bekannte  Bedeutung  bat,  so  sind  wieder  die  drei  folgenden 
Fälle  zu  unterscheiden. 

1.  Es  sei  (/t)<l,  welchem  Falle  Taf.  I. 

Für  einen  auf  die  concave  Seite  des  um' 


> • t-  \ nt  , 

Fig.  2.  a.  entspricht. 
C mit  dem  Halbmes- 


•)  Dl  nämlich  in  diesem  Falle  (1  ~p9)  * A(f  negativ  ist.  i . *»•-/  ** 


i 
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*erJ^M^^<Vbe"chri*bene“  Krcise8  unter  dem  Wiakel  a fallenden 
und  an  dem  Krcise  eine  Zurückwerfung  erleidenden  Strahl  ist  nach 
«5.  bekanntlich,  wenn  man 

* i»  i * 

f * - - 


il  i 


setzt, 


• .» 

, -J  sm  (9  = JT-  81D  a 

I 4 -(.'*<){  Äf 

I s . 


} * 1 


^ t sin(«-f-  0)  i 

- AC-bt  — 1 - («»*  @ + -1^1-^  sin  ©*), 

und  p ist,  so  wie  auch  /l  eine  positive  Grösse. 

. Weil  nun  im  vorliegenden  FpUe 

' * > » * ' 


J9  1 

Hx=fi , ACt  also  sin  0=»  — , sin  a 

* *♦  * 1 

4 

und  cos  a offenbar  negativ1  ist,  so  ist  nach  §.  8. 

\ ~ ‘ N » 

fl  jLwi  4^\  8,n(ft  -f*  Ö)  1 . y 

1 • i»'(1  ä;) S"n  «’~  (cos  «».©,*) 

oder  , ...  . 


. > v 


• « 


i • l * i . 

1 1 sin(a-f-O)  „ ^ ^ 

•••  *'r’«5  — — sin"«  <«««  0-1--7 sin  ©*), 

“ ' 


also 


’ * . * * * » i i 

"•h  • »• 

« 

» * t 


<«'*>•  • *;•  *.*.  ...  i.{  * . 7* 

2 2t  sin(«-|-e)‘>  . 1Ä-  . »1  

|U*  — 1 iTnir-  (c09  0 + 77  V\ - ^ .in  ©>), 

. « i»  ’>  •*  • , , *j  " - • 1 ’ - “ 

und  folglich  nach  dem  Obigen 

•4  • 1 '«  l . , |}  , | , 

. i * AC  __  l 
• AC-At  — p*' 

also,  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt, 

t • . i 1 . • 

.i  A,i=P—  f*’)..a4C=(l  — 


• .«  i. 


>i  * *s  . t j,  . *» 

* u < » '*  i , u : j i : 

:*  •>  v • • < 


• i > 


i, 


* . « 


Daher jst  A.  eine  cunstaute  von  a unabhängige  Grösse... 

..Wut1'  “Jf  f* ,®  c#nv«*«.Se>‘e  Je«  um  C mit  dem  Halbmes- 

H'Ä  • • ^ Kreises  unter  dem  Winkel  « fallenden 

Wnn  raat  Kr*We  e,ne  Brechung  erleidenden  Strahl  ist  nach  §.3, 


• *!  h <i  1 


• ' 


' Mfj  i «'  > I 

.hi;  *:*..•  sin  0 = sfr*  sin  a \ - f • ; 

li\  * : * * * • 1 ■ * ’ ' 1 • * ‘ -1  •*  * • ” ' I •,  i . i i * ; j 

setzt,  bekanntlich  wieder  '1 


* 


• jrr  > . * ‘ *»  I n ' \ 

; - AL  t sin(«-4-e)  /(  l n . 

M- A,  ~ 1 ^TT~  (cos  & + — /»*  sin  . 


UdJ  «o  wie  Ä,  eine  negative  Grösse. 

»Veil  nun  im  vorliegenden  Falle  wieder 


’\  t ' 


4 

/ 
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• K # 

und  cos  a offenbar  negativ  ist,  so  ist  nach  §.  8. 


i . 


oder 


oder 


Daher  ist  At  wieder  eine  constante  von  a unabhängige  Grösse. 


Ai  = (i — (i — m)  (i  -i-  m)  . 

. . I . ' I-  J I 


Ueberlegt  man  nun,  dass  die  beiden  constanteu  VVerthe  von 
Aj  im  ersten  und  zweiten  der  beiden  vorher  betrachteten  Fälle 
einander  gleich  sind;  so  «ergiebt  sich  unmittelbar  der  folgende 
Satz:  ] * . «* 

W enn  A und  17  zwei  beliebige  Punkte  sind,  und  man, 
unter  der  Voraussetzung,  dass  der  absolute : Werth  (fi) 
von  fi  kleiner  als  die  Einheit  ist,  aus  dem  Punkte  C als 
Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  (fi^.AC  einen  Kreis 
beschrieben  hat;  so  geben  alle  nach  dem  Punkte  A con- 
vergirende Strahlen,  welche  auf  die  concave  Seite  des 
in  Rede  stehenden  Kreises  fallen,  nachdem  diese  Strah- 
len an  derselben  eine  Zurückwerfung  erlitten  haben, 
nötigenfalls  gehörig  verlängert,  — - und  all e n ach  dem 
Punkte  A convergirende  Strahlen,  welche  auf  die  con- 
vexe Seite  des  in  Rede  stehenden  Kreises  fallen,  ‘nach- 
dem diese  Strahlen  an  derselben  eine  Brechung  erlitten 
haben,  n öthi genfalls  gehörig  verlängert,  — durch  einen 
und  denselben  Punkt:  der'  durch  A und  C gehenden  ge« 
rüden  Linie,  welcher  immer  von  A an  nach  C liegt*), 
und  dessen  ' Entfernung  von  A durcl»  das  Product 
(1  — fi *)  .AC=(  1 — fi)  (1  *4“^) . A C bestimm  t wird. 

II.  Es  sei  (^)>1,  welchem  Falle  Taf.  I.  Fig.  2.b.  entspricht. 

Alle  nach  dem  Punkte  A convergirende  Strahlen  fallen  in  die«  • 
sem  Falle  auf  die  convexe  Seite  des  um  C beschriebenen  Kreises, 
und  für  einen  unter  dem  Winkel  a auffallenden  Strahl  ist  nach 
§.  3.,  wenn  . * v 


9 * » 

°)  Da  nämlich  in  diesem  Falle  (1—  fx*),AC  positiv  ist. . 
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. AC  . 

sin  0 =-ß-  sin  a 


gesetzt  wird,  jederzeit 


AC  - sin(ß-f-O)  , ~ . 1 »/? r — : — rrr\ 

5c^ä;  = 1 S,—  (cos  O+-VI-H'  s.n  0’). 

Wenn  nun  alle  unter  einem  Winkel  a,  der  zwischen  90°  und  180° 
oder  zwischen  180°  und  270°  liegt,  auffallende  Strahlen  eine  Bre- 
chung erleiden,  so  ist  offenbar 

* /{,  = fi . AC,  also  sin  0 = — sin  «, 

und  folglich  nach  §.  8.,  weil  cos  a negativ  ist, 

<i (cos  0+±vr=j>  8in  ©») 
oder 


1 \ = S*P^r  (cos  0 + — l/"l — (m*  sin  0*), 

ju8  sin  « • yu  n 


also 


• * 


1 ^ sin  (ß  -f-  Q) 

/i8  sin  ß 


(cos  0H l/l — fi2  sin  0*), 


und  folglich  nach  dem  Obigen 

AC 


'AC — Ai 


.2> 


also,  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt, 

4 

A,  = (1  - /**)  . ACz=  (1  - fl)  (1  -f-  fl) . ^ c. 

Daher  ist  Ai  e>ne  constante  von  a unabhängige  Grösse. 

Wenn  ferner  alle  uuter  einem  Winkel  a , der  zwischen  0 nnd 
90°  oder  zwischen  270°  und  360°  liegt,  auffallende  Strahlen  eine 
Zurückwerfung  erleiden,  so  ist  offenbar 

Rx  = — fi . AC,  also  sin  0 = — — sin  a, 

r 

und  folglich  nach  §.  8.,  weil  cos  a positiv  ist, 

t 

C1  < 1 = ""^Tß 9~  (cos  0 ^ i/l—fi*  sin  0‘) 

oder 


1 - -i  = sin(“Ve)  (cos  0 + -V1- > sio  0»), 
sin  ß ' /u  ” 


also 


-^  = 1 — iinfrf  ^l  ?).  (cos  0 4_  -L  l/l — /*8  sin  0a), 
p*  sin  ß v * /i  1 77 

Theil  V.  3 
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und  folglich  nach  dem  Obigen 

' AC 


AC — Ai 


also,  wie  sich  hieraus,  leicht  crgiebt,  * 

A.  =a  — /**) . (i  -#*)  M-iu) . jrc. 

< • • * • « 

Daher  ist  Ai  wieder  eine  constante  von  a unabhängige  Grösse. 

Da  die  constanten  Wertbe  von  Ai  in  den  beiden  vorher  be- 
trachteten Fälle  einander  gleich  sind,  so  ergiebt  sich  der  folgende 
Satz: 

Wenn  A und  C zwei  belieb i ge  Punkte  sind,  und  man, 
unter  der  Voraussetzung,  dass  der  absolute  Werth  (/u) 
von  fi  grösser  als  die  Einheit  ist,  aus  dem  Mittelpunkte 
C mit  dem  UaIbmesser  (/i),^Creinen  Kreis  beschrieben 
hat;  so  geheu  alle  nach  dem  Punkte  A convergirende 
Strahlen,  welche  auf  derselben  Seite  des  durch  A auf 
A C e rrichteten  Perpendikels,  auf  welcher  der  Mittel- 
punkt C liegt,  auf  .den  Kreis  fallen,  nachdem  diese 
Strahlen  an  demselben  eine  Brechung  erlitten  haben, 
nöthigenfals  gehörig  verlängert,  — und  alle  nach  dem 
Punkte^#  convergirende  Strahlen,  welche  nicht  auf  der- 
selben Seite  des  durch  A auf  AC  errichteten  Perpendi- 
kels, auf  welcher  der  Mittelpunkt  C liegt,  auf  den  Kreis 
falleu,  nachdem  diese  Strahlen  an  demselben  eine  Zu  rückt, 
werfung  erlitten  haben,  nöthigenfalls  gehörig  verlän- 
gert, — durch  einen  und  denselben  Punkt  der  durch  A 
und  C gebenden  geraden  Linie,  welcher  immer  von^df  an 
nicht  nach  C bin  liegt0),  und  dessen  Entfernung  von  A 
durch  das  Product  (fi2 — 1)  . AC=z{[i — 1)  (p  -+*  1)  . AC  be- 
st i m m t wird. 

111.  Dass  in  dem  Falle  (ja)=  1,  welchem  Taf.  I.  Fig.  2.c.  ent- 
spricht,alle  nach  dem  Punkte  A convergirende  Struhlen,  welche  auf 
den  Kreis  fallen  und  an  demselben  eine  Brechung  erleiden,  nach  der 
Brechung  wieder  sämmtlich  durch  den  Punkt  A gehen,  fällt  auf  der 
Stelle  in  die  Augen  und  bedarf  keiner  weitern  Erläuterung. 


• • *• 

f. »- 

„ . « * « • * • 

Indem  wir  jetzt  zuvörderst  wieder  ax  beliebig  annehmen,  wol- 

• en  wir  einen  von  dem  Punkte  (pq)  ausgehenden  Strahl  betrachten, 
welcher  der  Axe  der  x parallel  ist. 
ln  diesem  Falle  ist  offenbar 

I 

sin  a = 0,  cos  a = ztr  1 
und  folglich  nach  §.  2.,  weil 


* i 

°)  Da  nämlich  iii  diesem  Falle  (1  — p2).AC  negativ  ist. 


L_ 


< 
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cos (a  -4-  0)  = cos  a cos  0 — sin  « sin  0 =r  db  cos  0, 
sin  (a -4- 0)  = sin  a cos  0-4- cos  a sin  0 = i±rsin  0 

ist:  . . 

Ay=d=  («,-/>),  A==f 

sin  0 -fF-^ ; 

Äi 

=«,  ±/?,  cos  0, 

" \ 

— C0S  ®(co9  ^ + “^1  — Pa  sin  0*), 

=p  = sin  0 (cos  0 + ~^l  — /**  sin  0*); 

% 

• 

so  dass  also  durch  die  folgenden  Formeln,  in  denen  die  ober»  oder 
die  untern  Zeichen  zu  nehmen  sind,  jenachdem  der  von  dem  Punkte 
(pq)  ausgehende  Strahl  von  diesem  Punkte  au  nach  der  Seite  der 
positiven  oder  nach  der  Seite  der  negativen  a:  hin  gerichtet  ist, 
die  Lage  des  ausfallenden  Strahls  vollkommen  bestimmt  wird: 


. r\  — 7 

SIU  & = -t-—ky-i 

Pi  = «»  rfc/l,  cos  0,  ql=q; 

=i=  = 1 — cos  0(cos  0-4-””  l/  l — p2  sin  0*), 


sin  ß, 


» . * * * 

Nach  §.  3.  ist  also 


^zzrsin  0(cos  0-4-  — \ — fi2  sin  02). 


* t 

x — «,=f/?i  cos  0 


1 — cos  0(cos  0 -h  — l/]  — u2 

r* 

_ _ \ < y— y 


,u2  sin  02) 


» " “ j 1 , 

sin  0 (cos  0 h sin  02) 


die  Gleichung  der  durch  den  ausfallenden  Strahl  und  seine  Verlän»  , 
gerung  über  den  Punkt  (/?,y,)  hinaus  dargestellten  geraden  Linie. 

Bezeichnet  nun  Ai  die  erste  Coordinate  des  Durchschnittspunkts 
dieser  geraden  Linie  mit  der  Axe  der  jc\  so  haben  wir  zur  Be- 
stimmung von  A,  nach  dem  Vorhergehenden  die  Gleichung 

■i *•  1 11  ,#  t % * « » • 


.i 


A|  ~rrax  =f±Ä,  COS  0 


1 


1 — cos  0 (cos  0+.  — sin  02» 

U ‘ 

1 -I 

_ ‘ <1 

— 1 — 9 

sin  0 (cos  0-4_  — sin  02) 
r 


3° 
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also  nach  dem  Obigen 


$6 


A,  — =?=  Ä,  cos  O 


1 — cos  O (cos  O-f-i-l/i— sin  ©3) 

r* 


* \ 


gRt 


(Äi— y)(cos  6-*-  — l/l— ^ sin  &*) 

f* 


woraus  sich  ohne  Schwierigkeit 

1% 

q — hx  cos  0(cos  & +-VlL^  sin  ©*j 

A.  — «r.  — =F — 

(*. — q)  (c«s  Oh v^l— sin  e») 

w W * 

ergiebt.  Multiplicirt  man  aber  den  Zähler  und  Nenner  des  Bruchs 
auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  mit  < 


cos 


's  • 

© — J-l/l  — u*  sin  ©V 

<“  . 


so  erhält  man 


(i  — -4) cos  e — ^{cos  ö— — ä*  sm  e2) 
,-«,=± C T £ B, 


A 

oder 


r1 


1 i j 

)i,  c°se-v(c°se — Vi— ^»sine»)  . 
A , — o,  =± — c £ r j 1. Ht 

(I_±)(,  + ±)(Äl_y) 

r r*  1 

Weil  nach  dem  Obigen  ' 

* # 

sin  O — zp  cos  0 = l/l  — ic-^r^Y 

7 . Äj 

m 

ist,  so  nähern  sich,  wenn  q sich  der  Null  nähert,  sin  0 und  cos  0 
respective  den  Gränzen 


k und  V1  - ^ 


Bezeichnen  wir  nun  die  Gränze,  welcher  Ai  sich  nähert,  durch  F„ 
so  ist  nach  dem  Obigen,  unter  der  Voraussetzung,  dass  £,  nicht 
verschwindet, 

r,-a,=zi=At  j/l -(£-)*, 

* % 

also 
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r,=a,d=  R,  J/ 1 - 


ein  Ausdruck,  der  jedenfalls  deshalb  mit  dem  Namen  eines  merk- 
würdigen bezeichnet  zu  werden  verdient,  weil  er  von  /*  ganz  un- 
abhängig ist. 

Für  hx  =0  ist  nach  dem  Obigen 

ain  © =±^i 
Px  = «i  dbßi  cos  0,  q , ==y; 
zfr  ss  1 — cos  0(cos  0-f-^-l/l  — fi2  sin  0a), 

^ si  n ®(cos  ©+“”■1^1 — /&a  8*n  ®8) 


und 


Ai-«i==t 


ä, 


cos  0-j 1/ 1 — iia  sin  0a 


oder 


Ä,  (cos  0 - l/i  — 


Ai  — = 


/u2  sin  02) 


oder  auch 


Ai  — «i  — 


Ä,  (cos  0 l/l  — ^ua  sin  0*) 

P 

(l  -—KU--) 

ft  ft 


Berechnet  man  den  BUlfswinkel  w mittelst  der  Formel 

sin  ü)  = fju  sin  © 

• * 1 ’ i 

und  nimmt  den  absoluten  Werth  von  ü>  nie  grösser  als  90°,  so  er- 
hält  man  leicht 

, . /igl  sin  io 

^ 1 °l  T*-  — “ sin  (a>  -f-  0)’ 

♦ " 

Führt  man  für  sin  0 und  cos  0 ihre  Werthe  ein,  so  erhält  man 
Px  = ax  ±RX  qx=9\ 

T?  — 1 1; 
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uud 


oder 


A 


l 


oder  auch 


f i 

Ferner  ergiebt  sich  in  diesem  Falle,  wo  bx  =0  ist,  aus  den  obi- 
gen Formeln  sogleich 


Ä» 


i-JL'k. 


F,—a ,==b j oder 


also 


1 


Ft  — axdtz r~  oder  Fx 

1-t-  — 
f* 


jUÄl. 

1-*V 


• » * I 


§.  12. 


Für  Fx  = Ai  *8t  auc^  — a\  ==  Ai  — a\  > a^so  Dac^  dem  ' 
^vorhergehenden  Paragraphen,  wenn  wir  wieder  ^,=0  setzen, 


1 = 


und  folglich,  wie  sich  leicht  ergiebt,  wenn  man  auf  beiden  Seiten 
quadrirt:  * ‘ : . 


. 39 

% 

also,  wenn  man  wieder  auf  beiden  Seiten  qnadrirt, 

(1  -f-  fi)2  = 0,  folglich  fi  = — 1. 

Für  fi-=z — 1 werden  aber  die  obigen  Ausdrücke  von  Fx  — «r,  und 

j» 

Ai — ax  beide  =p-~,  und  man  kann  also  eigentlich  nicht  sagen, 

dass  die  Gleichung  Fx — al  = fai  — a\  oder  ^i==Ai  filr  f*= — 1 
erfüllt  sei.  Vielmehr  ist  dieselbe,  wie  leicht  erhellet,  nur  dann  er- 
füllt, wenn  fi  = 0 ist. 


§.  13. 

Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  die  beiden  Grössen 

% 

1-+-^  und  + 

* • 

immer  gleiche  Vorzeichen  haben. 

Wenn  nämlich  zuvörderst  fi  positiv  ist,  so  sind  die  Grössen 


1 + 


* und 


offenbar  beide  positiv. 

Wenn  dagegen  fi  negativ  ist,  so  hat  man  die  drei  folgenden 
Fälle  zu  unterscheiden. 

1.  Wenn  —fi<L  1 ist,  so  ist  1 •+■  fi  positiv.  Weil  nun  ferner 

% , w 

...  ,4/|  - *4'  =»'- 

und  fi7  1 ist,  so  ist  offenbar 

• . • 

grösser  als  der  absolute  Werth  von 

m 

* 

4^5. 


und  folglich 


- £-» +Vi- 


positiv. 

2.  Wenn  — /tt  > 1 ist,  so  ist  1 •+•  fi  negativ.  Weil  nun 
ferner 


t 
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und  juJ  > 1 ist,  so  ist  offenbar 
kleiner  als  der  absolute  Werth  von 


und  folglich 


negativ. 

3.  Für  — jit=?l  verschwinden  die  Grössen 

1 + /*  und  — 1 — 

beide  , und  können  daher  auch  in  diesem  Falle  als  einerlei  Vorzci* 
chen  habend  betrachtet  werden. 

Man  sieht  also,  dass  die  Grössen 

1 -+-  p und  4/l  — jL  + Yi  _ 

immer  gleiche  Vorzeichen  haben,  woraus  sich  ferner  unmittelbar 
ergiebt,  dass  auch  die  Grössen 


1 -hf* 


und 


fxRt 


d.  i.  in  §.  11.  für  bx  =0  die  Grössen  Fx  —ax  und  A,  — im- 
mer gleiche  Vorzeichen  haben.  * 

§.  14. 

Wenn  wir  der  Kürze  wegen 


F= 


setzen,  so  ist  für  =0  nach  §.  11. 

/W..=±  A A,-«.=± 
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Um  nun  zu  untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen,  wenn 
q als  gegeben  oder  constant,  dagegen  /?,  als  veränderlich  betrach- 
tet wird,  der  absolute  Werth  der  Differenz 


- (A,  A, 

ein  Minimum  oder  ein  Maximum  wird,  müssen  wir  vor  allen  Din- 
gen den  ersten  Differentialquotienten  von  V%  in  Bezug  auf  /l,  als 
veränderliche  Grösse  entwickeln.  Weil  aber 


d.U * 
dR x 


ist,  so  kommt  es  bloss  auf  die  Entwickelung  des  ersten  Differen- 
tialquotienten von  U in  Bezug  auf  /t,  als  veränderliche  Grösse  an. 
Nach  dem  Obigen  ist 

u=d=liRAr~-n 

W ^ I 

und  folglich 


^ i r d dV  ^ 


dJR , * 'i  -j-  jU 

* * 

• * , * 

Nun  ist  aber,  wie  man  leicht  findet, 


dV/i-^L 

V *>9  - 9 1 _ 

**■ 

J\/‘ 


und  folglich 


dV 

dRx 


2 V 


oder,  wenn  der  Kürze  wegen  ' 


Ä,2 


gesetzt  wird: 


dR% 

* 

Also  ist  nach  dem  Obigen 


V=  — ■ ■■  - — 

1 — x2  -+■  V^l  — 

dV  _ p**V 

Ryi—z* . Vi—p1**' 
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. j__l  EL  _ _J i .•••• 

• fi  ' dR,  1 + fi  /ul/l  — s«  -f-V<l  — . 

* • I . 

^ 

x (i<y — ^2a) . v^nr*» . v?i 

Um  nun  die  Bedingungen  aufzufinden,  unter  denen  der  absolute 
Werth  von  £/  ein  Minimum  oder  ein  Maximum  wird,  .muss  man 
bekanntlich 


M I 

* | • 


d.U2 
• dR, 


= 0, 


d.  i.  nach  dem  Obigen 


2^.=° 


*l.  U*'  f !:*u 

»:  r.  f 


I 

setzen,  eine  Gleichung,  welche  für  '*  1 

tf=0  undÄ=0  ■ : 

* i V 

erfüllt  ist.  Da  aber  die  Gleichung  :(J=  0,  wie  aus  §.  12.  erhellet, 
zu  fi=z  — 1 führt,  in  welchem  Falle  die  Grössen  F,l  und  A,  beide 
unendlich  werden,  so  bleibt  bloss  die  Gleichung 


dR,' 


d.  i.  die  Gleichung 


• % 


I -V 


i *+■  f*  ~{y l — s2  -f-  \/ 1 — 


n2»2 > i 


= 0. 


■+■  {fiVT^  . VT^ . V/i^5p 

Multiplicirt  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  mit 

(X  -X-  fi)  (ftl/l— *v  -I-  V\  — (it’*1) . l/l— »’  • Vl— ft1*’, 

• k * 

so  wird  dieselbe  >- 

,t(l  — al)l/l  — M’a*  + (1— — *»  v - 

= (1  + u)  (l/l  — s*  . l/l— /a’s1  — /»*’), 

. 

und  folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  quadrirt,  nach  einigen 
leichten  Reductionen: 

M1  -1-2(1 -tÄ2)  (1  (1  — 

= 2(H-f*»*)*l/l  — **  • l/l— /****• 

♦ 

Quadrirt  man  nun  wieder  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung,  so 
erhält  man  nach  einigen  leichten  Reductionen  die  Gleichung  , 


oder 


oder 


43 

fl2(  1 -+-  fl)2*9  =4(1 **)  (1  •hfl*2)  (1 jUa*a) 

* « 

“ . 

/ua(l  /*)’*•  — 4(1  — *a)  (1  (1  — fi2*2)  = 0, 


• ;>*(i -/*)»** 
4/u(l  — fi  + fi*)s* 
|-4(1  — fi-hf*1)*' 
— 4 


= 0, 


oder  auch,  insofern  1 — fi  nickt  verschwindet: 


' |U(1  -/.)> 

■+■  *». l _o 


Setzt  man,  um  aus  dieser  Gleichung  das  zweite  Glied  wegzu- 
schaffen, 


• X 


* “*  **!-#.>•  ’ 1 

' * . * « 

so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  t die  Gleichung 

* _T- * 

. 4(1  — 10/4 (1  — a)a  -f-27/i(l — /*)* 

-ST-  jm-U—n.»- 

* 

Es  ist  nun  noch  nöthig,  den  zweiten  Differentialquotienten  von  U2 
in  Bezug  auf  /l,  als  veränderliche  Grösse  zu  entwickeln.  Weil 
aber 


=0. 


d,U2 eyrjdU 

da,  —AlJdR: 


also 


ist,  und 


d*.U2 r7d2U 

dR  2 — CdRS 


*1  = 0 
dHx 


2C:r 


gesetzt  worden  ist,  so  braucht  man  bloss 

d2U 

• » •*  

dR2 

* . - 

zu  entwickeln;  Nach  dem  Obigen  ist 
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und  folglich 


dRx 

so  dass  es  also,  da 
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dRx ^1  -+-<u  V R'dR ” 


d?U  _ ^dV  , ö rf’F, 


W, 

1 

</ä, 


aus  dem  Obigen  bekannt  ist,  bloss  noch  auf  die  Entwickelung  vot» 

, / 

. d'V 
dRx* 

ankommt.  Weil  nun  nach  dem  Obigen 

ist,  so  ist,  wie  man  hieraus  leicht  findet, 

» 

1 K 1 ä,1'  K 1 f Äi,  • 

also 


•»*  * .* 


*Ä,2  . 

y* , juV  ^ dP  , „ „dPy 


oder 


ÜL * dy  * - 

dR 


— +1—^»**)  rf/f1  V \r)%' 


Setzt  man  der  Kürze  wegen 


M**r 

V\—  K*  — 


so  ist 


Trx  = Ä-I W oder  Ä,^  = W, 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden,  wie  man  leicht  findet, 

» 2 i?ZL if?3  _•  *8 j £!*!_ yj 

dRx*—  1 — 2S*  + 1—  F 


» 


i 


i 


i 

i 


f 


i 


i 


■x 
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Weil  nun  nach  dem  Obigen 


d*u tndr  ; ö 

a *"  P^dR.  ^^'dR^ 


dRv 


ist,  so  ist 


d'V 


•* 


3*3 


Da  aber  bekanntlich 


und 


V=±^RA^--T) 


d'V'=2U-J'U 


dRx 


dRx* 


ist,  so  wird  man  bei  der  Berechnung  des  zweiten  Differentialquo- 
tienten  von  V2  sich  am  besten  an  die  folgenden  Formeln  halten: 


V = 


1 • 

(xVi  — x*  -f- 


w=— 


und 


ft%%F 

V\  —X*.  1^1  — 

* 

d'.V* 
dRt * — 


2u>  M— V)  (1  -4-  — ~ + -E*'  _ Ey 


§.  15. 

Wenn,  indem  A eine  gegebene  Zahl  bezeichnet, 

i 

F,  — A,=lÄtl 

\ 

sein  soll,  so  haben  wir  nach  ‘dem  Obigen  die  Gleichung 

9 

f * • * 

~ = *Ä” 

wo  » seine  bekaunte  Bedeutung  bat,  also,  wie  man  leicht  findet, 
wenn  der  Kürze  wegen 

z. 

i /<=F  1(1 -*-/<) 

gesetzt  wird, 

t # • » 

> • ii  . 

pV\  — X*  4-  \/ 1 — [i'x*  = *. 
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# 

• _ * . * t 

Quadrirt  inan  nun  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung,  so  ergiebt 

sich  , 11 

' , • » . 

2j»l/ 1 — x* . l/l  — /a***  = — fl2  —1  -|-2jt|r3*2, 


und  folglich,  wenn  man  jetzt  wieder  auf  beiden  Seiten  quadrirt, 
nach  einigen  leichten  Reductionen: ! ■ 


r,„  ^»-(*»—^»--1)»  ’ . : f « * ■ 

h(Alk2 

oder  : 

_}(l-f-/U)3-^j  K-»— (1— /4)»<  ’ 

oder  auch 

* i • 

l _ — 1)  (ft — ./**!"  1)  (& — ^ — 0 , 

. W*  ..  • . \ , . . 


Hut  man  mittelst  dieser  Formel  x2  gefunden,  so  ergiebt  sich  auch 
n 2 mittelst  der  Formel  . . t - «•  » 

. J . ; • I * 


. *.  16- 

* • 1 . * 

Wir  wollen  nun  noch  die  wichtigsten  der  im  Obigen  gefunde- 
nen Formeln  in  Reihen  entwickeln,  und  werden  dabei  die  Bino- 
miulcoefficieuten  für  den  Exponenten  m wie  gewöhnlich  durch 

• ///,,  m2,  mzi  . ... 

bezeichnen. 

Dies  vorausgesetzt,  wollen  wir  nun  zuerst 

. . •.»  *• 

sin  0 = —» — sin  a 

setzen.  Dann  ist  - . . , 

* • • • 

sin  («•+*  0)  = sin  a cos  ©-fr- cos  « sin  © 

= sin  aV^  l *— sin  0*  -f-  cos  a sin  © 

4 

».  « = sin  aj  1 -fr-  a~ß  ~ cos  a — (|)x  sin  ©V 

-fr-(j)2  sin  ©4 

! ’ — (w)«  sin 

-fr-  (£)4  sin  ©V 


und  folglich 


• • 
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= 1 + IT  cos  “ — **>«  81,1  ® 


•I 

t 


*+-(£)*  sin  0* 

— (i)>  siti  O* 

-+-(i)4  sin  0» 


I - 


I 

I • 


Ferner  ist,  wenn  wir  im  Folgenden  def  Kürze  wegen 


i 


oder 


• £=cos  0 + ~l/l_iU4  si„  02 

. . * . , ■ “ ,i  ■,  » . • J 


* ’ •«  « 


« * 
J 


& = 1^*1  — sin  0 7 H |/l  — sin  0* 

» • • • ; f4 


i » 


setzen,  wie  man  leicht  findet: 


i i* 


1 


— U),  (l-f-/4)  sin  02 
H-  (jr)*  (1  -4-^*)  sin  0* 

/ ...  ~ (i)3  (l“f-^6)  sin  ©6 

"+- (3)4  (1  *+-/*7)  sin  0* 


* \ : 


« i 


sin  0* 


Also  ist  ' . • % 

fili  (I  + ^<1(1 -t- -jT—  c°»  »> 

+ (i),(i+£)."  ' ' 

1 p’  * » « 

■ 

. (iK(l-4-/»,)(H-£^  cos  «).#l 

* 

*+■  (*)a  0 -H~) 

f M 4*  • II  I - • 

r <V  V * 

(^)s  (1  H-.ffr*)  ^ COS  «) 

^ J “H  (?)i  (i)i  (1  4-^*)  . ' , » . 

■«).(«; ti+W  r*'  • } s,n0 


sin  04 


r 


< I 


«4k-  . * * • i v * . , . . 

• • ▼ * • • »'•>  • * • • - • *4  • 4 ^ • #(  • « 

- : 

Ein  allgemeines  Glied  dieser  Reihe  ist  ....  - 
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(i)»  (1  -t*  /“>-’)  (1  -+-  cos  a) 


(-1)» 


8io  02". 


* > 


+ (I),  (i  -+-  f5"-5) 

i 

U.  8.  W. 

.-4-  (D«-i  (Di  D "4“  /*) 

-MW(h-£>  ' 

Nach  einem  sehr  bekannten  Satze  von  den  Binomialcoefiicienten  ist 
aber,  wie  man  leicht  linden  wird,  für  n > 1 : 

(£)«  -4-  (Di  (y)«— 1 ■+•  (Da  (D"— 2 “4"  • •••  + (D»“l  (Di  *4"  (D»  = ®> 

i 

* * • 

und  das  obige  allgemeine  Glied  lässt  sich  also  für  wenn 

man  unter  dieser  Voraussetzung  der  Kürze  wegen 

/ 0 * « ’ * 

= ~l  (D»  + (D*— i (D  i/*2 

“4"  (i)n— 2 (Da/*4 

U.  8.  W. 

-4- (Di  (D»-]/*2*-2 
-4-  (D«/*2" 

setzt,  auch  auf  den  folgenden  Ausdruck  bringen: 

(— + cos  «I  sin  02«. 

* 4 

Setzt  man  nun  noch  der  Kürze  wegen 

Äi  = Ci)  i (1  ■+■/*)  (1  **4*77)» 

so  erhält  man  nach  dem  Obigen  für 

ß s*n0*  4-  8) 

# sin  a 

folgenden  Ausdruck: 

p sin  (a  -h  &) 
sin  a 

=a+^)n+2^co»“) 

— + cos  «I  sin  0* 

■+-  |ß»  + (i)a  (1  •+"/**)  jl  cos  «|  sin  ©4 

~J#»  + (i)«(i+M,)~S“  cos  °t sin  ®* 

+ lß4  + (i).(H-/‘,)£Äp  cos  “t  sin  ®* 
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und  folglich  nach  §.  3. 

— A 

«i— Ai 

= 1 — (1 -f- -^)(1  H- cos  «) 

-+-  t^i  -4-  (i)i  (1  -f-f*)  a~/>  ^ cos  a\  sin  ©2 

✓ zvi 

4 ^ 

— + cos  a|  sin  ©4 

“H  |$,  *+-  (*),  (1  -+- 1*6)  cos  a\  sin  0" 

\ . -*vi 

• ^ 

— 1^4 4-  (i)4  (1  -4-^7)  ^ cos  a}>  sin  0»  ' 


oder 

* i 

**!—  A 
«i—  A, 

= 1 _ ^ (1 + cos  °) 

■+■  t®i  +Ö)i  (1  + /*)  ' ^ - cos  «j  sin  «* 

I 

— *4*  (*)»0  “4-^*)  COs  a\  (~/£^)4  s*n  a* 

*+■  t^s  *4-  (?)s  (1“+-^5)  ~ cos  a\ {~J(  A)6  sin  a® 

— j^4  + (*)«(!  4-^7)  COS  aj  (-L^-^)8  sin  a8 


Weil  nun  aber 

* 

cos  a = i \/ 1 — sin  a2 

==±lqp(j)i  sin  a2  - • 

■=My)»  sin  a4 
. ' . =F(i)s  sin  a* 


ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 


«i—A 

«i— Ai 

(n-'^-)(i 


<*i  -Ai 
Äi  J 


Theil  V. 


4 
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ax—  A 


«i— A 


Rx 


ax—  A 


^1 


— A 


Äi 


Ueber  die  durch 


»>.(»- *—> 


+ (i).(i+f‘)(5^)'  [ sin 


a- 


«i— A 


Ä, 


-+-  (i)i  (7)1  (i  /*)  (~ 


au  (i+^x^r)4 


(!+/•)  t2^)' 


+ (i).  (H-^)(^)' 


R,  (M>‘ 


(1)4(1+—) 


(1)1  (*)>  0 + #*)  Hg~^)' 

I 1 


+ (i),  (0,  (l-l-l“’)*2^)4 


(i).U).  (i+f‘l)(^7i)' 


-kim» 

1 • 


±®-(iRT)’  . 


ff.,  ffä,  ff,,  ff.,  ff„ 


sin  a 


(*).(*),  a+/»,)(aS^4  / sin  “* 


sin  a%. 


» \ 


, ! 


bezeicbneten  Grössen  wollen  wir  noch  bemerken,4  dass,  wie  man 
durch  leichte  Rechnung  findet: 


\ 
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Rl  2fi  * 

® --  0 -fV 

K,  — 8 fi  9 

' & — (l-^)2(i-4-^) 

le^u 

, * _ (1  — t*2)2  (5  -4-  fy*3  -f-  5m4) 

Ä4  J28^u  ' ’ 

«>  _ (1-A«*)*(1 +/*»)( 7 + Qp*  + 7p*) 

K6  — 

ist,  und  man  wird  leicht  ähnliche  Ausdrücke  aüch  für  die  folgenden 
Coefficienten  finden  können. 

Für  fi  = 1 ist  Ä,  = 2,  und,  wie  leicht  aus  dem  angeführten 
Satze  von  den  Binomialcoefficienten  geschlossen  wird, 

ft,  =ft,=ft4==äB  ==  ....  = 0, 

also  für  /u-=r  1 nach  dem  Obigen: 


gj—  A 
«j  -^Aa 


= 1 — 2(1  db^^) 


®i  ~ A /|  gi — Ak,  . , 

nr  s,n  “ 


+ (i),(i),  (2ä^p)4 


sin  a4 


— K*).  + (i),  («,  (^)* 

•+•(*)»(*).  } *ln  «’ 

* 

~F  2-^—  f(i),  -f-  (i),  4), 


sin  n1 


oder  auch 
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V 


*% 


'H 


V 


'S. 
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sin  (« -4-  9) 
sin  cc 


gefundenen  Reihe  leicht: 
sin(«Hh  R) 

sin  a 


1 -4-  — ^ 

X, 


X, 

d=(i),^lld= 
=F(i).^H± 
±(l).^~  !!± 


«i  — A,  . 

Ä,  I 81B  a 

(*"/e;  I sin  “4 
(— sip  «• 

(6Lsr^)'isiD“* 


und  hieraus  mit  Hülfe  des  schon  mehrmals  angewandten  Satzes  von 
den  Binomialcoeificienten 


sin  (o  + 8)  . , 

— — cos  cc  ss  sin  (a  •+-  0)  cot  a 


= ±(l±2^) 


sin 


±10). + (*),(*),  + (i),  (2i^)‘l  sin  «* 

=t=  |,in«' 


Weil  nun  nach  §.  4.  bekanntlich 


oder 


P i=A"d“^i  sin  (a -4-0)  cot  «, 
=71,  sin  (a-4-0) 


^ = sin  ( a -+-  0)  cot  a, 
= sin  (a 0) 


\ 

ist,  so  ist  nach  dem  V orhergehenden 
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Px  —A 

Ä, 

±d±^) 

T(i).(l±S^)»  sin  «’ 

±l(i). +<*).(*>.  + (i).  <^p)4l  »>“ 

-t-  l(i)i  +(*>.(*M  '/{  +(t)«(J)i(  V )*  "4“(4)»(  ~~H  )*  I s*n  °* 


und 


Vjl 

Ä, 


(ldb**1^—)  sin  a 
:(.),^|.±^t  sin  «■ 

:(4),^  |l±(?J^),f  8i” 

8iD  “7 

;(i)*2lsrfl±l?ssr),!  sin  “* 


Weil  nach  §.  5. 

• , » ß j “ A • 

sin  a . = (/*)“ T-  sm  a 

a,  — a» 

I 

ist,  so  braucht  man  die  oben  für 

' «i  — A 

«i  — Ai  ' * 

gefundene  Reihe  nur  mit  (/u)  sin  a zu  mnltipliciren , um  auf  der 
Stelle  eine  nach  den  ungeraden  Potenzen  von  sin  a fortschreitende 
Reihe  für  sin  ax  zu  erhalten.  Die  Reihe  für  cos  «,  mag,  als  we- 
niger wichtig,  und  weil  ihre  Entwickelung  nicht  ohne  einige  Weit- 
läufigkeit möglich  ist,  der  Kürze  wegen  für  jetzt  hier  übergangen 
werden. 


§.  17. 

Wir  wollen  nun  noch  den  Fall  besonders  betrachten,  wenn  der 
einfallende  Strahl  der  Axe  der  a:  parallel  ist.  In  diesem  Falle  ist, 
wenn  wir  die  in  §.  11.  eingefnhrtcn  Bezeichnungen  beibehalten, 
und  immer  bx  =0  setzen: 
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sin  0 = ±t|- 
«1 


und 


«.(cos  0 — 


l^l — /<*  sin  0*) 


wo  die  obern  oder  untern  Zeichen  zu  nebmen  sind,  jenachdem  der 
einfallende  Strahl  von  seinem  Ausgangspunkte  an  nach  der  Seite 
der  positiven  a:,  oder  nach  der  Seite  der  negativen  jc  hin  gerich- 
tet ist.  

Entwickeln  wir  nun,  indem  wir  cos  0 = 1^  1 — sin  0*  setzen, 
den  Zähler  des  vorstehenden  Bruchs  nach  den  Potenzen  von  sin  0, 
so  erhalten  wir: 

a.  ä,ii — ^ — (i);  o—/») si» 


(i)s(l— **’)  sin  @* 
— (4)t(l  — #*•>  sin  ©* 
■+•  (*)«  (1  — I*7)  sin  &’ 


oder 


A.=^«.=F1^Ä1tl-i--(i)1(l -«»)(£)* 

+ (i).0-f**)(jf;>4 

l ft 

H-  <^).  0 — 


Ferner  ist  nach  §.  11. 


sin  a, 


= sin  ©(cos  © -+•  — l/'l  — jtt1  sin  ©a),  ' * 


und  folglich,  wie  man  leicht  findet: 

=F  sin  «,  = (^)  |(1  -+-  ~)  sin  0 — (£).  (1  -+-  /*)  sin  03 

(i)2  (1  -4-^*)  sin  0S 

(1),  (i  -+*^6) sin  07, 

(1)4(1  + /u7)  sin  0’ 
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oder 


siu  «,  = — (jit)  {(1  — (i), 


fi’R, 

+ (1).  (1  + /**  )(^)‘ 
— (i),  (I 

+ (1).  (1+ ,*’)(£)’ 


\ „ 


Kndlich  ist  nach  §.  11. 

± ^y-1  = 1 — cos  0(cos  0-f-y  1/ 1 — fi*  sin  0»), 

und  folglich,  wie  mau  mit  Hülfe  des  schon  mehrfach  angewandten 
Satzes  von  den  Binomialcoefficienten  leicht  findet: 

=fc  cos  ul  = — — j 1 

f* 

— (|)i  (l^l-^)2  siu  0* 

' «in  0« 

— !(*).  -*-(*)*(»«#** 

“+■  Ki?)4"l“(4)i(4')3lu'*“l~(2)a(T)?/u'4“l“(4')*(i)iAl'6“l"(4')4Ax'*  |sin0* 


oder 


q=^f 

i“ 


co§  a,  = 


-(tho+rt1  (-ky 


in).  -+- «).  a).*»’  ■+■ 

- i(i).  ■+■  u),  d).i“’  + (i).  d),M4  + d),/*'  i <£v 


oder  auch,  wie  man  durch  leichte  Rechnung  findet: 
• cos  a,  = * 

1 

JL\* 


— (f*)  < 
-f  — j 
' t*  1 


-l(i  -+-/*)’  (^;)! 

-i(i  -(**)’ (j|;)‘ 

TTf(l  Z**)1  (1  “1”  H'2)  (yg^) 

t!t(1  ^l*  (^  + V*  "I“  V’)  (^)8 
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§.  18. 


<*i—A 

«i  — A, 


in  eine  nach  den  geraden  Potenzen  von  sin  u fortschreitende  Reihe 
entwickelt.  Um  nun  aber  auch 

' ' «i-A, 

ax—  A 

\ 

in  eine  solche  Reihe  zu  entwickeln,  müsste  man  auf  folgende  Art 
verfahren.  Man  sefze  k 


— ~-=zA  //sin  a*  -f-  Csiü  a 4 -f-  Z/sin  a* 

«i  — Ax 


• f 


wo  die  Coefficienten  C,  D, aus  §.  16.  bekannt  sind,  und 


. Qi  — Ai 

«i  — A 

Weil  nun 


= 2l-h338in  a*  ■+•  (£sin  a*-+-£)sin  aa-H.... 


«i  — A Qi  — Ai 
«i  — Ax  * «»  — A 

r 

•#  t 

ist,  so  erhält  man  durch  Multiplication  der  beiden  obigen  Reihen  in 
'einander  die  Gleichung 

\—A% 

(A^d  -1“  BW)  sin  a* 

M£-+-/?23+  C%)  sin  a* 

(AX)  -4-  Bd  + Cfd  -+-  sin  aa 


aus  welcher  sich  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  21,  23,  Qt,  2), 

die  Gleichungen 

A%=z  1, 

^23  + ^21  = 0, 

Ad  + B&-+-C%  = 0, 

AX)  + B(E+  C23 -f- /?21  = 0, 

, u.  s.  w. 

ergeben , deren  Gesetz  klar  vor  Augen  liegt.  Diese  kurze  Andeu- 
tung über  den  in  Rede  stehenden  Gegenstand  mag  für  jetzt  genü- 
gen, um  diese  Abhandlung,  welche  vorzüglich  nur  die  Grundlagen 
für  andere  spätere  Untersuchungen  enthalten  soll,  nicht  zu  sehr 
auszudehnen. 
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i 


II. 

i 

Lehrsätze  und  Formeln  aus  der  analytischen 
Geometrie  und  mathematischen  Geographie, 
welche  in  der  practischen  Geometrie 

zur  Anwendung  kommen. 

« * 

• \ 

Von 

, * * 

» % 

Herrn  Professor  Dr.  Gerling 

zu  Marburg. 


. Zum  Behuf  meiner  Triangulirungs- Arbeiten  habe  ich  schon  vor 
mehr  als  zwanzig  Jahren  die  nöthigen  Lehrsätze  und  Formeln  mir 
in  möglichst  elementarer  und  anschaulicher  Weise  selbstständig  ent- 
wickelt. * Dieses  hat  mir  gute  Dienste  geleistet,  und  habe  ich  auch 
dabei  gelegentlich  Eins  und  das  Andere  aufgefunden,  was,  meines 
Wissens,  wenigstens  nicht  so  allgemein  bekannt  ist,  als  für  die 
Anwendung  vielleicht  zu  wünschen  wäre.  Ich  stelle  also  meine 
Ableitungen  hier  zum  Gebrauch  der  Practiker  zusammen  und 
gebe  ihnen  dadurch  zugleich  vollständige  Auskunft  über  das  Ver? 
fahren,  welches  in  dieser  Beziehung  von  mir  beobachtet  wurde,  in 
meinem  Buche  über  die  Triangulirung  aber  (Beiträge  zur  Geo- 
graphie von  Kurhessen . 1838.)  namentlich  §.  51.  54.  96.  nur  kurz 
angedeutet  werden  konnte. 

, - r m 


v 


Den  elliptiselien'Erd-Meridian  betreffend. 

• * ' * . 


§.  i.  ; .' 

* 

* * 

•Bezeichnen  wir  die  halbe  grosse  Axe  der  Ellipse  mit  0,  die 
halbe  kleine  Axe  mit  £,  so  haben  wir  bekanntlich  die  Gleichung 
der  Ellipse  für  rechtwinkliche  aus  dem  Mittelpunkt  den  Axen  paral- 
lel gezählte  Coordinaten 


Diese  Form  der  Gleichung  ist  aber  für  die  Rechnungen,  die  sich 
auf  den  Erdmeridian  beziehen,  nicht  die  bequemste.  Wir  haben 
hiebei  nämlich  immer  zuerst  nach  der  Pol  höhe  ( unverbesserten 
geographischen  Breite)  des  Orts  zu  frugen,  für  welchen  cs  etwas 
zu  rechnen  giebt.  Diese  Polhöhe  ist  bekanntlich  der  Winkel,  den 
die  Verticale  des  Orts  mit  der  Ebene  des  Aequutors  macht,  der 


L 


1 

1 

1 
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sonst  auch  wohl  Subnormalen- Winkel  genannt  wird.  — Sodann  aber 
brauchen  wir  uns  während  unserer  meisten  Rechnungen  um  das 
wirkliche  Längenmaass  von  a (dem  Halbmesser  des  Aequators) 
und  b (dem  Halbmesser  des  Pols  oder  der  halben  Rotations- Axe ) 

Sar  nicht  zu  bekümmern,  wenn  wir  nur  von  Anfang  die  Gestalt 
er  Ellipse  kennen,  und  zuletzt  die  richtige  Maass  • Einheit  ein- 
führen. 

Wir  werden  also  uns  die  Rechnungen  erleichtern,  wenn  wir 
gleich  von  Anfang  in  der  Gleichung  der  Ellipse  sowohl  a zum  Maass 
aller  Längen  nebmen , als  auch  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
selbst,  und  alles,  was  damit  Zusammenhänge  als  Functionen  des 
Subnormalen- Winkels  oder  der  Polböhe  des  Orts  ausdrücken,  die 
wir  mit  AI  bezeichnen  wollen« 


Die  Gestalt  des  elliptischen  Erdmeridians  ist  nun  durch  die 
Abplattung  c gegeben,  wofür  wir  die  Formel  haben 


(2)  * = 


a — h 


a 


Wir  gebrauchen  aber  in  den  practiscben  Rechnungen  gewöhnlich 
die  in  abstracter  Zahl  ausgedrückte  Excentricität  e der  Ellipse, 
die  wir  durch  die  Formel 


(3)  = 


a 2 — b 2 


a4 


berechnen. 

Die  Vergleichung  von  (2)  und"(3)  giebt 


also 


b* 

= 1 — = (1— c)1, 


(4)  e 2 = (2  — c)c. 


Dieser  Formel  bedienen  wir  uns  schon  mit  Nutzen  zu  Uebers  hlä- 
gen.  Denn  da  wir  wissen,  dass  c nach  dem  Zeugniss  aller  Grad- 
messungen nur  sehr  wenig  von  abweicht;  so  haben  wir 

. * 

1 


*4< 

*6< 


150 

1 

22500 

1 

3375000 


u.  s.  w. 


Wenn  uns  also  Reihenentwickelungen  Vorkommen,  die  nach  Poten- 
zen von  e 2 fortschreiten,  so  können  wir  nach  dem  jedesmaligen 
Zwecke  hiedurch  leicht  beurtheilen,  wie  viel  Glieder  davon  wir 
mitzunckmen  haben. 
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Beschliessen  wir  nun  für  das  Folgende  a zur  Maass  - Einheit 
aller  Längen  zu  wählen,  so  haben  wir  zu  setzen, 

(6)  a = 1 

(7)  £ = (1  — e’)* 

und  somit  wird  unsere  Formel  (1)  in 

(8)  y*  = (l -«*)(»-**) 

sich  verwandeln.  . 


§.  3. 

Um  nun  weiter  die  Coordinaten  als  Functionen  der  Polhöhe 
(des  Subnormalen-Winkels)  iV  auszudrücken,  erinnern  wir  uns,1  dass 
ganz  allgemein  vermöge  des  sogenannten  characteristischen  Diffe- 
rential-Dreiecks ist: 


fang  ATJ  = (0)* 


also  entweder 


düC 

fang  N ==z  oder  tang  JX  = — 


dy 


ln  unserm  besondern  Fall  werden  wir  für  tätig  N den  letzten  die- 
ser Ausdrücke  zu  wählen  haben,  weil  die  Polhöhen  und  mit  ihnen 
die  elliptischen  Meridian -Bögen  immer  im  ersten  Quadranten  blei- 
ben und  vom  Aequator  gegen  den  Pol  hin  wachsen,,  somit  also  die 
da:  und  dy  nothwendig  verschiedene  Zeichen  haben. 

Differentiiren  wir  nun  die  Gleichung  (8),  so  kommt  uns  zu- 
nächst 


tydy  = — 2(1  — e1)xdxi 


d.  h. 


di v 
dy 


dx y_ 


(1  — e*)x' 


Erheben  wir  ins  Quadrat  und  setzen  für  y * seinen  Werth  aus  (8), 
so  wird 

(9)  lang  JV'  = 

, * 

Gehen  wir  von  der  Tangente  auf  die  Secantc  und  von  dieser  auf 
den  Cosinus  über,  so  kommt  uns 

(10)  cot 

* * \ 

und  endlich  durch  Multiplication  von  (9)  und  (10) 

i • 

(11)  »in  A*  — 


I 


I 


t 


s 


61 


Drücken  wir  nun  xi 2  durch  die  Formel  (II)  aus,  so  kommt  uus 


also  endlich 


n<»  cot  fli*  • 

'**)  x — l—e*tinN*’ 


/i«n  008  N 

(13)  X — /t  «*, 


(1  — e2  sin  A2)i  ' 


Setzen  wir  den  Werth  von  x2  aus  (12)  in  die  Formel  (8),  so  er- 
halten wir 

ttLX  _ (1  — «*)(1 — e2  sin  A2  — cos  IV2) 

' ' y 1 — e2  sin  JV2  7 

also  zusammengenommen  und  ausgezogen 

f 

(1  — e2)sinN' 

V — (1_  e*  ginjy2)v 


Der  für  x und  y gemeinschaftliche  Factor  ^ *st> 

wie  weiter  unten  erhellen  wird,  von  grosser  practiscber  Wichtig- 
keit. Er  bietet  aber  auch  ein  geometrisches  Interesse  dar.  Deun 
ist  Fis*  1.  ^ der  Punkt  des.Meridians,  für  welchen  die  Rechnung 
zu  führen  ist,  und  LO  in  seiner  Verticale,  so  ist  nach  unsern  bis- 
herigen Festsetzungen  CP-x^x^  also  aus  (13) 


(l  — e2  sin  N2)\  — 

d.  h.  gleich  dem  Theil  der  Verticale,  welcher  zwischen  dein  in  Rech- 
nung zu  nehmenden  Ort  und  der  Rotations  - Axe  des  elliptischen 
Sphäroids  liegt.  Ich  habe  für  diese  Linie  den  Namen  Co  nor- 
male vorgeschlagen  und  werde  auch  hier  den  Buchstaben  X*  zu 
ihrer  kurzen  Bezeichnung  gebrauchen. 


i 

Mit  Hülfe  der  Conormale  k lassen  sich  nun  die  sämmtlichen 
Linien,  die  in  dem  elliptischen  Meridiane  zur  Berechnung  kommen 
können,  leicht  und  in  bequemen  AusdrUckeu  als  Functionen  der 
Polhöhe  darstellen.  Wir  haben  nämlich  Fig.  4* 


n.f 


n.£ 


n.3 

n.4 


■1.5 

n.e 


n.9 


k (=  LO)  — r -i-: r— 

x(=  CP)  = k cos  A 

y (=  PjP)  = (1  — e2)k  sin  A 

• * 

NORMALE  ( = LA)  = (1  — e2)k 
SUBNORMALE  (==  AP)  = (1  — €2)k  COS  A 
SUBTANGENTE  (= /*  T)  = ( 1 — C2)k  St  fl  A . tätig  A 
TANGENTE  (=  L T)  = (1  — €2)k  taug  A 


i 
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n . § CAzzze2k  cos  A < • / 
n.  9 COz=ze*k  sin  A 
.».IO  OAzzze'k. 

Eben  so  leicht  ergeben  sich  nun  zwei  andere  Grössen,  welche 
man  mitunter  gebraucht,  die  Entfernung  CJL{z=z  R)  des  Orts  vom 
Mittelpunkt  der  Erde  (der  sogeuannte  lo cale  Erd -Radius)  und  der 
Winkel  CLA{-=.v),  den  diese  Linie  mit  der  Verticalc  macht  (die 
• sogenannte  Verbesserung  der  Polhöhe),  welcher  VVinkel  auf  un- 
serer Erde  bekanntlich  höchstens  12'  beträgt  und  von  der  Polhöh« 
abzuziehen  ist,  um  die  sogenannte- verb esserte  Breite  ACL 
— A — v zu  haben. 

Denken  wir  uns  nämlich  von  C auf  die  Conormale  «in  Per- 
pendikel gefällt,  so  ist 

(16)  R sin  vzzCA  sin  Azz^e'/c  sin  2A 

9 * 

(17)  R cos  v — LO — CO  sin  Azzz-^. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  leicht  durch  Division’ 

« 9 

* 

n.li  tang  vz=z^-e2k2  sin  %A 

n.i*  R = j — - — . 

k cos  v 

Diese  letzte  Formel  zeigt  auch  eine  elegante  geometrische 
Eigenschaft  der  Ellipse  an,  womit  wir  uns  hier  aber  nicht  aufhal- 
ten. Ich  habe  sie  mitgetheilt  in  meinem  Programm  de  parallaaci  - 
elationis  1830,  wo  auch  die  obigen  Formeln,  meines  Wissens, 
zuerst  bekannt  gemacht  wurden. 


/ §.5. 

t 

Die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  zeigen,  dass  es  bei  allen 
Rechnungen,  die  sich  auf  das  Erd-Spbäroid  beziehen,  am  vortheil- 
haftesten  sein  wird,  aus  dem  zum  Grunde  zu  legenden  c,  erst  nach 
(4)  das  e 2 scharf  zu  berechnen,  und  sodann  nach  n.l  für  die  Ge- 
gend, worin  man  zu  tkan  lmt,  eine  Hülfstafel  zu  construiren, 
aus  welcher  man  für  das  Argument  A das  jedesmalige  k abliest. 
Hieraus  folgt  dann  alles  Weitere  nach  obigen  Formeln  leicht,  und 
kann  erforderlichen  Falls  auch  in  Tafeln  gebracht  werden. 

Ich  habe  zweimal  eine  solche  Hülfstafel  berechnet.  Zuerst  1822 
Für  die  Wal6ecksc\\e  Abplattung  ( Beiträge  u.  s.  w.  S.  84  und  198) 
und  sodann  1830  Für  die  (erste)  Schmidt sehe  Abplattung  F parat - 
laoeis  elat . , vergl.  Schumacher  Astronomische  Aachrichten  X. 
S.  7.).  Hier  will  ich  also  für  Practiker,  die  vielleicht  sich  ähnliche 
Tafeln  entwerfen  wollten,  etwa  nach  der  neuesten  Ressel sehen  Ab- 
plattung c = 299 ( Schumacher  a.  a.  0.  XIX.  S.  116.),  noch 

die  Weise  angeben,  wie  ich  dabei  verfuhr. 

Man  gebraucht  in  der  Praxis  gemeiniglich  nicht  k selbst,  son- 
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dem  seinen  Logarithmus,  und  ist  also  auch  die  Tafel  gleich  für 
log  Je  zu  construireu.  , 

Erhebe  ich  also  die  Formel  n.fl  erst  ins  Quadrat,  so  kommt 

» 

**  = (1  — e*  sin  Aa)-i. 

/ 

Oiffcreutfire  ich  dieses  nach  sin  A,  so  kommt 

kdk  = (1  — e2  sin  Aa)~ sin  Ad sin  A. 

Dividire  ich  dann  das  untere  durch  das  obere,  so  erhalte  ich 
/ik 

^ = d log  nat.  £ = (1  — e2  sin  A?*)_1ea  sin  Ad  sin  A. 

Entwickele  ich  rechts  die  Parenthese  und  multiplicire  mit  e 1 sin  A, 
so  ergiebt  sich 

d log  nat.  k = ( e 3 sin  A-f-  e 4 sin  A*  e sin  A6  -f- . . . .)  d sin  A, 

also  durch  Integration  und  Multiplicution  mit  dem  Modulus  des 
brig'g'ischen  Systems  (=  M) 

(18)  log  k = 3f{£e*  sin  A7  ±e4  sin  A*  sin  A®  -f- . . . . 

Dass  keine  Integrations* Constante  heizufügen  ist,  erhellt  daraus, 
dass  für  A=0  nach  n.f,  k — 1 werden  muss,  also  auch  log  k 
= 0. 

Man  kann  also  zur  Eutwerfung  der  Hülfstafel  für  log  k einen 
grossen  Theil  der  Rechnuug  mit  5stelligen  Logarithmen  ausführen, 
und  hat  dann , um  die  Logarithmen  aller  im  vorigen  Paragraphen 
erwähnten  Grössen  für  den  Halbmesser  des  Aequators  als  Einheit  durch 
leichte  Formeln  zu  erhalten,'  ausser  dem  log  e7 , den  man  schon 
für  die  Hülfstafel  gebrauchte,  nur  noch  den  log(  1 — e2)  ein  für 
allemal  zu  berechnen  und  sich  aufzusebreihen.  Zuletzt  ist  dann, 
wenn  man  absolutes  Längenmaass  verlangt,  noch  loga  hinzuzufügen. 

Bessel  (a.  n.  0.)  giebt  nach  seiner  so  höchst  verdienstlichen 
definitiven  Berechnung  von  zehn  Gradmessungen 

loge  = 8,9122052  . 

log  (1  — e’ )» = 9,9985458 .202  0 

a ==  3272077,14  Toisen 
log  a = 0,5148235 . 337 


Den  Krümmungshalbmesser  des  Meridians 

betreffend.  . 

' §.  6.  * 

Bei  Untersuchungen  über  Quantität  und  Qualität  der  Krüm- 
mung einer  ebenen  Curvc  pflegt  man  gemeiniglich  denselben  Weg 
einzuschlagen , den  man  auch  bei  den  meisten  andern  Untersuchung 
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geu  geht;  so  dass  man  also  dx  als  constant  annimmt,  .(d.  h. 
die  x als  unabhängige  der  Zeit  proportional  wachsende  Grössen  be- 
trachtet), alle  übrigen  Differentiale  zunächst  mit  dx  vergleicht, 
und  dadurch  die  bekannten  Formeln  mit  Hülfe  des  zweiten  Diffe- 

d*y 

rential- Verhältnisses  entwickelt. 

Mich  hat  aber  immer  bedünken  wollen,  dass  man  auf  einem 
andern  Wege  in  manchen  practischen  Fällen  bequemer  und  jeden- 
falls übersichtlicher  zum  Ziel  kommt.  Folgendes  ist  dieser  Weg. 

1.  Ich  denke  mir  nämlich  von  Anfang  den  Bogen  s der  ebe- 
nen Curve . als  unabhängige  Veränderliche,  das  heisst  also  mit 
andern  Worten,  ich  denke  mir  die  Curve  als  entstanden  aus  einem 
eingeschriebenen  Polygonzuge,  der  ursprünglich  über  den  Polygon- 
seiten lauter  gleiche  Bögen  hatte,  und  nun  durch  fortgesetzte 
Halbirung  dieser  Bögen  in  die  Curve  überging,  worin  also  inneres 
und  äusseres  Polygon  zusammenfallen.  Oder  noch  anders  ausge- 
drückt, ich  denke  die  Curve  nicht  bloss  als  Polygonzug,  sondern 
als  gleichseitigen  Polygonzug  von  unendlich  vielen  unendlicli  . 
kleinen  Seiten,  deren  jede  den  constanten  Werth  ds  hat. 

2;  Zwei  benachbarte  ds  können  nun  nicht  in  gerader  Linie 
liegen,  weil  sonst  ein  Theil  der  Curve  aus  einer  geraden  Linie 
entsprungen  sein  müsste.  Der  Winkel  aber,  den  sie  mit  einander 
bilden,  muss  nur  um  eine  unendlich  kleine  Differenz  von  zwei 
rechten  Winkeln  verschieden  , sein , weil  sonst  d s nicht  unendlich 
klein  wäre.  (Oder,  will  ich  noch  hinzusetzen,  weil  sonst  die  Ste- 
tigkeit unterbrochen  wäre,  welcher  Fall  aber  für  gegenwärtigen 
Zweck  ausser  Betrachtung  bleibt.) 

3.  Denke  ick  mir  nun  am  Anfang  und  am  Ende  eines  beliebi- 
gen Elements  jenen  Winkel  mit  seinem  benachbarten  Element  durch 
eine  gerade  Linie  halbirt,  so  erhalte  ich  zwei  benachbarte  Nor- 
malen. Diese  Normalen  kann  ich  mir,  wenn  es  erforderlich  ist, 

. auch  senkrecht  auf  andern  Curvenelementen  errichtet  denken, 
indem  ich  die  Mitte  eines  in  Betrachtung  gezogenen  Elements  ds 
mit  der  Mitte  des  vorhergehenden  und  folgenden  durch  neue  gleich 
grosse  Elemente  verbunden  denke,  die  also  auch  wieder  mit  der 
Curve  zusammenfallen. 

4.  Je  zwei  auf  solche  Weise  einander  benachbarte  Normalen 
werden  sich  nun,  allgemein  zu  reden  (denn  Ausnahmsfälle  erfordern 
eine  besondere  Betrachtung),  in  einem  Punkt  schneiden,  und  hier 
einen  Winkel  einschliessen,  welcher  auch  unendlich  klein  ist,  weil 
ein  Elementardreieck  entsteht,  in  welchem  die  beiden  dem  ds  an- 
liegenden Winkel  nur  um  einen  unendlich  kleinen  Unterschied  von 
rechten  Winkeln  abweichen.  Denke  ich  mir  aber  irgendwo  in  der 
Ebene  der  Figur  eine  beliebige  Abscissenlinie  gezogen,  bezeichne 
den  Winkel,  den  die  durch  den  Anfaug  von  ds  gezogene  Nor- 
male mit  derselben  macht,  mit  iV,  und  zwar  in  dem  Sinn,  dass  für 
das  wachsende  s auch  JV  wachsen  muss,  so  ist  der  ohige  von  zwei 
einander  unendlich  nahen  Normalen  eingeschlossene  unendlich  kleine 
Winkel  mit  dA  zu  bezeichnen.  Diesen  Winkel  dN  kann  man  da- 
bei am  bequemsten  durch  einen  sehr  kleinen  Bruch  des,  als  Ein- 
heit zu  nehmenden,  Halbmessers  ausgedrückt  denken.  Sollte  er  in 
Secunden  dargestellt  werden,  so  käme  dann  nur  noch  der  bekannte 
Factor  p(=  206264,81)  hinzu. 

5.  Ist  nun  die  zu  betrachtende  Curve  ein  Kreis,  so  ist  sie 
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nach  bekannten  Elementar* Sätzen  aus  einem  regelmässigen, 
also  nicht  bloss  gleichseitigen,  sondern  auch  gleichwinkligen  Po- 
lygon entstanden.  Demnach  werden  alle  Elementar- Dreiecke  auch 
gleichschenklich  und  einander  congruent,  und  alle  Normajen  schnei- 
den sich  also  in  einem  und  demselben  Punkt,  dem  Mittelpunkt 
des  Kreises.  • 

6.  Ist  aber  die  Curve  kein  Kreis,  so  muss  sie  aus  einem 
gleichseitigen,  nicht  gleichwinklichen  Polygonzuge  entstanden 
gedacht  werden.  Allgemein  zu  reden  werden  also  je  drei  auf  ein- 
ander folgende  d*  zwei  Winkel  mit  einander  bilden,  die  von  ein- 
ander verschieden  sind,  und  zwar  verschieden  um  die  Differenz 
zweier  unendlich  kleiner  Winkel,  d.  h.  um  einen  Winkel,  welcher 
im  zweiten  Grad  unendlich  klein  ist. 

7.  Denkt  man  sich  nun  auf  dem  mittelsten  von  drei  auf  ein- 
ander folgenden  Elementen  in  seiner  Mitte  ein  beliebig  verlängertes 
Perpendikel  errichtet,  so  muss  dieses,  nach  dem  obigen  3.,  auch 
als  Normale  der  Curve  gedacht  werden.  Es  steht,  wie  oben,  senk- 
recht auf  der  Berührungs-Linie,,  die  als  Verlängerung  eines  Curven- 
Elements  zu  denken  ist.  Es  ist  also  auch  der  geometrische  Ort  für 
die  Mittelpunkte  aller  Kreise,  welche  an  dieser  Stelle  die  Curve 
berühren  und  also  die  Berührungs-Linie  und  auch  dies  eine  Element 
mit  ihr  gemein  haben. 

8.  In  Kreisen  nun,  welche  eine  Curve  von  aussen  berühren, 
liegen  alle  übrigen  Kreis- Elemente  auf  der  andern  Seite  der  Bc- 
rühruugs- Linie  als  wo  die  entsprechenden  Curven-Elemente  liegen. 

Bei  inneren  Berührungs -Kreisen  aber  tritt,  rücksichtlich 
der  drei  auf  einander  folgenden  Elemente,  eine  fiiuffache  Ver- 
schiedenheit ein. 

* a)  Es  können,  wie  Fi«.  £.  roh  angedeutet  ist,  die  beiden 
benachbarten  Kreis- Elemente  innerhalb  der  entsprechenden  Cur- 
ven. Elemente  fallen. 

b)  Es  können,  wie  Fis*  3*,  die  beiden  benachbarten  Kreis- 
Elemente  ausserhalb  der  Curve  fallen. 

c)  Es  kann,  wie  Fi«.  4.,  das  benachbarte  Curven  - Element, 
welches  den  kleineren  Winkel  mit  dem  mittelsten  Element  macht, 
mit  seinem  Kreis  - Element  zusammenfallen,  dann  wird  im  dritten 
Element  die  Curve  zwischen  den  Kreis  und  die  Berührungs  - Linie 
fallen. 

d)  Es  kann,  wie  Fi«.  5.,  dasjenige  benachbarte  Curven -Ele- 
ment, welches  den  grösseren  Winkel  macht,  mit  dem  Kreis- Ele- 
ment zusammenfallen , dann  wird  im  dritten  Element  der  Kreis 
zwischen  Curve  und  Berührungslinie  fallen. 

Zur  Vergleichung  dieser  vier  ersten  Fälle  denken  wir  uns  den 
Halbmesser  des  betreffenden  Kreises  stetig  wachsend.  Dann  gellt 
zuerst  der  Fall  a)  in  den  Fall  c ) über.  In  beiden  Fällen  ist  das 

des  Kreises  grösser  als  das  dN  der  Curve,  und  zwar  beträgt 
der  Unterschied  dieser  beiden  dN  ein  unendlich  Kleines  des  zwei-  . 
ten  Grades.  — Von  der  andern  Seite  muss  bei  abnehmendem  Halb- 
messer der  Fall  U)  zuerst  in  den  Fall  d)  übergeben,  und  ist  in  bei- 
den Fällen  das  dN  des  Kreises  um  ein  unendlich  Kleines  des  zwei- 
en Grades  kleiner  als  das  dN  der  Curve. 

e)  Zwischen  den  Fällen  c ) und  d)  sind  nun  die  Fälle  enthal- 
ten, bei  welchen  ein  benachbartes  Element  innerhalb  fällt,  das  an- 
dere ausserhalb.  Uuter  diesen  muss  also  auch  einer  begriffen  sein, 

Theil  V.  5 

' * * / 
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bei  welchem  jener  Unterschied  der  beiden  dX,  gänzlich  verschwin- 
det Dies  lässt  sich  nämlich  nur  auf  die  einzige  Weise  errei- 
chen, dass  man  die  beiden  benachbarten  Kreis  - Elemente  unter 
gleichen  Winkeln  (unendlich  kleinen  des  zweiten  Grades)  ge- 
gen die  Curven  - Elemente  zu  beiden  Seiten  geneigt  denkt,  wie 
Fig>  6.  angedeutet  ist  Weil  nämlich  der  geometrische  Ort  des 
Kreismittelpunkts  nach  7)  gegeben  ist,  so  kommt  es  nur  noch  darauf 
an,  durch  die  beiden  Endpunkte  des  Elements  und  den  Durchschnitts- 
punkt  der  beiden  ■ benachbarten  Normalen  der  Curve  einen  Kreis 
gelegt  zu  denken,  der  den  verlangten  Mittelpunkt  auf  dem  Perpen- 
dikel abschneidet. 

9.  Denjenigen  berührenden  Kreis  nun,  dessen  dem  gemein- 
schaftlichen ds  entsprechendes  dX  mit  dem  dX  der  Curve  völlig 
übereinstimmt  (welcher  also  die  Curve  unter  gleichen,  im  zweiten 
Grad  unendlich  kleinen  Winkeln  schneidet)  nennen  wir  den  Krüm- 
mungskreis und  seinen  Halbmesser  (=r)  den  Krümmungs- 
halbmesser der  Curve  an  dem  entsprechenden  Punkt,  wo  wir  uns 
im  Vorigen  das  mittelste  Element  oder  vielmehr  dessen  Mitte  dach- 
ten. Damit  haben  wir  also  die  Gleichung  gewonnen 


n.  13. 


Für  die  practische  Anwendung  dieser  Gleichung  ist  es  nun  na- 
türlich nicht  mehr  nöthig  gerade,  wie  bisher  zum  Behuf  der  Ablei- 
tung geschah,  * als  unabhängige  Veränderliche  zu  denken.  Es 
genügt,  wenn  wir  nur  auf  irgend  eine  Weise  uns  Kenntniss  von 

ds 

dem  Quotienten  -jy  verschaffen. 


*.  7. 


Bei  der  Anwendung  des  Vorigen  auf  den  elliptischen  Erd- 
meridian ergiebt  sich  für  den  Krümmungshalbmesser  zuerst 

vermittelst  des  sogenannten  characteristischen  Dreiecks  die  Glei- 
chung . 

, dx 

\ ds  = 


also 


ds 

äx: 


sin  N' 
dx 

sin  JSdK 


Der  letzte  Theil  des  letzten  Ausdrucks  findet  sich  hier  aus  der  Dif- 
ferentiation von  (12). 

Aus  " ’ 

cos  X*  = (1  — e 3 sin  X*)&* 

* 

kommt  nämlich 

- — cos  X.  =(1 — e2sinX2)a: — e2x2  cos 
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Zusammengezogen  und  umgekehrt: 

- , dx  cot  iV(i  — e*x2) 

~~  sin~NdIV  x(l  — e 3 sin  iV8) 

/ 

oder  durch  Einführung  von  (10) 


das  ist  noch  (13) 


- ar(l  — e2) 

cot  N(l  — e2  sin  iV8)1 

1—  e* 


(1  -e3  sin  N*)i 

und  also  endlich  nach  n.  1« 

n.  14  r = (1  — e2)k*. 

> 

Ist  demnach  die  oben  'erwähnte  Hülfstafel  für  k , oder  vielmehr 
für  log  k,  einmal  berechnet,  so  hat  man  auch  zur  Auffindung  von 
r für  jede  beliebige  Polhöhe  nur  noch  geringe  Bemühung. 

Aus  n.  14  ergiebt  sich  nun  auch  mit  Leichtigkeit,  dass  die 
extremen  Werthe  von  r mit  den  extremen  Werthcn  von  k zusam- 
menfallen. Aus  n.  1 wird  dann 

das  grösste  r (für  JVz=:  90°)  = (1  — e2)~i 
das  kleinste  r (für  jV=:0)  = 1 — e2s 

d.  h.  wenn  man  a und  b selbst  wieder  einführt,  - 

a2 

der  Krümmungshalbmesser  am  Pol  = *^- 


h 2 


»> 


>> 


, „ Aequator=— , 


wie  auch  sonst  allgemein  bekannt. 


* ^ 

D ie  ebenen  Schnitte  des  Erd  - Sphäroids 

betreffend. 

§.8. 

Wenn  eine  ganz  beliebige  Ebene  durch  das  elliptische 
Rotations-Sphäroid  gelegt  wird,  so  muss  es  immer  einen  Meridiau 
gehen,  dessen  Ebene  von  ihr  unter  einem  rechten  Winkel  getroffen 
wird. 

Damit  nun  die  schneidende  Ebene  als  gegeben  betrachtet  wer- 
den dürfe,  muss  man  Fig.  9.  in  jenem  senkrechten  Meridian 
den  Punkt  S kennen,  in  welchem  sie  ihn  trifft,  und  überdies 
den  Winkel  to,  unter  welchem  sie  gegen  den  Aequator  geneigt  ist. 
Derselbe  wird  dann  in  der  Ebene  des  senkrechten  Meridians  selbst 
gemessen. 

5° 


/ 
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Der  Winkel  w kann  nun  alle  Wertbe  von  0 bis  180°  anneh- 
mcu,  und  nur  in  dem  Fall,  dass  w die  Polhöhe  des  Punkts  S um 
90°  übertrifft,  wird  die  schneidende  Ebene  in  eine  berührende,  also 
der  Schnitt  in  einen  Punkt  sieb  verwandeln.  Bei  der  Entwicke- 
lung der  nütbigen  Formeln  kann  man  also  von  einem  w ausgehen, 
welches  in  den  ersten  Quadranten  fällt  und  in  demselben  Sinn  ge- 
zählt wird,  wie  die  JV  der  früheren  Paragraphen. 

1.  Die  Durckschnittsliuie  des  Schnitts  mit  dem  zum  Grunde 
gelegten  auf  ihm  senkrechten  Meridian  trifft  nun  seine  beiden  Axen, 
allgemein  zu  reden,  in  den  Punkten  Q und  O.  (Die  beiden  beson- 
dere Fälle,  wo  einer  dieser  Punkte  ins  Unendliche  fällt,  werden 
wir  demnächst  abgesondert  betrachten.)  Man  hat  also  zuvörderst 
die  beiden  constanten  ÜUlfsgrössen 

SQ-=zp  und  SO=q 

zur  Benutzung,  die  man  aus  den  Coordinaten  des  Punkts  S in  sei- 
nem Meridian  und  dem  gegebenen  Winkel  w nach  Bedürfniss  leicht 
berechnet.. 

2.  Wählt  man  nun  einen  beliebigen  Punkt  L in  der  Curve, 
die  der  ebene  Schnitt  auf  dem  Sphäroid  bestimmt,  und  fällt  von 
ihm  die  beiden  Perpendikel,  LM  auf  den  senkrechten  Meridian, 
und  LP  auf  den  Aequator;  so  trifft  auch  LM  auf  SQ  in  M unter 
rechten  Winkeln  ein,  man  kann  also  die  Linie 


LM=zv 


als  die  eine  Coordinate  der  zu  untersuchenden  ebenen  Schnitt- 
Curve  betrachten.  Zur  andern  Coordinate  wähle  man  dann  den 
Abstand  des  Punkts  M von  S , und  setze 

SM—  u, 

« 

so  dass  jetzt  eine  Gleichung  zwischen  u und  v zu  suchen  ist. 

3.  Für  den  Punkt  L findet  sich  nun  auch  ein  Meridian  be- 
stimmt und  in  ihm  seine  Coordinaten 

CPz=z  a:  und  LPz=zy. 

Legt  man  aber  durch  LP  und  LM  eine  Ebene,  so  entstehen  recht- 
winklige Dreiecke,  aus  welchen  sich  sogleich  ergiebt  ' 

(19)  y=z(p — u ) sin  w 

(20)  a:2  s=s  {q  — r/)a  cos  w2-\-v2. 

Durch  Substitution  dieser  Gleichungen  in  die  Ellipsen -Gleichung 
(8)  muss  sich  also  die  gesuchte  Gleichung  des  Schnitts  ergeben. 

4.  Statt  der  verlangten  * Substitution  kann  man  aber  kürzer 
zum  Ziel  kommen,  wenn  man  die  Gleichungen  (19)  und  (20)  diffe- 
rentiirt,  dann  in  die  Differential -Gleichung  der  Ellipse  substituirt, 
und  endlich  integrirt. 

So  erhält  man  zuerst  aus  (19) 

(21)  dy=:  — sin  w . du 

(22)  xdx  = — (q  — n)  cos  w2  du  -+-  vdv. 
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Die  Differentialgleichung  der  Ellipse  aber  kann  nach  §.  3.  geschrie- 
ben werden 

(23)  = - - ~ e*-. 

v ' xdx  tj 

% 4 

Folglich  hat  man  durch  Division  von  (22)  in  (21)  und  Einführung 
von  (19)  zunächst 


sin  wdu  1 — e3  • 

{ff  — u)  cos  w*du  — vdv  (/» — u)  sin  w' 

also  wenn  man  vdv  absondert,  nach  u ordnet  und  zusammenzieht: 

✓ 


/rt..  . » , / sin  w2  ,w  A — e2  cos  w2x  j 

(24)  vdv  = (p  . YZTJi  *+-  9 co * ™ )du  — ( J~i Judu' 


Diese  Gleichung  integrirt  giebt 


(25)  ' •»  = i(PYzr^  + r cot  (‘ 


wo  keine  Constante  beizufügen  ist,  weil  für  u = 0 auch  v n 0 
wird. 

Unsere  Gleichung  ist  also  von  der  Form 

v2  = Pu  — Ö«J, 

und  somit  bewiesen,  dass  jeder  ebene  Schnitt  des  Erdsphä- 
, roids  eine  Ellipse  giebt,  deren  Scheitel  der  Punkt  S und  de- 
ren Abscissen  - Axe  die  gerade  Linie  ist,  welche  die  Schnitt -Ebene 
mit  dem  auf  ihr  senkrechten  Meridian  gemein  hat. 


*.  9. 

Um  nun  die  Beschaffenheit  dieser  Ellipse  näher  zu  untersuchen, 
bezeichne  man  die  halbe  Abscissen -Axe  mit  A , ihre  coorüinirte 
mit  B.  Dann  ist  die  Gleichung  (25)  zuerst  auf  die  Gleichung  der 
Ellipse  aus  dem  Scheitel 

- 9 , ‘ 

**=§*•*■  (2‘*  “ U) 

zu  bringen. 

Demnach  haben  wir  zu  setzen 

4 


(26) 

(27) 


B2  , 1 — e*  cos  to2 

T2~—  U~  l — e- 

♦ 

P p sin  to%  -4-9(1  — e7)  cos  w* 

A — 2#  l — e2  cos  w2 


Aus  (26)  ergeben  sich  gleich  schon, einige  wichtige  Eigenschaf- 
ten des  Schnitts. 

B7  . , 

1.  Das  Verhältnis^  ist  bloss  von  e 2 und  w abhängig.  Dem« 
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nach  erhält  inan  lauter  einander  ähnliche  Ellipsen,  wenn  man 
lauter  unter  sich  parallele  Schnitte  durch  das  Sphäroid  führt. 

* Ä2 

2.  Es  giebt  nur  einen  einzigen  Fall,  in  welchem  -^-  = 1 

wird,  d.  h.  io  welchem  der  elliptische  Schnitt  sich  in  einen  Kreis 
verwandelt,  den  nämlich  wenn  w=.  0 oder  = 180°  wird,  und  dies 
ist  einer  von  den  beiden  oben  vorbehaltenen  besondern  Fällen,  wo 
der  Schnitt  also  in  einen  Parallel-Kreis  übergeht. 

3.  Es  ist  (den  letzterwähnten  besoudern  Fall  als  Ausnahme  bei 
Seite  gesetzt)  immer  B2^>A2i  d.  h.  man  bekommt  lauter  soge- 
nannte brefte  Ellipsen'  deren  Scheitel  der  kleinen  Aye  in  den 
auf  ihren  Ebenen  senkrechten  Meridian  fällt. 

Mau  wird  also , um  die  Analogie  mit  den  gewöhnlichen  Axen 
herzustellen,  die  Formeln  (26)  und  (27)  umschreiben  müssen,  in- 
dem man 


' A =:  ß und  Bzzzu 


setzt. 


Dies  giebt 


(28>  £ = 


\—e2 


e 2 cos  iu2 


/2q^  o V *in  w~  -f-y(i  — g2)  cof  w2 

' ' P 1 — e 2 cos  iv2 

4.  Bezeichnet  .mau  die  Excentricität  des  elliptischen  Schuitts, 
in  abstracter  Zahl  ausgedrückt,  mit  €,  so  wird 


also  nach  (28) 


— i_2i 

— 1 «*’ 


(30)  e2=e2(— ***“'*--), 
v 7 V1  — e2  cos  w2 


woraus  erhellt,  dass  für  ^ = 90°,  und  nur  für  «0  = 90°,  au  jedem 
beliebigen  Punkt  des  Sphäroids  s2z=ze2  wird,  d.  b.  dass  nur  die- 
jenige auf  den  Meridiau  eines  Orts  senkrechte  Ebene,  welche  zu- 
gleich mit  der  Rotations-  Axe  der  Erde  parallel  ist  (die  Ebene  des 
„sechsten  Stundenkreises ) eine  dem  Erd  meridian  ähnliche 
Ellipse  abschneidet.  Das  ist  also  der  zweite  der  beiden  oben  vor- 
behaltenen besondern  Fälle. 

.5.  Weil  e2<^l,  so  ist  auch  für  io<C.  und  ^>90Q 

1 — e 2 cos  w2  sin  w *,  d.  h. 


Alle  auf  den  Meridian  senkrechten  Schnitte  auf  beiden  Seiten  des 
sechsten  Stundenkreises  geben  also  Ellipsen,  welche  runder  sind, 
als  der  Erdmeridian. 

• f 2 _ 

• Da  aber  von  dem  Zeichen  des  cos  w unabhängig  ist,  so  er- 

hellt, dass  die  Schnitte,  welche  auf  beiden  Seiten  des  sechsten 
Stundenkreises  gleiche  Winkel  mit  diesem  machen,  einander 
ähnlich  sind.  » 


I 


•V 
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Die  Differentiation  von  (28)  triebt  endlich 

e 2 sin  2 tu 


e2  stn  2 w, 

</(— ) = — : T~dw, 

ß2'  l~e2 


'ß 

l 

woraus  hervorgeht,  dass  die  Rundung  für  positive  sin  2u>,  d.  h. 
vom  Parallelkreis  bis  zum  sechsten  Stundenkreis  stetig  abnimmt, 
und  dagegen  auf  der  andern  Seite  dieses  Stundenkreises  wieder 
stetig  wächst,  bis  der  Parallelkreis  wieder  erreicht  ist. 

o.  Den  Uebergang  von  den  Schnitten.,  die  südlich  von  dem 
sechsten  Stundenkreis  liegen,  bildet  dabei  immer  der  schon  oben 
erwähnte  Fall,  wo  für  ein  mit  S zusammenfallendes  L to  = N 
Hh  90°  wird,  demnach  die  schneidende  Ebene  sich  in  die  berüh-  / 
rende  (den  Horizont),  die  Ellipse  also  sich  in  einen  Punkt  ver- 
wandelt. In  diesem  Fall  haben  wir  also  auch  das  Flächen -Ele- 
ment um  den  Berührungspunkt  als  eine  unendlich  kleine  Ellipse 
von  ganz  bestimmter  Excentricität  zu  betrachten.  Für  tot=JV 
90°  wird  nämlich 

. f 1 = fin  liJ  = co*  A’’> 

wofür  sich  nach  n.  S auch  leicht  eine  geometrische  Darstellung  in 
der  mit  « = 1 zu  beschreibenden  Ellipse  finden  liesse. ,, 


Die  Vertical- Schnitte  des  Erd  - Sphäroids 

betreffend. 

* ' ‘ 10. 

Unter  den  Schnitten  des  Sphäroids  sind  vorzugsweise  dieVer- 
tical-Schnitte  für  den  practiscben  Geometer  wichtig,  weil  deren 
Ebenen  gerade  von  seinem  Theodolitben -Fernrohr  beschrieben  wer- 
den. Unter  diesen  Vertical-  Schnitten  aber  kommt  wieder  zunächst 
derjenige  zur  Anwendung,  welcher  senkrecht  auf  dem  Orts-Meridian 
steht  (im  ,, ersten  Vertical ” des  Orts  liegt),  und  also  dem  soge- 
nannten Perpendikel  auf  den  Meridian  angehört. 

Um  die  Ellipse  für  dieses  Perpendikel  auf  den  Meridian  zu  fin* 
den,  brauchen  wir  nur  Flg.  I.  den  Winkel  JV  an  die  Stelle  des  to 
unserer  beiden  vorigen  Paragraphen  zu  setzen  (indem  wir  auch  hier 
das  S der  Fl«.  9.  mit  Z/  zusammenfallend  denken).  Demnach  wird, 
da  wir  für  jedes  N auch  das  ihm  zugehörige  k besitzen,  aus  §.  8. 
und  n.  4. 


/;  — ( 1 — e2)k  und  q z=z  k , 


und  somit  aus  (29) 


nn  ft— 

1<U)  P — cos  N2- 


Machen  wir  nun  auch  die  Substitution  in  (28),  so  wird 

cm  F—  l~e2 

^*7  ~~  1—  e2  cos  JS 2‘ 
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Hieraus  folgt  nun  mit  Leichtigkeit  der  Krümmungshalb- 
messer des  Perpendikels  auf  den  Meridian,  den  wir  mit 
n bezeichnen  wollen.  Weil  nämlich  unser  Ort  im  Scheitel  der 
kleinen  Axe  des  betreffenden  Schuittes  liegt,  so  haben  wir  nach 
$.  7. 


zu  setzen,  d.  h.  wir  brauchen  nur  (31)  durch  (32)  zu  dividiren, 
wodurch  uns  die  Gleichung  entspringt 

n.  15  n = k. 

Die  §.  5.  erwähnte  Hülfstafel  giebt  also  diesen  Krümmungs- 
halbmesser des  Perpendikels  unmittelbar,  und  wir  können  das 
Hiement  dieses  elliptischen  Schnitts  als  das  Element  eines  Kreises 
betrachten,  welcher  Fi®.  1.  0 zum  Mittelpunkt  und  die  Conormale 
selbst  zum  Halbmesser  hätte. 


§.  11. 

Der  Krümmungshalbmesser  für  einen  Vertical  - Sch  n i tt  in 
beliebigem  Azimut h findet  sich  nun  aus  r (dem  Krümmungs- 
halbmesser des  Meridians)  und  n (dem  des  Perpendikels)  auf  fol- 
gende Weise. 

Ein  solcher  Schnitt,  dessen  Azimuth  mit  i bezeichnet  wer- 
den mag,  muss  bei  gehöriger  Erweiterung  den  auf  ihm  senk- 
rechten Meridian  AS  Fl®.  8.  treffen.  Die  drei  Ebeuen,  dieses 
senkrechten  Meridians  AS,  des  Schnitts  LS  und  des  Orts -Meri- 
dians AL,  bilden  nun  bei  O,  wo  sie  in  der  Rotations-  Axe  Zusam- 
mentreffen, eine  dreikantige  Ecke,  in  welcher  LO  die  Conormale 
für  deu  Ort  L ist,  AO  ein  Stück  der  Rotations- Axe  vorstellt  und 
SO  gerade  wie  Fl®.  7,  in  der  Richtung  der  kleinen  Axe  der  el- 
liptischen Schnitt -Curve  liegt.  Da  nun  die  Verticale  LO  auf  dem 
Horizont  von  L,  also  auch  auf  dem  Element  des  Bogens  LS  bei 
L senkrecht  steht,  so  ist  L O auch  Conormale  für  den  Schnitt 
und  der  Winkel  SOL3  den  wir  Kürze  halber  mit  O bezeichnen 
wollen,  bildet  in  der  Ebene  des  Schnitts  das  Complement  des  Sub- 
norinalen-Winkels.  Behalten  wir  also  für  den  Schnitt  die  Bucksta- 
benbezeichnung der  §§.  8.  und  9.  bei,  so  haben  wir  für  den  Krüm- 
mungshalbmesser m des  Schnitts  am  Ort  L nach  n.  14  und  n.  1 
zunächst  die  Gleichung 

(!-**)<* 

(1  — h1  COS  O2) s 

oder  durch  Einführung  von  (28) 

■ 

« (1  — e2)  1 

fji  — : . . 

(I  — t 2 cos  0*)l  * (1  — e 2 cos  w2)  * 1 — %2  cos  02' 

Drückt  mau  hier  in  dem  letzten  Factor  f2  durch  (30)  aus,  uud  be- 
merkt, dass  der  erste  Factor  nichts  weiter  ist  als  die  Conormale 
LO  selbst,  so  erhält  man  zunächst 
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(33)  m fc(  1 e ) . j — e2  cog  t(j2 — ß2  Si-n  w%  cos  q%% 

Um  nun  in  diese  Formel  die  Polhöhe  A und  das  Aziinuth  * statt 
der  Grössen  w und  0 einzuführen,  bemerkt  man,  dass  die  dreikan- 
tige Ecke  bei  ()  einem  recbtwinklicben  sphärischen  Dreieck  ent- 
spricht, dessen  Hypotenuse  =90°  — A ist,  und  worin  dem  sphä- 
rischen Winkel  i die  Kathete  0 anliegt,  die  Kathete  (90°  — tv) 
aber  gegenüber  liegt.  Demnach  hat  man  nach  bekannten  Formeln 
der  Trigonometrie,  {Grundriss  n.  41.  und  n.  42.).  , 

sin  w cos  0 = sin  A 

cos  w = cos  A . sin  i. 

Dieses  substituirt  gieht  zunächst 

_ kj\~e2)  

' ' m 1 — e 2 cos  N^sin  i 2 — e2  sin  iV2’ 

\ 

wofür  man  auch  schreiben  kann 

kjl  — e2) 

(e  m j CQS  pjf  2 CQS  £2' 


Zum  practiscben  Gebrauch  scheint  es  mir,  wie  gesagt,  am  bequem- 
sten, das  m auf  die  obigen  r und  n zurückzufiihren.  Zu  dem  Ende 
dividire  man  die  Gleichungen  (34)  und  (35)  in  1. 

Dies  giebt  zunächst 


1 1 — e 2 sin  N 2 — e 2 cos  A2  sin  i2 

m . * £(1  — e *) 

uud 

* \ 

1 1 — e2  e2  cos  N 3 cos  i2 

* m &(1 — e2) 


Sondert  man  nun  in  diesen  Brüchen  das  letzte  Glied  des  Zählers 
jedesmal  uh,  und  bemerkt  die  Bedeutung,  welche  die  ersten  Brüche 
dadurch  nach  n.  I,  n.  14  und  n.  15  erhalten,  so  kommt 

i 


(36) 

(37) 


1 1 e 2 cos  N2  sin  i 2 

m r £(i  — e2) 

1 1 * e2  cos  N2  cos  i2 

m n T £(1  — e2) 


N 


also  endlich,  weun  man  (36)  mit  cos  i2,  (37)  mit  sin  i2  multipli- 
cirt  und  dann  addirt: 


oder 


il.  16  — 

m 


cos  i2 
r 


sin  i2 
n 


li.  19 


m = 


rn  

r sin  *2  -4 -n  cos  i'r 


i 


i 


\ 
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und  (mit  Ausnahme  des  Falls,  wo  A^==90°,  also  die  Verticalschnitte 

...  1 . 
lauter  Meridiane  sind)  nach  n.  I k%  < -,  so  wird  für  jeden 

Jl  ■”  ■ 

Verticalschnitt 


folglich  auch  aus  n.  IS. 


d.  b. 


£ < 1 und  £>1, 
in  m 


r<Zm  und  n^>m. 


Demnach  sind  auch  r und  n die  extremen  Werthe  aller  Krüm- 
mungshalbmesser für  den  angenommenen  Punkt  des  Sphäroids. 

Bezeichnet  man  endlich  einen  beliebigen  Halbmesser  irgend 
einer  Ellipse  mit  R und  seinen  Winkel  gegen  die  kleine  Axe 
mit  i,  so  wird 

R co 8 i = y und  R sin  i = a:, 


folglich  aus  (1) 


1 cos  t* 

Ä2  bz 


welche  Gleichung,  mit7  (3)  und  n.  IS.  verglichen,  den  Lehrsatz 
beweist:  Eine  im  Horizont  eines  Orts  beschriebene  Ellipse,  welche 
den  Horizontalschnitten  des  Erd-Sphäroids  für  denselben  Ort  ähnlich 
ist,  hat  durchweg  Halbmesser,  welche  den  Quadratwurzeln  aus 
den  Krümmungshalbmessern  der  entsprechenden  Vertical  * Schnitte 
proportional  sind. 


Den  sphäroidischen  .Excess  betreffend. 

• * 

* 

Die  gemessenen  Winkel  eines  geodätischen  Dreiecks  sind  eigent- 
lich Winkel  zwischen  Vertical-Schnitten  des  Sphäroids,  bei 
denen  die  Durchschnittlinien  der  Ebenen,  im  Allgemeinen  wenig- 
stens, keine  dreikantige  Ecke  bilden,  indem  diese  drei  Linien  mit 
der  Rotations-  Axe  in  drei  oder  doch  in  zwei  verschiedenen  Punk- 
ten zusammenzutreffen  pflegen.  Den  Excess  dieser  gemessenen 
Winkel  über  zwei  Rechte  pflegt  man  aber,  weil  er  in  der  Regel  nur 
wrenigc  Secunden  beträgt,  zu  berechnen,  als  ob  das  sphaeroidische 
Dreieck  (welches  ganz  streng  genommen  gar  nicht  einmal  zwischen 
lauter  Verticalscbnittcn , sondern  zwischen  drei  ,, geodätischen  Li- 
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nien”  liegt)  ein  sphärisches  wäre.  Will  man  jedoch  bei  dieser 
nur  annähernd  richtigen  Voraussetzung  nicht  allzusehr  wissentlich 
von  der  Wahrheit  abweichen,  so  ist  der  Halbmesser  ( H)  der  Ku- 

fel,  welche  man  dabei  zum  Grunde  legen  will,  vor  Allem  erst  ge- 
örig  festzusetzen.  Dazu  führen  nun  folgende,  an  das  Obige  sich 
unmittelbar  anschliessende  Betrachtungen. 

1.  Denkt  man  sich  an  einem  Punkt  des  Spliäroids  ausser  der 
berührenden  Ebene  (dem  Horizont)  auch  noch  eine  berührende  Ku- 
gel,  so  muss  deren  Halbmesser  mit  dei;  Verticale  des  Orts  zusam- 
menfallen.  Ein  unendlich  kleiuer  Theil  sowohl  der  sphäroidischen 
Fläche  als  der  Kugelfläche  um  den  Berührungspunkt,  muss  dann 
als  in  die  Berührungsebeue  fallend  angesehen  werden  können. 

Solche  Flächen-Elemente  kann  man  aber  construiren.  Dazu 
errichte  man  zuvörderst  in  einer  einstweilen  beliebigen  Tiefe  (?) 
vom  Berührungspunkt  gegen  die  Rotations- Axe  bin,  eine  der  Be- 
rührungsebene purallele,  also  auf  der  Verticale  senkrechte  Ebene. 
Diese  schneidet  auf  dem  Sphäroid  eine  Ellipse  mit  der  Exceutri- 
cität  e2  k2  cos  Ä2  ab  (siehe  §.  9.  6)),  deren  Mittelpunkt  in  der 
Verticale  liegt,  und  deren  Grösse  nur  von  t abbängt.  Auf  der  Ku-  , 
gel  aber  wird  ein  Kreis  abgeschnitten,  dessen  Grösse  ausser  von 
t auch  noch  von  dem  Halbmesser  H derselben  abhängt. 

Denkt  mau  sich  uun  eine  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  ge- 
hende gerade  Linie  auf  dem  Umfang  des  letzterwähnten  kleinen 
Kugelkreises  berumgeführt,  so  beschreibt  dieselbe  auf  dem  Hori- 
zont die  Grundfläche  eines  geraden  kreisförmigen  Kegels.  Eben- 
so  erhält  man  einen  geraden  elliptischen  Kegel  mit  derselben 
Spitze,  wenn  man  die  Linie  auf  dem  Umfang  des  elliptischen 
Schnitts  herumführt.  v > 

* In  beiden  Fällen  wird  die  aus  der  Kegelspitze  so  auf  den  Ho- 
rizont projicirte  ebene  Figur  zu  ihrer  Projection  selbst  in  einem 
bestimmten  Verhältniss  stehen,  nämlich  rücksichtlich  der  linearen 
Dimensionen  im  Verhältniss  ( H — t):H  und  rücksichtlicb  der  Flä- 
cheugrösse  im  Verhältniss  (// — ?)3:/jf*. 

Lässt  man  endlich  t so  weit  abnehmen,  bis  alle  Du rchmesser 
der  betreffenden  Schnitte  unendlich  klein  werden,  so  sind  dieselben 
im  Sinn  dieses  §.  6.  als  (gemente  der  Bögen  zu  betrachten^ 
welche  auf  den  entsprechenden  krummen  Flächen  dadurch  erzeugt 
werdeu,  dass  man  durch  die  Axe  der  obigen  Kegel  Ebenen  legt. 
Zugleich  aber  müssen  dann  die  Schnitte  als  mit  ihren  entsprechen- 
den Projectionen  auf  den  Horizont  zusammenfallend  gedacht  wer- 
den, und  sind  also  ihre  Figuren  als  die  gesuchten  Flächen-Ele- 
mente  zu  betrachten.  Die  oben  erwähnten  geraden  Kegel  werden 
dann  Körper-Elemente. 

2.  Weil  uun  eine  Ellipse  mit  einem  ihr  concentrischen  Kreise 
nicht  congruent  werden  kann,  so  kann' man  auch  nicht  wie  oben 
§.  6.  auf  Congruenz  der  Bogen -Elemente , wohl  aber  auf  Gleich- 
heit der  Flächen-Elemente  und  also  auch  der  Körper-Elemente 
die  Bestimmung  des  noch  festzusetzenden  Kugelbulbmessers  U 
grüudeu.  Das  heisst  mit  andern  Worten:  man  wird  das  /f,  und 
also  das" Kreis- Element,  welches  mit  dem  elliptischen  Element  glei- 
ches t hat,  so  bestimmen  können,  dass  innerhalb  und  ausserhalb 
des  letzteren  zwei  Paar  Monde  entstehen,  welche  gleichen  Flächen- 
inhalt haben,  wie  Fig.  9.  roh  angedeutet  ist. 

3.  Betrachtet  man  nun  zuerst  den  Kreis,  welcher  in  einer 
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endlichen  Tiefe  t auf  der  Kugel  entsteht,  und  bezeichnet  seinen 
Halbmesser  mit  so  ist  bekanntlich  Fl«.  IO. 

(38)  — tflH  — t)  = iHt  — t* . 

« 

Da  nun  aber 

, (39)  s=  ff  sin  M 

tzzz^lfl  sin  IM2, 

• i 

so  gehört  zu  einem  unendlich  kleinen  «ein#,  welches  im  zwei- 
ten Grade  unendlich  klein  ist,  und  muss  also  bei  dieser  Voraus- 
setzung in  (38)  das  letzte  Glied  t 2 gegen  %Ht  verschwinden. 

^ Demnach  hat  man  für  ein  solches  im  zweiten  Grade  unendlich 

kleines  £,  welches  mit  z bezeichnet  werden  möge,  den  entsprechen- 
den Halbmesser  des  Kreis- Elements,  welcher  0 heissen  mag,  und 
als  mit  einem  halben  Bogen-Element  auf  der  Kugel  zusammenfal- 
lend gedacht  wird,  zu  berechnen  nach  der  Formel 

(40)  00  = 2 Hx. 

Man  erhält  demnach  die  Fläche  des  Kreis -Elements  /“durch  die 
Formel 

(41)  f=  hg 6 = 2jt  . // . z. 

Hieraus  kann  man  auch  schon  gelegentlich  Überschlagen,  in  wie 
weit  für  ein  vorliegendes  Bedürfniss  des  practischen  Lebens  unsere 
Annäherung  sich  der  Wirklichkeit  anschliesst.  Denn  auf  einer  Ku- 
gel von  nur  800  preussischen  Meilen  Halbmesser  würde  für  einen  . 
Schacht  von  1500  preussischen  Fuss  (etwa  halb  so  tief  als  der  In- 
selsberg hoch  ist)  das  f schon  über  300  Quadratmeilen  betragen. 
Es  umschlösse  ein  solches  Kreis- Element  ein  gleichseitiges  Dreieck 
i von  ungefähr  17  Meilen  Seite  und  40"  Excess. 

4.  Die  Betrachtung  des  elliptischen  Elements  muss  nun 
davon  ausgehen,  dass  für  dasselbe  z die  0 verschiedener  Länge 
sind,  wenn  wir  sie  als  geradlinig  betmhten,  und  zugleich  als  mit 
verschiedenen  Krümmungshalhmessern^beschrieben , wenn  wir  sie 
als  Bögen  des  Sphäroids  betrachten. 

Bezeichnen  wir  also  das  mit  dem  Meridian  zusammenfallende  O 
(die  halbe  kleine  Axe  unsers  Elements)  mit  <r',  das  in  das  Perpen- 
dikel auf  den  Meridian  fallende  (die  halbe  grosse  Axe)  mit  0",  so 
haben  wir  durch  dieselben  Schlüsse,  die  uns  zu  (40)  führten, 

. ' (42)  oV  sss  2rz 

0"0"  = 2 m.  ' 

Jedes  andere  0 des  elliptischen  Elements  würde  mit  seinem  eigenen 
m zu  berechnen  sein,  nach  n.  16  und  dem  dabei  angeführten 
Lehrsatz. 

Für  die  Fläche  des  elliptischen  Elements,  die  mit  f'  bezeich- 
net werden  mag,  ergiebt  sich  also  nach  dem  bekannten  Satz  über 
die  Quadratur  der  Ellipse 

• • 

(43)  /'  = nc'a!'  = in . Vrn . i. 
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5.  Setzen  wir  endlich,  unserer  Annahme  gemäss,  die  beiden 
Elemente  einander  gleich,  so  entspringt  die  Gleichung 

' n.  18  1/ r»,  s 

d.  b.  der  Lehrsatz:  Das  geometrische  Mittel  aus  den  beiden 
extremen  Krümmungshalbmessern  ist  zum  Kugelhalbmesser  zu  neh- 
men, wenn  man  den  sphäroidischen  Excess  als  einen  sphärischen 
zu  berechnen  sich  erlauben  will. 

Dieses  geometrische  Mittel  ist  übrigens  nach  n.  14  und  n.  15 
vermöge  der  Proportion 

(1  — e2)i  : (1  — rn 

auch  als  die  vierte  Proportionale  zu  der  halben  kleinen  Axe,  der 
Normale  und  der  Conormale  zu  betrachten,  und  somit  in  der  Ebene 
des  Meridians  leicht  zu  construiren. 

6.  Es  bleibt  nur  noch  übrig,  den  Punkt  des  sphäroidischen 
Dreiecks  zu  bestimmen,  für  welchen  die  r und  n gelten  (aus  den 
Tafeln  genommen  werden)  sollen,  die  wir  nach  dem  Vorhergehen- 
den für  Berechnung  des  Excesses  gebrauchen. 

Dazu  wählte  ich  denjenigen  Punkt,  dessen  Polhöhe  das  arith- 
metische Mittel  aus  den  Polhöhen  der  Winkelpunkte  ist  Denn 
denke  ich  mir  das  Dreieck  als  eben , und  die  betreffenden  Meri- 
dianbögen der  beiden  nördlicheren  Punkte  als  geradlinige  Perpen- 
dikel auf  den  gleichfalls  als  geradlinig  gedachten  Paralleikreis 
durch  den  südlichsten  Punkt,  so  erhalte  ich  auf  diese  Weise  mit 
grösster  Bequemlichkeit  den  Schwerpunkt  des  ebenen  Dreiecks, 
welcher  die  bekannte  Eigenschaft  hat,  dass  jede  durch  ihn  und 
einen  Winkelpunkt  gezogene'  gerade  Linie  das  Dreieck  in  Hälften  ' 
von  gleichem  Flächeninhalt  tbeilt. 


i 

I 


I 
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Verschiedene  mathematische  Bemerkungen. 


Von  dem 

i 

. Herrn  Professor  C.  T.  Anger 

zu  Danzig. 


1.  Die  Gaussiscben  Gleichungen  für  ebene  Dreiecke. 

, i 

Die  Gaussiscben  Gleichungen:  * 

I.  sin  ?(b — c).cos  -*^  = sin  . sin  \(B — C) 

II.  sin  \{b  -4-c)  . sin  ^ A = sin  \a  . cos  — C) 

III.  cos  ±(b  — c ) . cos  ?A  = cos  \a . sin  {(B  -f-  C) 

IV.  cos  ±(b  c)  . sin  \A  = cos  \a . cos  \(B  -h  C) 

bieten  die  Frage  dar,  was  aus  ihnen  werde,  wenn  die  Seiten  des 
sphärischen  Dreiecks  unendlich  klein  angenommen  werden,  d.  b. 
wenn  sich  das  sphärische  Dreieck  in  ein  ebenes  verwandelt^  dessen 
Seiten  «,  £,  c und  dessen  Winkel  A , B , C sind.  Man  ersieht 
leicht,  dass  sich  dadurch  die  folgenden  ergeben:  , 

1.  (b  — c) . cos  %A  = a sin  %(B  — C) 

2.  (b-\-c) . sin  %A  = a cos  $(B  — C) 

3.  cos  -^==sin  \(B  -f-  C) 

4.  sin  \A  = cos  -\(B  -1-  C). 

% 

Die  Gleichungen  3.  und  4.  geben  nichs  Neues,  sondern  sprechen 
nur  den  Satz  aus,  dass  in  einem  ebenen  Dreiecke  die  Summe  der 
drei  Winkel  zweien  Rechten  gleich  ist.  Die  Gleichungen  1.  und 
2.  dagegen  geben  jene,  elegauten  Formeln  der  Trigonometrie,  wel* 
che  früher  in  den  Lehrbüchern  vermisst  wurden,  gegenwärtig  aber, 
nachdem  Mollweide  und  später  Gerling  ihrer  erwähnt  haben, 
bekannter  geworden  sind.  Mo  11  weide  stellt  in  einem  Aufsatze 
in  v.  Zach’s  monatlicher  Co rrespondenz  vom  Jahre  1808. 

S.  390.  die  beiden  Proportionen  auf 

b -f-  c : a szz  cos  £(/?  — C) : sin  \A 
b — c : a = sin  B — C)  : cos  \A, 

welche  resp.  mit  den  Gleichungen  2.  und  1.  identisch  sind,  und  be- 
merkt dabei,  dass  man  diese  eleganten  Sätze,  welche  in  einem 

* ** 
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»Uständigen  System  der  Trigonometrie  nicht  fehlen  sollten,  sehr 
iciit  aus  Betrachtung  *ler  Figur  erweise.  Ungefähr  16  Jahre  später 
iebt  Gerling  in  Scnumacher’s  Astronomischen  Nach  richten 
o.  62.  dieselben  Formeln  mit  folgender  Bemerkung:  „So  nütz- 
ch  ich  diese  Formeln,  welche  ich  vor  einigen  Juhren 
u fällig  fand,  für  die  Ausführung  halte,  so  unwahr- 
scheinlich ist  mir  doch,  dass  sie  neu  sein  sollten,  weil 

sin  A sin/?  sin  C 

bre  Ableitung  aus  der  Gleichung  = — ; — = 

;ar  zu  nahe  liegt.  Ich  habe  sie  aber  bis  jetzt  in  keinem 
^ehrbuche  aufgefuuden”. 

Aus  der  obigen  Ableitung  ersieht  man,  dass  diese  Formeln  *für 
iie  ebene  Trigonometrie  nichts  Anderes  sind,  als  die  Gaussischen 
ür  die  sphärische.  Durch  solche  Betrachtungen,  welche  ich  heim 
Jnterrichte  nicht  gerne  unterlasse,  tritt  dem  Schüler  der  innere 
Jrganismus  der  Wissenschaft  oft  deutlich  vor  Augen.  Diese  Glei- 
chungen ergeben  auch,  wenu  man  auf  beiden  Seiten  aufs  Quadrat 
erhebt  und  dann  addirt,  ohne  geometrische  Betrachtung,  sogleich 
ilie  Erweiterung  des  pythagorisclien  Satzes. 


II.  Ueher  die  allgemeine  Ableitung  der  Grundformel 
der  sphärischen  Trigonometrie. 

♦ 

* 

Es  ist  bekanntlich  von  Wichtigkeit  die  Grundformel  der  spha* 
rischen  Trigonometrie  in  ihrer  Allgemeinheit  abzuleiten,  d.  h.  so, 
dass  die  Richtigkeit  derselben  für  alle  sphärische  Dreiecke,  die 
Seiten  mögen  über  90°  oder  über  180°  u.  s.  w.  gehen,  erwiesen 
werde.  Dieses  geschieht  nun  auch,  indem  man  für  die  verschiede- 
nen Fälle  besondere  .Figuren  entwirft,  und  für  jede  einzelne  den 
Beweis  führt.  Da  es  aber  wünschenswerth  erscheint,  sich  nur  einer 
Figur  bedienen  zu  dürfen,  so  stellte  ich  mir  vor  etwa  20  Jahren 
die  Aufgabe:  ,,die  Grundformel  der  sphärischen  Trigonometrie  so 
abzuleiten,  dass  eine  Figur  dabei  ausreiche,  und  ein  ferneres  Zu* 
riickgehen  zu  geometrischen  Betrachtungen  nicht  nöthig  sei.”  Die 
Ableitung,  welche  ich  fand,  habe  ich  damals  einigen  Freunden  mit- 
gctheilt,  auch  mich  derselben  beim  Unterrichte  in  der  hiesigen  Na- 
vigationsschule vor  Zeiten  mit  Vortheil  bedient,  denn  dort  kam  es 
besonders  darauf  an,  Kürze  mit  mathematischer  Allgemeinheit  zu 
verbinden.  Da  sie  mir,  bis  jetzt  wenigstens,  noch  in  keinem  Lehr- 
huche vorgekommen  ist,  so  erlaube  ich  mir,  diese  Kleinigkeit  der 
öffentlichen  Beurtheilung  zu  übergeben. 

Bezeichnet  man  die  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  durch 
«,  £,  c , die  Winkel  und  die  Eckpunkte  desselben  durch  A,  B , C\ 
denkt  man  sich  von  einem  beliebigen  Eckpunkte,  etwa  von  A,  eineu 
Radius  der  Kugel  gezogen,  legt  durch  den  Mittelpunkt  derselben  eine 
Ebene  auf  diesen  Radius  perpcndiculär,  und  fällt  von  den  Punkten  B 
und  C auf  diese  Ebene  Lothe,  so  entsteht,  wenn  man  die  Fusspunkte 
derselben  durch  B'  und  C'  bezeichnet,  in  jener  Ebene,  welche  zu- 
gleich die  des  Papiers  sein  mag,  durch  Verbindung  des  Mittelpunk- 
tes M mit  Bf  und  C*  ein  ebenes  Dreieck  MB’C'  (Taf.  I.  Fig.  3.), 
durch  dessen  Betrachtung  sich  Alles  ergiebt.  .Es  ist  nämlich  offen- 
bar der  Winkel  B’MC'  gleich  dem  sphärischen  Winkel  At  die* 
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Seite  A/C^rrrsin  b,  die  Seite  A#l?'=  sin  r,  und  inan  hat  ( B'C ')* 
— (2sin  ^ a )*  — (cos  b — cos  c)*,  also  nadh  der  Erweiterung  des 
pythagoriscben  Satzes  die  Gleichung: 

(2sin  %a)2  — (cos  b — cos  c )2  ss  sin2  b + sin2c — 2sin  /y.sinc.  cos^, 
deren  Entwickelung  sogleich 

cos  «r=co8  £.cos  c-f-sin  b sin  c.cos  A 

\ 

ergiebt. 

¥ Die  Kraft  dieses  Beweises  liegt  in  dem  Umstande,  dass  die 
Geraden  MB9  und  MC*  immer  ihre  Bedeutung  behalten,  die  Seiten 
des  sphärischen  Dreiecks  mögen  so  gross  sein,  als  man  wolle,  denn 
die  Punkte  B’  und  C 9 sind  durch  Projection  der  Eckpunkte  B 
und  C entstanden.  Dasselbe  gilt  in  Bezug  auf  den  Ausdruck  für 

(Bcy. 


HI.  Zur  Theorie  des  Kater-Bohnenbergerscben 

Reversionspendels. 

Die  elegante  Eigenschaft  des  Pendels  mit  reciproken  Axen 
kann  auf  folgende  Weise  sehr  einfach  bewiesen  werden. 

Eine  gerade  unbiegsame  um  einen  festen  Punkt  bewegliche 
Stange,  deren  Schwere  vorläufig  =0  gesetzt  werden  kann,  sei  an 
ihren  Enden  mit  zwei  Gewichten  m und  ml  beschwert,  deren  Ent- 
fernungen vom  Aufhängungspunkt  resp.  — r und  r’  sein  mögen, 

* dann  ist  die  Länge  des  einfachen  Pendels,  welches  mit  dem  gege- 
benen gleichzeitig  schwingt, 

, m’r*  -f-  mr3 

v . ■ — , . • 

m r — mr 

* 

Nimmt  man  unterhalb  jenes  Aufhängungspunktes  einen  andern  Punkt 
als  solchen  an,  und  lässt  das  Pendel,  nachdem  es  umgekehrt  wor- 
den, um  diesen  schwingen,  so  ist,  wenn  nun  die  Entfernungen  des- 
selben von  den  Gewichten  resp.  durch  — q'  und  q bezeichnet  wer- 
den, die  Länge  des  mit  dem  gegebenen  gleichzeitig  schwingenden 
einfachen  Pendels  > 

r m'g'2  -f-  titQ 2 

JLj  — TT  • 

— m o -i- »iq  ■ 

Soll  das  Pendel  um  beide  Aufhängungspunkte  in  gleichen  Zeiten 
schwingen,  so  muss 

/==  L 

4 

% >. 

sein.  Man  hat  aber  offenbar 

r -f- r' = p -f- p'  = «>  s 

4 

wo  a die  Länge  der  ganzen  Stange  bedeutet;  und  wenn  man  die 
Entfernung  der  beiden  Aufhängungspunkte  von  einander  durch  h 
bezeichnet,  * , 
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a = b + f + Q\ 


ilso 

(j  = £ 4-  r,  q'  = r'  — b. 

Die  Gleichung 

l=?L 

pebt  nun 

mV*  -f-  mr*  mir'  — b )*  4-  m(r  4-  />)* 

mV  — mr  — m'(r'  — A)  4-  m(r  4-  /») 

mV3  4- mr 2 — 2(mV  — mr)£  4-  (m  4-  m')A3 

— mV'  4-  mr  4-  (m  4-  m')A  * 

tus  welcher  für  b die  quadratische  Gleichung: 

„ 2(mV3  4-mr3) j 2(mV  — mr)  mV3  4-  mr*  ) , . 

m 4-  m'  1 m 4-  m'  • mV  — mr  j ° * 

# 

hervorgeht.  Die  Wurzeln  finden  sich  sogleich  durch  blosse  An. 
sicht  der  Coefficienten , man  erhält  nämlich  für  b die  beiden 
Werthe 

mV*  4-  mr*  , 2(mV  — mr) 

— — und  ; — 

mr  — mr  m 4-  m 

i 

von  denen  hier  nur  der  erste  in  Betracht  kommt.  Man  ersieht 
hieraus,  dass  b=z  /=  L wird,  d.  h.  wenn  das  Pendel  in  bei- 
den Lagen  gleichzeitig  schwingt,  so  ist  die  Entfer- 
nung der  beiden  Au  fhangungsp  unkte  von  einander  gleich 
der  Xänge  eines  einfachen.  Pendels,  welches  mit  dem 

Segebenen  gleichzeitig  schwingt.  Die  Bedeutung  der  an- 
ern  Wurzel  liegt  am  Tage. 


\ 
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IV. 

Neuer  Beweis  der  Formeln  für  die  Iigurirten 
Zahlen,  nebst  kritischen  Bemerkungen  über 

die  bisherigen  Beweise. 

/ 

' Von 

Herrn  Dr.  F.  Stegmann,  - 

% • 

Lehrer  an  der  Realschule  und  Privatdocenten  an  der  Universität 

zu  Marburg. 


Unter  figurirten  Zahlen  werden  hier  diejenigen  arithmeti- 
schen Progressionen  verstanden,  welche  durch  successives  Summi- 
ren  aus  der  Grundreihe  1,  1,  1,  1,....  entstehen  und  nicht  diejeni- 
gen, welche  aus  der  allgemeineren  Grundreihe  1 . ab- 

geleitet werden  können.  Demgemäss  ist  die  figurirte  Zahlen- 
reihe erster  Ordnung  einerlei  mit  der  Zahlenreihe 

1,2,3,  4,5 

. * % 9 

die  figurirte  Zahlenreihe  zweiter  Ordnung  ist 

1,  3,  6,  10,  15,  ... . 

die  figurirte  Zahlenreihe  dritter  Ordnung  ist 

# 

’•  1,4,10,20,35,.... 

u.  s.  f.  . 

Bei  der  Beschäftigung  mit  diesen  Reihen  bieten  sich  zunächst 
die  zwei  bekannten  Aufgaben  dar,  mit  welchen  für  den  öffentlichen 
Unterricht  in  der  Regel  wohl  der  ganze  Inhalt  dieser  Lehre  zu- 
gleich abgeschlossen  sein  mag,,  nämlich  erstens  die  Aufgabe,  von 
jeder  Iigurirten  Zahlenreihe  einer  beliebigen  (£ten)  Ordnung  das 
allgemeine  (/zte)  Glied,  und  zweitens  die  Summenformel  für  die  n 
ersten  Glieder  anzugeben.  Da  aber  wegen  der  Entstehungsart  der 
auf  einander  folgenden  Zahlenreihen  die  Summe  der  n ersten  Glie- 
der der  £ten  Reihe  identisch  ist  mit  dem  aten  Gliede  der  (*-f-l)ten 
Reihe,  so  erhält  das  zweite  Problem  natürlich  seine  Erledigung  zu- 

Sleich  mit  dem  ersten.  Nun  findet  man  zwar  in  allen  Lehrbüchern 
er  allgemeinen  Arithmetik,  welche  über  die  ersten  Anfangsgründe 
hinausgeheu,  den  Satz  ausgesprochen,  dass  allgemein  das  nie  Glied 
der  *ten  Reihe  gleich 

n{n  -f.  1)  (n  -f-  2) . . . . (n  -j-  k — 1)  f - 

1.2.3....* 
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oder,  nach  einer  vielgebrauchten  Bezeichnung  der  Binomialcoeffi- 
cienten,  gleich  ( ^ ) »ei*  Für  den  Beweis  dieses  Satzes  hat 


man  aber  bisher,  wie  es  scheint,  nur  zwei  Wege  angegeben,  von 
denen  unserem  Bedunken  nach  weder  der  eine  noch  der  andere 
den  Anforderungen  des  öffentlichen  Unterrichts  so  vollkommen, 
wie  es  gewünscht  werden  muss,  zu  entsprechen  vermag. 

Die  eine  dieser  beiden  Beweisführungen  stützt  sich  nämlich 
auf  eine  bekannte  Formel,  welche  für  das  allgemeine  Glied  einer 
jeden  arithmetischen  Progression  Zrter  Ordnung  Gültigkeit  hat: 


(l)  *„  = ux  -f-(n  | J)  A"i  + (%  ^ A*  "1  -+-(*  3 *)  A*  «, 

e • 


I » 


wobei  das  Anfangsglied  und  Awi>  A*"u  A,,#i  ••••  die  ersten 
Glieder  der  auf  einander  folgenden  ersten,  zweiten  u.  s.  f.  Oiffe- 
renzreihen  bedeuten.  Indem  man  nun  diese  Formel  auf  die  figurir- 
ten  Zahlen  zweiter  Ordnung  anwendet,  erhält  man 

«1  ssl,  A*.  =2,  Aa*i  = *, 

also 

and  nach  einigen  Reductionen  wird  man  die  dreitheilige  Summe 
rechter  Hand  allerdings  auf  den  Ausdruck  — ” ^ = (”  *)  brin- 

gen, wie  es  sein  soll. 

Indem  man  alsdann  die  Formel  (I)  auf  die  figarirten  Zahlen 
dritter  Ordnung  anwendet,  erhält  man 

•r,  = 1,  A*fi  = 3.  A’«i  = 3,  A**i  = 

also 

! 4*(*  j ^ ,3  + (* 2 j ) 


and  nach  einigen  Reductionen  wird  man  auch  hier  die  viertheiiige 
Summe  rechter  Hand  anf  die  Form  ^ — = (*  ge- 

bracht haben,  wie  es  sein  soll. 

Und  auf  gleiche  Weise  kann  mao  allerdings  and  für  das  all- 
gemeine Glied  der  ügurirtea  Zahlenreihe  vierter,  fünfter,  «L<.«r, 
Ordnung  die  betreffenden  Aasdrücke  aus  der  all  gemeinen  Gleichung 
(l)  berleken.  Allein  abgesehen  davon,  dass  diejenigen  Reductionen, 
weiche  erforderlich  sind,  um  den  für  *r„  erhaltenen  Ausdruck  ans 
seiner  ursprünglichen  Form  auf  die  gewünschte  Form  äheraalwhrea, 
bei  jedem  neues  Fortschritt  zu  einer  höheren  Ordnung  inwmer  ver- 
wickelter ausfallend  so  kann  doch  offenbar,  wen»  mao  auch  bei 
dem  Unterrichte  die  Mühe  nicht  scheues  wollte,  diese  weitiäuiiigen 
und  regellosen  Reductionen  sogar  bis  zur  vierten  nder  fünfte»  Mrd- 
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Duug  fortzufüliren , hierdurch  allein  die  Hauptsache,  worauf  es  an- 
kommt,  nämlich  dass  die  gedachte  Transformation  für  jede 
beliebige  Orduung  möglich  sei,  keineswegs  zur  Evidenz  ge- 
bracht werden.  . Gleichwohl  scheint  durch  eine  solche  Induction 
öfters  die  Sache  erledigt  worden  zu  sein,  man  vergleiche  z.  B.  das 
in  vieler  Hinsicht  sehr  schätzbare  Compendium  der  höheren 
Mathematik  von  Burg.  §.  237. 

Die  andere  Beweisart  stellt  geradezu  für  das  «te  Glied  der 
£ten  Ordnung  die  Formel 


(2)  vn  = 


n{n  -f-  1)  (n  2) . . . . (n  -fr-  k — 1) 
• 1.2. 3.. ,.k 


S 


als  ein  Theorem  auf,  entweder  ohne  alle  Bevorwortung,  wie  z.  B. 
in  Ohm* 8 System  d.  Math.  2r  Tbeil.  S.  26.,  oder  wie  z.  B.  in 
dem  mit  Recht  gerühmten  Lehrbuch  der  All  gern.  Arithm.  von 
J.  H.  T.  Müller  (Halle  1838)  S.  426.  geschieht,  als  ein  Resultat, 
welches  „man  erwarten  könnte”,  nachdem  man  für > die  beiden 
ersten  Ordnungen  die  Ausdrücke  n und  ^«(»-+*1)  unmittelbar  und 
ohne  alle  Mühe  gefunden  hat,  und  zeigt  alsdann,  dass  diese  allge- 
meine Formel  (2),  wenn  sie  für  die  Xrte  Ordnung  gilt,  auch  für  die 
(Ar-t-l)te  ihre  Richtigkeit  behalte.  So  wenig  nun  aber  gegen  eine 
solche  Beweisführung  von  Seiten  einer  strengen  Theorie  Einwen- 
dungen gemacht  werden  können,  so  wenig  möchte  sie  doch  in  di- 
dakHscher  Hinsicht  den  gerechtesten  Anforderungen  Genüge  leisten. 
Denn  die  belebende  Kraft  des  Unterrichts  in  der  Analysis  besteht 
gerade  darin,  dass  er  nicht  gezwungen  ist,  die  auf  einander  fol- 
genden Lehrsätze  als  isolirt  stehende  Wahrheiten  zu  demonstriren, 
welche  durch  den  glücklichen  Einfall  dieses  oder  jenes  Mathemati- 
kers entdeckt  worden,  sondern  dass  er  vermag,  jedes  Resultat  vor 
den  Augen  der  Lernenden  gleichsam  von  Neuem  zu  entdecken,  dass 
er  diese  in  den  Stand  setzt,  den  Ursprun g jedes  spätem  Satzes 
als  Ausfluss  bereits  erkannter  Wahrheiten  klar  anzuschauen  und 
ihre  Neigung,  wie  ihre  Fähigkeit,  im  eintretenden  Fall  selbststän- 
dig eine  gesuchte  Formel  direkt  zu  ent  wickeln,  stufenweise  stei- 
gert. Was  den  Gymnasialuuterricht  insbesondere  anbelangt,  so  kann 
es  zwar  durchaus  nicht  meine  Absicht  hier  sein,  mich  über  die 
Frage  zu  verbreiten,  ob  es  überhaupt  nöthig  oder  überflüssig,  nütz- 
lich oder  unrathsam  sei,  die  Formeln  über  die  arithmetischen  Rei- 
hen höherer  Ordnung  ifnd  die  figurirten  Zahlen  noch  in  den  Cur- 
sus  der  obersten  Klasse  aufzunebmen,  oder  ob  diese  Lehre  definitiv 
dem  höheren  Unterrichte  Vorbehalten  werden  müsse.  Auch  muss 
ich  mich  gegen  den  Schein  verwahren,  wenn  ich  gegen  die  bisher 

felieferten  Beweise  dieser  Formeln,  wie  sie  in  verschiedenen,  zum 
'heil  auch  für  den  Gymnasialunterricht  bestimmten  Lehrbüchern 
aufgenommen  sind,  hier  einige  Ausstellungen  mache,  dass  ich  da- 
durch der  Didaktik  der  Herren  Verfasser  zu‘  nahe  träte,  weil  ja 
natürlich  durch  den  mündlichen  Unterricht  leicht  ausgeglichen  wer- 
den wird,  wo  das  Lehrbuch  vielleicht  absichtlich  eine  Lücke  ge- 
lassen haben  sollte.  Allein  wenn  alle  Sachverständigen  heutiges 
Tages  darüber  einverstanden  sind , dass  an  Gymnasien  die  Mathe- 
matik vorzüglich  wegen  ihres  formalen  Nutzens  gelehrt  werden 
müsse,  damit  sich  eine  gewisse  Seite  der  Geistesanlagen  der  her- 
anzubildenden Jugend  gehörig  entfalten  könne,  so  wird  man  auch 
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gern  von  deui  arithmetischen  Unterricht  alles  fern  zu  halten  suchen, 
was  dem  Geist  einer  ungezwungenen  und  dem  jugendlichen  Sinn 
zugänglichen  heuristischen  Analysis,  was  einer  Methode  nicht 
zusagt,  welche  sich  zum  Grundsatz  macht,  von  bekannten  Tbatsa- 
eben  in  jedem  einzelnen  Falle  auszugehen  und  auf  natürlichem  und 
leicht  findbarem  Wege,  ohne  gewaltsame  Sprünge,  das  weitere  Ziel 
zu  erreichen.  Und  dass  es  einer  solchen  Methode  schnurstracks 
zuwider  läuft,  wenn  man,  wie  z.  B.  in  dem  Anhang  des  Ohm’ sehen 
Lehrbuchs  für  denEleinentarunterricht  (2te  Aufl.  §.  4.  fgg.) 
mehrmals  geschieht,  irgend  eine  Formel,  welche  erst  das  Resultat 
einer  Entwickelung  sein  sollte,  geradezu  aufstellt,  ihre  Richtigkeit 
für  » = 1 oder  /*  = 2 „probirt  und  dann  darthut,  dass  sie  im« 
roer  für  jede  um  Eins  grössere  Zahl  » = ^-|-l  gelte,  wenn  sie 
für  n = n zutrifft”,  dies  scheint  nicht  wohl  in  Abrede  gestellt  wer- 
den  zu  können. 

Anders  würde  sich  die  Sache  freilich  verhalten,  wenn  man  den 
Schüler  zu  der  Formel  (2)  zuvörderst  durch  eine  einfache  Induction 
hinzuführen  im  Stande  wäre,  so  dass  die  Worte  „es  lässt  sich 
erwarten,  dass  das  inducirte  Gesetz  allgemein  gelte”  für  jeden 
sich  als  wahr  erwiesen,  und  wenn  man  alsdann  erst  die  so  frucht- 
bare Scblussfolge  von  n auf  («-+-1)  und  von  k auf  (Ar-f-1)  an- 
wendete. Wollte  man  aber  zum  Zwecke  einer  solchen  Induction 
die  vorher  bezeichnete  erste  Beweisführung  mit  der  zweiten  com- 
biniren,  so  würde  der  ganze  Beweis  eine  Weitläufigkeit  annehmen 
und  bei  dem  Unterricht  eine  Zeit  erfordern,  wie  sie  gar  nicht  mit 
der  Wichtigkeit  des  Gegenstandes  im  Verbältniss  stehen  möchte. 
Es  wird  daher  wohl  nicht  unnütz  sein , auf  einen  andern  und  di- 
recten  Beweis  der  gedachten  Formel  (2)  aufmerksam  zu  machen, 
welcher  sich,  wie  ich  glaube,  durch  Einfachheit  und  Kürze  beson- 
ders empfiehlt,  von  welchem  ich  aber,  obwohl  er  sich  fast  von  selbst 
darzubieten  scheint,  nirgends  eine  Spur  aufzufinden  vermochte. 

Ich  gründe  diesen  Beweis  unmittelbar  auf  die  Eigenschaften 
der  Binomialcoefficienten.  Zwar  weiss  ich  wohl,  dass  man  neuer- 
dings in  den  Lehrbüchern  'öfters  den  binomischen  Lehrsatz  erst 
ganz  spät  nach  der  Lehre  von  den  Progressionen  und  den  arith- 
metischen Reihen  höherer  Ordnung  seine  Stolle  angewiesen  hat; 
da  aber  dieser  Satz  so  überaus  wichtig  ist  und  überdies  eipe  gleich 
Anfangs  in  der  Potenzlehre  offen  gelassene  Lücke  ausfüllt,  so  hege 
ich  nach  wie  vor  die  Ueberzeugung,  dass  es  am  zweckmässigsten 
sei,  gleich  nach  der  Lehre  von  den  Potenzen  und  Logarithmen  die 
Combinationen , dann  den  binomischen  Lehrsatz  für  ganze  Expo- 
nenten, und  hierauf  erst  die  Reihen  folgen  zu  lassen.  Es  möge 
mir  daher  erlaubt  sein,  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Expo- 
nent der  Potenz  {a-\-b)P  eine  positive  ganze  Zahl  sei,  bei  dem 
folgenden  Beweise  von  zwei  bekannten  Eigenschaften  der  Binomial- 
coefficienten auszugehen,  erstens  dass 

O+O-'+'-ff) 

.«)•*•<;)= er) 

(;)+«) =('f)--‘ 
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allgemein 


w-(.',)-c)=('r) 


und  zweitens  dass 


allgemein 


ist. 


(5) = (f ) 

a) = te) 

a) = (&> 

u.  s.  f. 

«>-•(£)  -<&) 


§.  1. 

Die  auf  einander  folgenden  Reihen  figurirter  Zahlen  sind 


ux 

u 

• U , «4  «6 

U9 

u^  . 

o 

U 

1 

1 

1 1 1 

1 

1 . 

i 

u 

1 

2 

3 4 5 

6 

7 . 

2 

u 

1 

3 

6 10  15 

21 

28  . 

3 

u 

1 

4 

10  20  35 

56 

84  . 

4 

u 

1 

5 

15  35  70  126  210  . 

• 

• 

• 

• • • 

• 

• • 

lim  ein  beliebiges  »tes  Glied  aus  einer  dieser  Reihen  zu  bezeicli- 

O 1 2 

nen,  wollen  wir  uns  der  Symbole  «*„,  un  u.  s.  f.  bedienen, 
dass  z.  B.  die  in  der  vierten  Horizontalreihe  befindliche  Zahl 

durch  u1  vorgestellt  sein  soll. 

Ferner  wollen  wir  die  Summe  der  n ersten  Glieder  einer  die- 
ser Reiben,  nämlich 


4 k k k k k 

k 

durch  S„  andeuten. 

Die  Bildungsweise  der  figurirten  Zahlen  wird  alsdann  erstens 
durch  folgende  Gleichung 

4-4-1  k k 4—1 

(A)  ....  un  = Sn  oder  un  = Sn 


unzweideutig  charakterisirt. 
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Bequemer  ist  jedoch  für  die  successive  Berechnung  jedes  fol- 

/KH 

genden  Gliedes  vn  aus  dem  vorhergehenden  9tn—\  die  Formel 

. / 

*+l  4+1  l * 

(B)  ....  un  = 9t n — 1 -+-  Vn 

ti  4 t ^+1 

welche  unmittelbar  aus  (A)  folgt,  weil  Sn  = Sn—i  ■+•  vn  = vn-\ 
h 4 

-4 ist.  So  ist  z.  B.  »a  = 120  entstanden  durch  Additiou  von 

4 3 

»6=70  und  »6  = 56. 


Man  bemerke  nun , wenn  man  in  der  qnadratförmigen  Zusam- 
menstellung dieser  figurirten  Zahlen,  so  wie  es  in  der  folgenden 
Figur  geschehen  ist,  von  links  nach  rechts  aufsteigende  Diagonal- 
linien zieht, 


0 

1 

2 

3 

4 

5 


«,  tt7  vj  »4‘;  w£ 


('■ 

nr 


1 1 1 1 1 1 

13 3 0 

1 3 6^.10  , 15  .1  21 

1~~4 10  20  35  56 

l3  15  35  70  .126 

jffli  »i'J  . 


dasä  alsdann 

durch  die  erste  Diagpnalc  verbunden  werden  1 und  1 

- zweite  - - - 1,  2,  1 

- dritte  - - - l,  3,  3,  1 

u,  s.  f., 


also  der  Reihe  nach  die  Binomialcoefficienten  zur  ersten,  zweiten, 
dritteu  u.  s.  f.  Potenz.  Dass  dieses  Gesetz,  wenn  es  für  eine  be- 
liebige dieser  aufsteigenden  Reihen  z.  B.  die  pte  stattfindet,  auch 
für  clie  folgende  (p-\-  l)te  Richtigkeit  behalten  müsse,  ist  leicht 
einzuseheu.  Denn  erstens  fängt  diese  folgende  Reihe  offenbar  eben- 
falls mit  1 an,  zählt  ein  Glied  mehr  als  die  vorhergehende  und  en- 
digt wieder  mit  1.  Und  ausserdem  ist  vermöge  der  Entstehung  der 
figurirten  Zahlen  (Gleichung  B)  das  zweite  Glied  dieser  folgenden 
Diagonalreihe  gleich  der  Summe  des  ersten  und  zweiten  Gliedes  der 
vorhergehenden  * ihr  drittes  Glied  gleich  der  Summe  des  zweiten 
uud  dritten  Gliedes  der  vorhergehenden  u.  s.  f. , es  sind  also  die 
Glieder  dieser  {p  -f-  l)ten  Diagonalreihe  ganz  ebenso  aus  denen  der 
/?ten  Reibe  abzuleiten,  wie  den  Formeln  (3)  zu  Folge  die  Bino- 
mialcoefficienten  zur  (p  + l)ten  Potenz  aus  denen  zur  pten  Potenz 
entstehen. 

Wenn  wir  daher,  um  ein  beliebiges  Glied  einer  dieser  schräg 
aufsteigenden  Diagonaireihen  zu  bezeichnen , den  Träger  % anstatt 
u wählen,  im  Uebrigen  aber  die  Bezeichnung  der  früher  gewählten 

gleich  lassen,  so  dass  z.  B.  die  Reihe 

* 

4 4 4 4 4 

• *1  *2  *4  .*6 
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einerlei  sein  soll  mit  der  von  links  nach  rechts  aufsteigenden  Dia- 
gonalreihe 

1 4 6 4 1 

nämlich 


G)a)G)G)G) 


so  sind  wir  im  Stande,  das  vorher  nachgewiesene  Gesetz  durch  die 
Gleichung  auszusprechen 


P f V \ 
(C.a)  ....  = 


wobei  p und  n ^ (p  -4-  1 ) zwei  positive  ganze  Zahlen  andeuten 
sollen,  oder  auch  vermöge  der  Gleichung  (4)  durch 


(C . ß)  . . , . sn  — — n i)* 


Nun  ersieht  man  aber  aus  dem  vorher  aufgestellten  Schema  der 
figurirten  Zahlen  sogleich,  dass 

p ' p 

x1=rdem  ersten  Gliede  der  ptea  Horizontalreihe  = 


r 

»,=  - zweiten 
*,  = - dritten 


nämlich  allgemein 


- (p — l)ten 

- (/>— 2)ten 
u.  s.  f. 


p— 1 


p — 2 


V p—n+l 
%n 


Setzt  man  daher  p — — f—  1 = Xr,  also  p •=:  k n — 1,  so  wird 

k k-\-n — 1 
Un  S=  %n 

oder,  indem  man  jetzt  eine  der  Gleichungen  (C)  zu  Hülfe  ruft,  ent- 
weder 

» 

* /k  + n — fr 


oder 


(D  . «) Un ( 78  — 1 ) 

(D . /?)  ....  _ 


# 

Diese  letztere  ist  die  verlangte  Formel.  Setzt  man  darin  der  Reihe 
nach  k ==  0, 1, 2,  3 .... , so  ergiebt  sich 
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für  die  Reihe 

das  allgemeine  Glied 

1,1,  1,  1, 

er: 

1=1 

1,  2,  3,  4,  5,  • • . . 

CD 

= n 

1,3,  6,  10,  15, .... 

Qi-h 

^ n(n  -4-  1)  • 

' 1.2 

1,  4,  10,  20,  35,.... 

et2: 

\ *(*-f-l)  (**  -4-2) 

' 1.2.3 

u.  s.  f.  * 

1 

$.3. 

Um  aber  eine  beliebige  Arte  Reihe  in  ihrer  völligen  Allgemein- 
heit, nämlich  die  ersten  Glieder  derselben  als  Functionen  von  Ar, 
so  dass  ein  gewisses  Bildungsgesetz  möglichst  klar  erkannt  werde, 
und  ihr  allgemeines  Glied  als  eine  nach  eben  diesem  Gesetz  gebil- 
dete Function  von  k und  n herzustellen,  möchte  es  am  einfachsten 
sein,  anstatt  der  Formel  (D . ß ) sich  der  anderen  (D  . a) 


k 

Un 


/k-t-n — 1\ 
= V 71  — \ ) 


zu  bedienen.  Denn  alsdann  erhält  man  sofort,  indem  man  succcs- 
siv  »=1,2,3,....  setzt, 

* ik\  „ * * /*-4-2\ (*-hl)(*-»-2) 

*».  = U J = *«  «>  = V 1 )•  °*  — K 2 ) — T2 ’ 

u.  s.  f. 

k (&-+-1)  (£-4-2)  (£-4-3)  ....  (£-f*»— 1) 

Vn=  1 .2. 3 ....(»  — l)  •. 

0 * 

Die  allgemeine  Reihe  figurirter  Zahlen  Arter  Ordnung  ist  also 

1 H — T H ü 1 H2Tj *-•••• 

, (£ ~4~  1)  (£-4-2) ....  (£ -4- s — 1) 

. . -t-  1 . 2....(n — 1) 


und  ihre  Summe  ist  zu  Folge  (A)  und  (D) 

k *-4-1  /'fc-f-nN  n{n  -fr.  1)  {n  -4-  2) ....  (n  -4-  k) 

t = Vn  = {fc_hiJ 

\ 

oder  auch 


Sn  — Un  — ^£-4-1./  1 .2. 3. .».(£-4-  1) 


/Ofc-f-riN  (£_|-2)(£-|-3)....(£-4-«) 

— \n  — \)  — 1 .2 ....  (»—■!)  . 
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Analytische  Aphorismen. 


Von  . 

Herrn  Doctor  O.  Sclilömilch 

zu  Weimar. 


I.  Summirung  der  Heike 

* ■ # 

4- -f- . . i . (1) 

/ 

Soll  J\ac)  eine  endliche  Grösse  sein,  so  muss  ac *<  1 bleiben, 
ausserdem  hat  die  Reihe  keine  Summe.  Denkt  man  sich  die  Glei- 
chung (1)  auch  für  eine  andere  Veränderliche  y hingescbrieben, 
so  ist  durch  Subtraction 


-Äy)  j m . 

= (ar  — y)  — ^(a:*  — — y*) — i(^4  — y4) .1)  * 

Ferner  hat  man  analog  (1)  auch 

_x  — y X(x-y y X(x-y\' 

/Vl+y;"l+y  *Kl+y)  +,U+yJ 

Nehmen  wir  an,  dass  y ein  achter  Bruch  sei,  so  lassen  sich  die 
Ausdrücke  . 

» , . * 

* « i » 

*»  » r—  » 

. • I . 1 1 


H-y’  (H-y)*’  (H-y)*’ 

i • , 

nach  dem  Binomialtheorem  in  Reihen  verwandeln  und  dadurch  wird 


/(*=* 


4-y 


) 


t- 


= (&  — y)  [(—  l)o  + (—l)iy ■+-(— l),ya l),y* 4-...  1 
— ?(•»  — y)2  K — 2)o  4-  (—  2),y4-(—  2)2y3  -h(—2),y3  -f-. .. .] 
-+- y(«^  — y)3  K — 3)0  4- ( — 3),yH-( — 3),y*  4-  (—  3 ),y3  4-  . . . 


Nehmen  wir  die  einzelnen  Glieder  diagonal  zusammen,  so  ergiebt 
sich : 


I. 

I * 

' . 91 

= (*  — y)(—  i)o 

-+-  (■*  — y)  f(—  i).y — i(—  2)„(^  — y)l 

-+-  (-*■  — y)  I(—  i).y*  — 4(—  2)isi*  — y)  + 1(—  3)»(^ — y)’l 

-M^—y)  K—  i).ys  — {(—  2),  y'(ar  — y)  -+- K—  *)■  yte-  — y)1 

— W—  *)»(&— y)‘] 


Ein  allgemeines  Glied  dieser  Reihe  würde  folgendes  sein: 

— y)£( — 1 y)-K(— i (3) 


Betrachten  wir  die  eingeklammerte  Grösse,  in  der  wir  oc  — y mit 
x bezeichnen  wollen,  für  sich. 

Es  ist  ein  bekannter  Satz  von  den  Binomialkoefficienten,  dass 

\ » 

(—**»)?= <—  iy\m +p— *)/. 

ist ; darnach  wird 

» % 

(—  1 )*y”  — i(—  2)„_i  y"“1*  4-  {(—  3)„_2y«-2*  * — 

= ( — l)n  \*nyn  4-  4-  T»«-2yn_2*a  4-  • . • 

= (—  l)n  [»0y«  4-  i^y”“1*  4-  i^y”-2*2  4- ] (4) 

/ . 

Dieser  Ausdruck  lässt  sich  aber  bedeutend  abkürzen.  Es  ist  näm- 
lich für  jedes  u , 


(1  _|_  w)»+i  _ 1 = 


-4- 


(n-j-l)n^  t (n  l)n(n  — 1) 


1.2 


1.2.3 


«r 


folglich 


(1  -f-  u)n+\  - 1 _ 
(n  -f- 1 )u 


*•  + 1.2  * 


oder 


(1  -t-  u)»+i  — 1 
( n -f- 1 )u 


— »o  + 4-  i«*»2  4-  . . 


3; 

Daraus  folgt  für  u=z—  und  durch  Multiplication  mit  yn: 


(s  -+■  y)n+i  — yfl+i 
(n  -4-  1)2 


= ».yn  4-  i»,y*“J*  4-  t »ajr*-2«1  4- . • • « 


und  auf  der  rechten  Seite  steht  jetzt  die  in  (4)  eiugeklammerte 
Reihe.  Der  Ausdruck  in  (4)  ist  daher 

, # 

(— ’ M”  (t  4-  y)n+l  — y”+i 

«4~i  * x * • 
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% 

aber  * war  = x — y und  daher  ist  die  vorliegende  Grösse 


(—  1)»  — y*-+-i 

n 1 " x — y 


folglich*  ist  der  Ausdruck  (3),  welcher  das  allgemeine  Glied  der 
Reihe  für  darstellte,  , 


( l)n  , 

= “Ti  ix"*1  — yn+lh 


Wir  haben  daher  ' * 

) = (^ — y)  — U*'  — -M(^*  —*■)  — •••• 


Vergleichen  wir  damit  den  Ausdruck  (2),  so  ergiebt  sich  die  Glei- 
chung 


/(•*)  -/(y)  =/(rq^)- 

Die  Summe  der  Reihe 


x — \x*  + \x*  — + 1 ^ x — 1 


ist  also  diejenige  Function  von  x } welche  die  Eigen- 
schaft hat: 


/(•*)  —Av)  =/(fqif  )• 

Um  hieraus  die  Function  y*  bestimmen  zu  können,  setzen  wir 
f(x)  = 5p ( 1 -f- x)j  wo  (f  eine  neue  Function  bedeutet.  Es  wird 
jetzt 

9<I  -+--*■)  — 9>(l  + y)  = SP(1+fq^)  — ?(r+y)‘ 

* 

Nehmen  wir  noch  1 -{-  & =z  ctß,  1 .+*y=/S,  so  kommt 

* 

9>{<*ß)  — SP(ft  = 9P(«) 


oder 


SP(a)4-yQ?)  = y(a/?). 

Man  ^eiss  aber,  dass  diese  Function  keine  andere  ist,  als 
\ * 

gp(«)  = a log  a (mit  beliebiger  Basis), 


wo  a eine  willkührliche  Constante  bedeutet  (Cauchy,coursd’ana- 
ly8e>page  Hl);  also  haben  wir  auch  gp (1  -+•  x)  = a log  (1  •+-  x), 
und  weil  y(l  -fr  x)  z=zf(x)  war,  f(x)  = a log  (1  -+-  x) ; folglich 


alogCl  + ^zr^-'^  + j^  — -4-l>or>  — 1.  (5) 

* - * v 

Man  hat  ebenso 


J 
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a log (1  — x)  = — x — {.r1  — \xl  1 > x> — 1 (6) 

durch  Subtraction 

% I 

\ 

l°?  = +1>4?> — 1 (7) 


und  für  ~^r= 
I — x 


z: 


l<*  log  x = 


x — 1 
2-1-1 


OC  > 2 > 0.  (8) 


Daraus  bestimmt  man  a , indem  man  * = £,  der  Basis  des  logarith- 
miscben  Systems  nimmt;  es  ist  dann  log  £=1,  folglich 


i 

Ti 


a 


h — 1 

b -f-1 


Hat  man  auf  diese  Weise  a gefunden,  so  erhalt  man  aus  (8) 

"•«*=5[Si+*(Sl)'+f(SI)'+ '■] 


und  der  Factor  7-  ist  die  Grösse,  welche  man  den  Modulus  des 
logarithmischen  Systems  nennt. 

Der  vorstehende  Beweis,  welcher  sich  an  die  von  Cauchy  auf 
pag.  165  und  168  für  die  Binomial-  und  Exponentialreihe  gegebe- 
nen Beweise  anschliesst,  dürfte  sich  hauptsächlich  dadurch  empfehlen, 
dass  er  ebenso  wenig  von  der  Kenntniss  der  Exponentialreihe,  noch 
von  der  Methode  der  unbestimmten  Coefticienten  Gebrauch  macht. 


II.  Beweis,  dass  für  jedes  (i 


d(xt*) 

dx 


= fixt*— 1 


ist. 


' Um  den  ausgesprochenen  Satz  zu  beweisen,  geht  man  gewöhn- 
lich vom  Binomialtheorem  für-ganze  positive  Exponenten  aus,  oder 
zeigt  wenigstens  mittelst  des  Schlusses  von  n auf  »-+- 1,  dass  für 

f 

(1  “f- x)n  = 1 + A , x + A 2x*  -f- ....  + A nXn 
A t = n ist,  woraus  sich  die  Gleichung 


d(x”) 

dx 


= nxn~x 


> 


ableiten  lässt;  diese  wird  dann  auch  auf  gebrocheue  und  negative 
n ausgedehnt.  Man  kann  aber  auf  viel  kürzerem  Wege  sogleich 
zum  allgemeinsten  Resultate  gelangen. 

Man  weiss  nämlich,  dass,  wenn  />,  q,  r,  u.  s.  w.  Functionen  / 
von  x bedeuten,  die  Gleichung  statt  findet: 

v 

» ♦ 

d(pyr.„.)  dp  t dg  t dr 

pqr.'.%  “r~  p q . r “*“’**’’ 
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oder,  wenn  wir  überall  mit  da:  dividiren  und  den  Differentialquo- 

dfX 

tieoten  einer  Function  überhaupt  mit  D bezeichnen 


auch 


D{pqr,...) Dp  , Dq  ,Dr 

p//r....  p y r "’*"*“* 


» 

Sei  nun  p ss  xa,  q = xß,  r = xV , u.  s.  w.,  so  ist 

pqr 

also 

t * 

Z)(xa+ß+y+") D{xa)  D{xß)  D(acY) 

xa-+-ß-+-y+-~-  xa  • scß  " xY  ’ * * ’ 

i 

Bezeichnen  wir  überhaupt 

' **«“)  ..  , , 

—£r  m,t  sw 

4 

so  sagt  jene  Gleichung,  dass  diese  Function  die  Eigenschaft  bat 

y(a-f-/?-f = gp(a)  -+-  (p(ß ) $p(»  -h  . . . . 

woraus  folgt,  dass  für  jedes  beliebige  fi  die  Function  (p  von  der 
Form  ist 

S>(/»)  = f»SP(l) 

* 

\ 

(Cauchy,  cours  d’aualyse,  page  106).  Aber  es  ist 

d{a ;') 


folglich 


mflv  D(*1)  _ dx  1 
?(1)  — ~~äT  —x> 


9 (/*)  = • — » 


und  weil  <p(ji)z=z  - - war,  so  ergiebt  sich 

/>(#<“)  ==  fixt*— 1 oder  zrzpxt4— 1 

für  jedes  beliebige  p. 

* 

/ 

III.  Summirung  der  Reihe 
w„  2 »,  2.4  ft2  * 2.4. 6. ...2» 


1 3*2 


3.5  * 3 


3.5.7 ....  2s  -f" 


(1) 

1 n -+-  1 v ' 


Es  ist  folgendes  Integral  bekannt: 

, /•!,-  x , , 2. 4. 6... .2 m 

1/  (1  — x)~\xmdx  — — =. 

f 3 .5.7... .2m 1 


(2) 
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Alan  erhalt  dasselbe  atu  leichtesten  durch  mehrmalige  Anwendung 
der  Reductionsformel 


* 


X = a -+-  b&n, 

XP+ i j?«— » (///  — ri)a 


{m  -f-  np)b  (m  -f-  np)b 


ß 


Xpdx 


für  0 = 1,  b = — 1,  « = 1,  pz=  — indem  man  nachher  m-\-\ 
für  tn  setzt. 

Substituiren  wir  die  Werthe  des  Integrals  (2)  für  m=z 0,  I, 
2, . ...»  in  die  Reihe  (1),  so  ergiebt  sich,  dass  dieselbe  dem  fol- 
genden Ausdrucke  gleich  ist: 


wovon  man  sich  auch  umgekehrt  durch  Integration  der  einzelnen 
Glieder  leicht  überzeugt. 

Nun  ist  aber 

i _ (i  _*,)„+ 1 _ £dhJ^  _ + («+i  )«(»-»),_  • 

1 — 1 1.2  T 1.2.3  ^ 

folglich 

l-(l-;r)"+l  , * , »fr - 1)  , 

(n-i-l)*  t • j ^ t"  t • x . 2 ^ 

. =0O  — — .... 

Durch  Substitution  dieses  Werthes  geht  das  Integral  (3)  in  das  fol- 
gende über 


t/o 


1 1 — (1  — 


* ' - (»+i)x  <*  - x^idx- 


t ♦ 

Für  x = 1 — y erhält  man  daraus 

t 

y»0  l_y«+l  1 p\\  — 

“V. .ü+Dd-yj*^^ = 2^+2 ./o  -T-rr^dy 

= zn+üßo  f1 + y •+■ y1  •+■  y* ■+•  ••••"*- 


1 


2re-*-2  (1— * ’ 2 — 
1 


i 

T 


1 


**-+-1-4 


2re  “1”  1 


• s + 1 ( 1 

v 

Fs  ist  daher 

, # 1 * 

no  ^ i 2. 4 re  2 % * ^ «4« 

1 3*2^3. 5*3  EO*  4 


re -f-1 


T + H~T 


2re-f-  1 


W 
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wodurch  die  Summe  der  Reihe  in  ihrer  möglichst  einfachen  Form 
dargestellt  wird. 


IV.  Ableitung  einer  Reihe  für  Are*  tan  x. 

% 

Es  ist  folgende  Reihe  bekannt: 

9 h >« 

.....  (1)  . 


. . s3  , 2 x*  , 2.4  *• 

Are»  sin  * = T + T • y H-  ■ j 


Sie  wurde  von  Stainville  zuerst  gegeben  und  ist  dann  auf  ver- 
schiedene Weise  bewiesen,  worden.  (Einen  elementaren  Beweis 
giebt  Cauchy  a.  a.  0.  page  549  — 550). 

Man  hat  aber 


Arctan  xzxz  Arcsin 


x 


Vi 


x7 


folglich,  wenn  man  beiderseits  quadrirt  und  rechts  die  Gleichung 
(1)  an  wendet, 

•r  / 

x 3 . r x 3 \*  ,2.4  s x 3 N* 

Arc’tan  * = + i • + 0-*Cm^V 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  x<^\  sei,  lassen  sich  die  Grössen 

i 

1-f-  ar3’  (1  -t-ar3)3*  (l-f-a?3)»» 

mittelst  des  Binomialtheorems  für  negative  Exponenten  in  Reihen 
verwandeln  und  geben  jetzt  folgenden  Ausdruck: 

Are3  tan  x = x2[( — 1)0  -+-  ( — l)x.r3 -+-  ( — l)2a?4-}-( — l),ar9  -4- — J . 
■+*  *3“  • "2"[( — 2)0  + ( — — 2)2.r4-+-( — 2)1^r*H-....J 

*+■  §75  • ^~l( — 3)0  -+-( — 3),^r3 -f-( — 3)a.r4-+-( — 3),a?a 


Ordnet  man  denselben  nach  Potenzen  von  xy  so  ergiebt  sich: 
Are*  tan  x = x*  . ( — l)n 


x 


«rhiiia-its 


i.  - 


<-!),'  2 (-2),  , 2.4  -( — 3)0 


3.5  * 


] 


Ein  allgemeines  Glied  dieser  Reihe  würde  sein: 


2 ( — 2)«— i . 2.4  (-3)„-2 

3 * 2 3.5  * 3 


••  *J 
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»der,  wenn  man  bemerkt,  dass  immer 


( — m);>  = (—  1)*  (m  -f-  />  — 1 );, 

4 


(-  \yx*»+2  [t — f • 

s 

==  (—  l)".r2"+2  [y  — y • 


««— i 
2 


2 . 4 n»~~  2 
375  * ~S~ 


2A  nt 

3.5  * T 


1 

• • • • I • 


•] 


Die  cingeklammerte  Reibe  ist  aber  die  nämliche,  welche  wir  in 
No.  111.  summirt  haben;  setzen  wir  ihre  Summe,  so  ist  unser  all- 
gemeines Glied 


*•  _ * 

= (-  ij-***«  • [* + i + i ■+• ••••' + ä~ ri3 


und  daher  erhalten  wir  das  bemerkenswerthe  Resultat: 


Are*  tan  or 

>1*2  >f*4  -rtl 

= T-y(l  + « + y(l+l  + il- 

oder  etwas  symmetrischer: 


(2) 


{•Are1  tan  x 

/»*  4 <*«6 

— ~2  (l  -f-  i)  *+*  *+"  1 -f-  i)  — 

welches  nach  der  früheren  Bemerkung  nur  so  lange  richtig  bleibt, 
als  07  ein  achter  Bruch  ist. 

Man  könnte  fragen,  ob  die  Reihe  noch  für  jp  = l couvergire, 
was  inan  aus  ihrer  Ableitung  nicht  unmittelbar  erkennen  kann.  Da 
die  Reihe  (3)  für  >r  = 1 nämlich 

4 4(1  t)  “1~  4(  1 HH  i + 4)  — * • • • (^) 

mit  wechselnden  Zeichen  fortgeht,  so  ist  zu  ihrer  Convergcnz  nichts 
weiter  notliig,  als  dass  jedes  Glied  grösser  als  das  nächste  ist,  also 
eine  beständige  Abnahme  der  Glieder  hinsichtlich  ihrer  absoluten 
Wertbe  statt  findet,  und  dass  zugleich  diese  Abnahme  ins  Unend- 
liche fortgehe,  mithin  die  Gränze,  welcher  sieb  die  Glieder  nähern, 
keine  andere  als  die  Nult  sei.  Beide  Umstände  treffen  bei  unserer 
Reihe  zusammen,  wie  sich  aus  dem  Folgenden  ergiebt.  * 

Ein  allgemeines  Glied  der  Reihe  (4)  ist,  abgesehen  vom  Zeichen, 

‘ A * 

*»=s[l+*+i+”"+sr^]* 


wofür  sich  wie  früher  das  integral  setzen  lässt: 


j_  n l—x2nd%  = _l  ± /*_*_** 

2ns  q 1 — s*  2ns  o 1 — »*  2ms  ol  — ** 


TheÜ  V. 
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Verwandelt  man 


1 — s5 


in  die  bekannte  unendliche  Reibe,  was  sieb 


liier  auf  ganz  ähnliche  Weise  wie  in  einem  früheren  Aufsatze  von 
mir*)  rechtfertigen  lässt,  so  ergiebt  sich  durch  Integration  der 
einzelnen  Glieder 


u„  = ^ [l  + I + T + in  inf.) 


1 


Om  l 


1 


....  in  inf.j 


2 n l2»  -f- 1 2»  + 3 2n  -f-  5 

» 

und  durch  Vereinigung  der  unter  einander  stehenden  Glieder 

* *■ 

1 1 .1 


un 


1(2 » + 1)  ^ 3(2 » + 3)  ^ 5(2»  + ») 


....in  inf«, 


ein  schon  an  und  für  sich  bemerkenswerther  Satz. 
Man  hätte  ebenso 


**«-4-1 


1 


1(2»  + 3)  3(2» + 5)  3(2» + 7) 


folglich  Geht  man  ferner  in  dem  Ausdrucke  für  u„  zur 

Gränze  für  wachsende  n über,  so  ist  offenbar 

Lim  un  = 0. 

Mittelst  dieser  beiden  Eigenschuften  der  allgemeinen  Glieder  n ist 
die  Convergenz  der  Reihe  (4)  bewiesen.  Wir  haben  daher  aus  (3) 
für  a;  = 1 


71 


30  — i ■+"!)■+■ 


1(1 


t)  • • • • (^) 


oc  _fi 


— — ( 

V.  Ueber  den  Werth  des  Integrales  f e dt. 

Der  Werth  des  vorstehenden  bestimmten  Integrules,  welches  in 
der  Wärmetheorie  und  Wahrscheinlichkeitsrechnung  vorkommt,  ist 
schon  auf  verschiedene  Weise  abgeleitet  worden,  von  Legend  re 
undLaplace  durch  doppelte  Integration,  vonPoisson  durch  eine 

geometrische  Betrachtung  u.s.w.  Eine  von  anderen  Theorien  unab- 
ängige  Entwickelung  desselben  ist  folgende. 

zuerst  erhellt.,  dass  das  fragliche  "integral  einen  endlichen 

Werth  haben  müsse!  Denn  da  die  Function  e rascher  abnimmt 


—t 


als  die  Function  e , so  muss 

' / 

/’  °°—t 

e dt  / e dt , d.  h.  < l 
0 »'0 


*)  Thl.  III.  No.  XXXII. 
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sein.  Bezeichnen  wir  den  unbekannten  Werth  des  Integrales  mit 
k,  so  ergieht  sich  aus  der  Gleichung 


o e dt=zk  ....  (1) 

V 

dadurch»  dass  man  X/ut  für  t setzt,  wo  n eine  beliebige  positive 
Constante  bedeutet  und  V/ u positiv  genommen  wird, 

y»* ut*  /• 

und  wenn  man  diese  Gleichung  //mal  nach  u partiell  differenztirt 

r*d«(iu‘')  „ _ , d»(u-i) 

Jo  du»  — “du»  ' 

d.  h. 


/»*  — ut* 

J t^e  dt  =s 


1.3.S....(2ft— I)  * 
2«m»  * l /u 


oder  a2  für  n gesetzt 


1 . 5 .5....  (2f*  — 1)  k 

Jo  t e lt 2»«to ......  (3) 


Mittelst  dieser  Gleichung  lässt  sich  der  Werth  des  Integrales 

f * sin  t-a't 1 , 

/ — j-e  dt 

./  o t 

in  eine  unendliche  Reihe  verwandeln.  Setzt  man  nämlich  für  siu  t ’ 
die  Reihe 


t_ 

1 


t' 


t 6 


1.2.3  1 1 . 2 . 3 . 4 . 5 


und  integrirt  die  einzelnen  Glieder  nach  Formel  (3),  so  ergiebt 
sich 


,30sin  t — «*<* 

e dt 


y^sin 

0 ~T 

* m 

_ fi  JL L_  _JL  -i-  *-3  i/. 

— ll  * a 1.2.3  *2.a*  ”r“  1.2. 3. 4.5  *2*. * * ’ *JA? 

= f£— r • W + tt2  • yGL)‘ (*) 

und  diess  ist  für  alle  möglichen  a richtig,  weil  diese  Reihe  jeder- 
zeit -convergirt. 

Man  kann  aber  jtuf  anderem  Wege  zu  ganz  der  nämlichen 
Reihe  gelangen.  Man  setze  nämlich  in  dem  Integrale 


e ‘dt 

# . 


Digitized  by  Google 


t 


100 


für  e 1 die  Reihe 


t* 

l — ~ 


t4 


1 " 1.2  1.2.3  ' 

l 

und  integrire  die  einzelnen  Glieder,  so  wird 


ß 


2«  et  dt 

o 


2___JL  jYjv 

2a  1 ‘ 3V2 a) 


— - 
1.2*5  V2  aJ 


•••(«) 


und  die  vorstehende  Reihe  ist  «die  nämliche  wie  die  in  Formel  (4) 
in  Parenthesen  stehende.  Multipliciren  wir  daher  das  vorliegende 
Resultat  mit  2k,  so  ist  durch  Vergleichung  von  (4)  und  (6) 

✓ 

. Uff  f' dt=ß^a't' dt ....  (7) 

J 

und  diess  gilt  für  jedes  beliebige  a.  Lassen  wir  dasselbe  immer 
kleiner  werden  und  gehen  zur  Gränze  für  a=:U  über,  so  wird 

2 a/V**«  r~ ¥*■ 

«/  0 «/  o t 

I ' 

Vermöge  der  Gleichung  (1)  ist  aber  die  linke  Seite  = 2Xra;  der 

7T 

Werth  des  Integrales  rechts  ist  bekanntlich  = ^r;  mithin  wird  2k2 

° \ m * 

71 

= °der  k ==  71  •>  wodurch  die  bisher  unbestimmte  Grösse  k 

ihre  Bestimmung  gefunden  hat.  * 

Wir  haben  jetzt  aus  Formel  (2)  für  u = a% 


f 

'S  o 


e dt — -7^-....  (8) 


und  aus  Formel  (3) 


f 

•'  o 


(9, 


2*a2*-+-l  2 

Setzt  man  in  Formel  (7)  rechts  ßt  für  t,  so  ergiebt  sich  , 

t fr  /^*sin  ßt-«*ß>t> 

, \/nß*«c  dt = / — ß-e  dt 

' o **  o t 

0(lcr,  — für  u gesetzt: 

* f » 

V./i?  *. 

Differenziirt  man  diese  Gleichung  nach  ß,  so  wird 


womit  die  wichtigsten  drei  Formeln  dieser  Art,  nämlich  (8),  (9) 
.und  (10),  bewiesen  sind. 

Aus  der  letzteren  kann  man  noch  ein  allgemeineres  Resultat 
ziehen.  Es  ist  nämlich  nach  einem  frühereu  Aufsatze  von  mir  über 
höhere  Difierenzialquotienten  (Tbl.  IV.  No.  XL.): 

— .fl*«2  \ 

dn(e  )■  1 

«k*  J(ll) 

= ( — a)n\{2au)n — 2/»2(2ais)n— 2 •+■  3.4»4(2/srt#)«— 4 — ....|«a  * ) 

'und  dieses  lässt  sich  auf  folgende  Weise  benutzen.  Man  differen* 
ziire  die  Gleichung  (10)  //mal  nach  so  ist 


__£I 

\/n  dn{e  4«2) /*xdn{ cos  ßt)  — ä**1 

2a  * dßn  */  o dßn  € ( 

. —a't* 

= J C08  (ßt  ±fi7T)  . tn  . € dt 

und  wenn  man  auf  der  linken  Seite  die  Gleichung  (11)  Für 
1 . f 

a=—\n  Anwendung  bringt,  so  erhält  man  das  Integral: 

% 9 

/»  _a’f» 

tn  cos  ($nn  -+-  ßt)  . e dt 


welches  noch  nicht  bekannt  zu  sein  scheint. 


1 


♦ # 


« 


/ 


VI. 

s / 

Ueber  die  Auffindung  mathematischer 
Wahrheiten  bei  den  Griechen. 

Von 

Herrn  Doctor  Ludwig  Felix  Ofterdinger  ' 

zu  Tübingen. 


I.  Artikel. 

^ * 

Die  Art,  wie  die  griechischen  Mathematiker  ihre  Entdeckungen 
gemacht  haben , ist  ein  Gegenstand , der  seine  volle  Lösung  immer 
noch  nicht  gefunden  hat.  Peter  Nunuez,  Franz  und  Peter 
Scbooten,  Wallis  und  mehrere  spätere  (Mathematiker  waren  der 
Ansicht,  duss  die  alten  Mathematiker  ein  Mittel  in  der  Hand  ge- 
habt haben,  durch  welches  sie  ihre  Sätze  erfunden  hätten,  duss  uns 
aber  dieses  nicht  überliefert  worden  sei.  Robert  Simson  glaubt 
dieses  Mittel  sei  die  Analysis,  wie  sie  uns  Pappus  im  Vll.  Buch 
seiner  mathematischen  Sammlungen  zeigt;  dieser  Ansicht  stimmten 
mehrere  Mathematiker  bei.  Eine  genaue  Betrachtung  der  mathe- 
matischen Werke  der  Griechen  zeigt,  dass  die  Analysis  allerdings 
bei  der  Abfassung  derselben  eine  grosse  Rolle  gespielt  hat,  dass 
aber  auch  die  Analysis,  wie  sie  uns  Pappus  giebt,  mehr  zur  Lö- 
sung  einer  geometrischen  Aufgabe,  als  zur  Auffindung  neuer  Sätze 
dient,  dass  deswegen,  wenn  die  Analysis  zur  Erfindung  neuer  Wahr- 
heiten gebraucht  werden  soll,  dieselbe  allgemeiner  aufgefasst  wer- 
den muss,  und  dann  doch  noch  ein  anderes  Etwas  übrig  bleibt, 
welches  zur  Entdeckung  mathematischer  Wahrheiten  führt.  Diess 
" alles  auszuführen  und  zu  beweisen  Ist  der  Zweck  nachfolgender 
Zeilen. 

Eine  Vergleichung  mit  neuern  Mithoden  ist  bei  einer  derarti- 
gen Arbeit  nicht  wohl  zu  umgeben,  und  wenn  der  Verfasser  diess 
auch  so  wenig  als  möglich  gethan  hat,  so  wird  er  dadurch  wobt 
keinem  Todei  ausgesetzt  sein. 


i 


% 
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§l- 

Ocher  die  Auffindung  mathematischer  Wahrheiten  durch 
die  Analysis,  oder  über  die  theoretische  Analysis. 

Wenn  man  einen  Satz  D hat,  dessen  Allgemeinheit  und  Gül- 
tigkeit noch  nicht  erkannt  wäre,  so  nehme  man  an,  er  gelte  in 
aller  Allgemeinheit.  Nach  einer  genauen  Untersuchung  dieses  Satzes 
wird  man  finden,  dass  er  in  aller  Allgemeinheit  bewiesen  werden 
könnte,  wenn  der  Satz  C in  aller  Allgemeinheit  gelten  würde  und 
bewiesen  werden  könnte;  dieser  aber,  wenn  der  Satz  B , und  die- 
ser, wenn  der  Satz  A gilt  und  bewiesen  werden  kann.  Hier  sind 
drei  Fälle  möglich: 

1)  Ist  A ein  Satz,  der  allgemein  gültig  ist,  und  entweder  schon 
bewiesen  ist,  oder  gar  keines  Beweises  bedarf,  so  ist  D in 
aller  Allgemeinheit  wahr  und  kann  bewiesen  werden. 

2)  Ist  hingegen  A ein  Satz,  von  dem  man  weiss,  dass  er  unwahr 
ist,  da  Zf  nur  als  wahr  erwiesen  werden  kann,  wenn  A wahr 
ist,  so  ist  in  diesem  Falle  C und  auch  D unwahr. 

3)  Ist  aber  A nicht  in  aller  Allgemeinheit  wahr,  sondern  hat  die- 
ser Satz  Ausnahmen,  so  haben  entweder  diese  Ausnahmen  kei- 
nen Einfluss  auf  B und  es  ist  dann  die  weitere  Untersuchung 
wie  im  ersten  Falle;  oder  sie  maehen,  dass  B zwar  gilt,  aber 
mit  Ausnahmen  , wo  dann  untersucht  werden  muss , ob  C den- 
noch wahr  oder  unwahr  ist  oder  mit  Ausnahmen  gilt,  und  im 
letztem  Falle,  ob  D allgemein  wahr  ist  oder  unwahr  oder  mit 
Ausnahmen  gilt. 

Diese  Untersuchungsart  nennt  man  die  theoretische  Ana- 
lysis0): sie  dient  also  i)  zur  Aufsuchung  des  Beweises  eines 

Satzes  und  2)  zur  Auffiuduug  neuer  Sätze,  welche  hier  die  Mittel- 
sätze  {ß  und  C\  sind,  und  die  zwischen  dem  Satze,  den  man  be- 
weisen will,  una  dem,  welchen  man  schon  bewiesen  hat,  liegen. 

Alle  Beweise  aller  mathematischen  Sätze,  alle  mathematischen 
Schriften  entstanden  durch  diese  Methode,  und  sie  kann  in  allen 
Theilen  der  Mathematik  noch  jetzt  mit  Nutzen  gebraucht 
werden.  Es  ist  daher  sehr  zu  bedauern,  dass  es  fast  scheint,  sic 
sei  ganz  verlohren ; denn  der  Gebrauch,  welcher  von  der  griechi- 
schen Analysis  bei  einzelnen  geometrischen  Aufgaben  und  hie  und 
da  bei  einem  einzeln  stehenden  Lehrsätze  gemacht  wird,  kann  kei- 
nen Anspruch  auf  eine  wissenschaftliche  Methode  machen00). 


°)  „Duplex  est  analyseos  genus,  vel  enim  est  veri  indagatrix,  diciturque 
„theoretica;  vel  propositi  investigatrix,  ac  problematica  vocatur.  In 
„theoretico  autem  genere,  quod  quaeritur,  revera  ita  se  habere  sup- 
„ponentes,  ac  deinde  per  ea  quae  consequuntur,  quasi  vera  sint  (ut  sunt 
„ex  bypothesi)  argumentantes ; ad  evidentem  aliquam  conclusionem  pro- 
„cedimus.  Jam  si  conclusio  illa  vera  sit,  vera  quoque  est  propositio 
„de  qua  quaeritur;  ac  demonstratio  reciproce  respondet  analysi.  Si 
„vero  in  ralsam  conclusionem  incidamus,  falsum  quoque  erit  de  quo 
„quaeritur.”  Pappi  Alexandrini  praefatio  ad  septimum  librum  collectio- 
nis  mathematicae. 

00 ) Klügel  (math.  Wörterbuch  I.  pag.  89.)  sagt:  „Die  theoretische  Analysis 
„wird  kaum  anders  brauchbar  sein , als  hei  der  Prüfung  eines  Satzes, 
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Uutcr  den  vielen  Beispielen,  welche  hier  gegeben  werden  könn- 
ten, mag  eines  angeführt  werden,  das  wegen  seines  allgemein  be- 
kannten Gegenstandes  die  Sache  am  leichtesten  klar  mucbeu ' wird 
und  das  gleichsam  die  Angel  ist,  um  welche  sich  alle  Sätze  der 
sechs  ersten  Bücher  der  Elemente  des  Euclides  drehen. 

Muitiplicirt  man  eine  Zahl  a mit  sich  selbst,  so  erhält  man  die 
Zahl  oa\  nun  lehrt  die  Erfahrung,  dass  wenn  man  eine  belie- 
bige Anzahl  (a)  gleich  grosser  Quadrate  hat,»  und  davon  aa  nimmt, 
man  daraus  ein  einziges  Quadrat  zusammensetzen  kann,  au  dessen 
jeder  Seite  a Quadrate  liegen;  so  kann  man  z.  B.  aus  3.3,  4.4, 
5.5  u.  s.  w.  Quadraten  einzelpe  grosse  Quadrate  bilden,  au  deren 
jeder  Seite  3,  4,  5 u.  s.  w.  von  jenen  kleinen  Quadraten  liegen. 
Bildet  man  nun  3 Quadrate,  von  denen  das  eine  9,  das  andere  16, 
und  das  dritte  25  gleiche  Quadrate  enthält,  so  dass  also  die  beiden 
ersten  Quadrate  eben  so  gross  als  das  dritte  sind,  so  lehrt  die  Er- 
fahrung, dass  wenn  man  die  drei  Seiten  dieser  drei  Quudrate  zu- 
sammen fügt.  man  ein  rechtwinkliges  Dreieck  erhält,  von  dem  , 
man  sagen  kann: 

das  Quadrat  der  dem  rechten  Winkel  gegenüberliegenden  Seite 
ist  gleich  den  Quadraten  der  ihn  einschliessendeu  Seiten. 

Da  inan  dasselbe  bei  den  Quadraten  tindet,  welche  aus  36,  64  und 
160,  ferner  bei  denen,  welche  aus  81,  144  und  225  kleinen  Qua- 
draten zusammengesetzt  siud,  so  entsteht  die  Frage,  oh  der  aufge- 
stellte Satz  nicht  ganz  allgemein  gilt*). 

Zu  eiuem  vollständigen  Beweise  eines  Satzes  gehört  aber,  dass 
man  alle  gebrauchten  Kunstausdrücke  gehörig  erklärt.  Deswegen 
ist  es  in  vorliegendem  Satze  nöthig,  die  Ausdrücke  Quadrat  und 
rechtwinkliges  Dreieck  zu  erklären;  Quadrate  und  rechtwink- 
lige Dreiecke  siud  geradlinigte  Figuren;  um  daher  eine  voll- 
ständige Erklärung  davon  geben  zu  können,  muss  man  eine  Erklä- 
rung von  gerndliuigten  Figuren  gebeu,  wozu  aber  die  Erklärungen 
von  Figur  und  Greuze,  Ebene  und  Fläche,  von  Linie  über- 
haupt, und  besonders  von  geraden  Linien,  und  dem  Aeusser- 
sten  einer  Linie,  also  die  Erklärungen  1 — 7,  13,  14  und  20  I. 
Eiern.  Eucl.  gehören. 

Rechtwinklige  Dreiecke  sind  Dreiecke;  daher  gehört  zu  einer 
vollständigen  Erklärung  dieser  Figuren  die  Erklärung  vom  Drei- 
ecke überhaupt  und  die  der  besondern  Arten  von  Dreiecken. 
Ebenso  gehört  zur  Erklärung  des  Quadrats  die  aller  vierseitigen 
Figuren.  Um  aber  die  Erklärungen  der  verschiedenen  Arten  von 
Dreiecken  und  Vierecken  zu  geben,  muss  man  die  Erklärungen  vom 
Winkel  und  dessen  besondern  Arten  vorausschickeu:  dadurch  er- 
hält inan  die  Erklärungen  8 — 12,  21 — 34  1.  Elem.  Eucl. 

. I 

„den  ein  Schriftsteller  aufstellt  oder  anwendet, ’ ohne  ihn  zu  bevyeisen  i” 
Lehmann  (mathematische  Abhandlungen.  Zerbst  1S29.  pag.  21.)  sagt: 
„Die  Alten  hatten  zwar  auch  eine  Art  von  Analysis,  die  aber  doch  von 
„der  neuern  ganz  verschieden  war,  nur  in  einem  blinden  Versuchen 
„bestand,  und,  in  Beziehung  auf  das  System,  als  eine  Nebensache,  bloss 
„als  ein  Uebungsmittel  der  Erfindungskraft,  betrachtet  worden  zu  sein 
„scheint.” 

°)  M.  Vitruvii  de  Architectura  libri  decem.  lib.  I.  2.  — Procli  commenta- 
rinruw  in  primum  Euclidis  librum  libri  quatuor.  üb.  IV.  ad  prop.  47. 
Eucl.  . 
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Nach  dieseu  Vorbereitungen  ist  es  möglich,  den  Beweis  de« 
Prellenden  Satzes  zu  suchen.  Um  aber  den  Beweis  eines  mathe- 
utisclien  Satzes  zu  finden,  ist  es  uöthig,  dass  man  das,  was  be- 
wiesen werden  soll,  sich  vor  Augen  lege,  und  also  bei  einem  geo- 
letrischeu  Satze  das  zu  Erweisende  durch  eine  Zeichuung  sieb 
ergegenwärt  ige.  Es  ist  also  die  Aufgabe  nöthig:  auf  einer  ge- 
ebenen  geraden  Linie  ein  Quadrat  zu  beschreiben.  Bei 
iösuug  dieser  Aufgabe  ist  man  genöthigt,  neue  Sätze,  durch  die 
tau  wieder  auf  andere  Sätze  kommt,  zu  beweisen,  neue  Erklärun- 
en  zu  geben,  uud  Forderungen,  so  wie  Grundsätze  aufzustellen. 

Geht  man  auf  diese  Weise  fort,  sucht  von  jedem  gefundenen 
»atze  den  Beweis  und  bildet  .von  jedem  die  Converse,  so  wird  man 
Ile  Erklärungen,  Forderungen,  Grundsätze  und  Sätze  des  ersten 
tiuches  der  Elemente  des  Euclides  erhalten. 

Aus  diesem  Beispiele  ist  zu  ersehen,,  wie  man  durch  die  Auuly- 
iis  Sätze  findet;  so  dass  sie  also  die  Methode  ist,  durch  die  man 
nicht  alltein  die  Beweise  einzelner  Sätze,  sondern  auch  eine  Menge 
neuer  Sätze  finden  kann. 

Archimedes  hat  in  deu  Vorreden  seiuer  geometrischen  Schriften 
jedesmul  diejenigen  Sätze  hervorgehoben,  die  er  beweisen  will: 
weudet  man  auf  sie  die  .analytische  Methode  au , so  wird  man  alle 
die  übrigen  Sätze  finden,  weiche  in  den  betreffenden  Büchern  sonst 
noch  enthalten  sind. 


Von  der  Zusammenfügung  der  durch  die  Analysis 
gefundenen  Sätze,  oder  von  der  Syuthesis. 


Wenu  man  das  durch  die  Analysis  Gefundene  so  zusammenfügt, 
dass  man  von  dem  Bekannten,  Einfachen  und  Erwieseneu  auf  das 
Zusammengesetzte  und  auf  das,  was  nur  durch  das  Einfache  zu 
erweisen  ist,  übergeht,  so  befolgt  man  die  synthetische  Me- 
thode. 

Es  wird  das  durch  die  Analysis  Aufgestellte  und  Gefundene 
eingetheilt  in  Erklärungen,  Forderungen,  Grundsätze*)  und  Sätze00). 


°)  hi  der  Regel  wird  der  Begriff  des  mathematischen  Grundsatzes  zu  be- 
beschränkt aufgefasst.  Die  Griechen  nannten  nämlich  Axiom  (Grund- 
satz) den  letzten  Satz,  welchen  die  Analysis  gefunden  hat  falso  den 
Satz  A.  in  §.  1.)  und  den  man  als  wahr  anzu nehmen  berechtigt  ist; 
(daher  Axiom»,  Annahme,  von  dtyovv  annehmen.)  Sind  die  Axiomata 
Sätze,  deren  Richtigkeit  von  selbst,  ohne  eines  Beweises  zu  bedürfen, 
cinleucbtet,  so  heissen  sie  xoivai  h'votcu , communes  notiones,  Gemein- 
sätze; sind  es  aber  Sätze,  die  eines  Beweises  bedürfen,  der  aber  nicht 
gegeben  wird,  sei  es,  dass  der  Beweis  sich  anderswo  findet,  oder  dass 
cr  in  der  vorgeschriebenen  Form  gar  nicht  gegeben  werden  kann, 
mau  aber  von  der  Richtigkeit  des  Satzes  überzeugt  ist,  so  heissen  sie 
“iftßavfjfitvtt  sumpta  oder  kurzweg  Annahmen.  Die  Grundsätze  1 — IO 
und  12  Elem.  Eucl.  sind  Geineinsätze,  dagegen  der  II  Eiern.  Euch, 
80  wie  die  Grundsätze  des  Archimedes  in  seinen  verschiedenen  Schrif- 
ten blosse  Annahmen  sind. 

• » » . . 

” > Vrocli  1.  c.  II.  8. 
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Der  erste  Satz  wird  also  der  sein,  welcher  allein  durch  die  Erklä- 
rungen, Forderungen  und  Grundsätze  construirt  und  erwiesen  wer- 
den kann  und  durch  den  der  zweite  Satz  erwiesen  wird.  Unter 
den  Sätzen,  welche  die  Analysis  gefunden  hat,  füllt  den  zweiten 
Platz  der  auö,  welcher  nur  durch  die  Erklärungen,  Forderungen, 
Grundsätze  und  den  ersten  Satz  construirt  und  erwiesen  werden 
kann  und  der  nöthig  ist  zum  Beweise  und  zur  Construction  des 
nachfolgenden  Satzes  u.  s.  w. 

Ob  die  Sätze,  welche  unmittelbar  auf  einander  folgen,  etwas 
aussagen,  das  eine  Verwandtschaft  unter  einander  beurkundet  oder 
nicht,  hat  auf  die  Folge,  nach  der  sie  aufgeführt  werden,  nicht  den 
geringsten  Einfluss;  diese  richtet  sich  ganz  allein  nach  der  Con- 
struction und  dem  Beweise.  Daher  kommt  es,  dass  Sätze  auf  einan- 
der folgen  können,  welche  den  verschiedensten  Inhalt  haben;  so 
handelt  z.  B.  1.  I.  Elem.  Euch  von  der  Construction  eines  gleich- 
seitigen Dreiecks;  2.  I.  von  der  Verzeichnung  einer  geraden  Linie 
von  einer  gegebenen  Länge  an  einen  gegebenen  Punkt;  3.  I.  von 
der  Gleichmachung  zweier  gegebenen  Linien;  4.  I.  von  der  Con- 
gruenz  zweier  Dreiecke  u.  s.  w.  Archimedes  handelt  in  seiner 
Schrift  von  den  Schneckenlinien  zuerst  (Satz  1.  und  2.)  mechani- 
sche, dann  (Satz  3 — *9)  geometrische,  dann*  (10 — 11)  arithmetische 
und  von  da  erst  wieder  geometrische  Sätze  ab.  Dasselbe  findet 
mau  in  allen  übrigen  Schriften  der  Griechen. 

Bei  der  Synthesis  ist  also  die  Ordnung,  in  der  sich  die  Sätze 
< folgen,  streng  vorgeschrieben,  jede  Abweichung  lässt  sich  durch 
nichts  rechtfertigen  (es  giebt  — wie  Euclides  sagte  — nur  einen 
einzigen  Weg,  der  zur  Geometrie  führt0),  und  da  die  Synthesis 
die  durch  die  Analysis  gefundenen  Sätze  zusammenfiigt,  so  werden 
durch  sie  keine  neue  Wahrheiten  gefunden,  welche  in  das  System 
gehören,  wohl  aber  lassen  sich  Conversen,  Verallgemeinerungen  der 
Sätze,  analoge  Sätze  bilden,  und  ebenso  ergeben  sich  Folgerungen 
und  Zusätze,  welche  durch  eine  analytische  Behandlung  zu  neuen 
Systemen  von  Sätzen  öfters  führen. 


Vom  Zusammen  fügen  der  Sätze  uud  dem  Auffinden 
neuer  Wahrheiten  durch  die  philosophische 

Methode. 

Dem  griechischen  Geiste  konnte  es  nicht  entgehen,  die  Bemer- 
kung zu  macheu,  dass  bei  der  Synthesis  eine  Masse  Sätze  neben 
einander  zu  stehen  kommen,  welche  wohl  in  Bezug  auf  den  Ber 
weis,  nicht  aber  in  Bezug  auf  das,  was  sie  aussagen,  einen  Zu- 
sammenhang haben,  dass  von  einem  Gegenstände  zwar  einzelne  Re- 
lationen aufgestellt  werden,  übrigens  nur  so  viele,  üls  gerade  zur 
Führung  des  Beweises  irgend  eines  Satzes  gehört,  und  deswegen 
der  Gegenstand  immer  noch  unerscböpft  bleibt.  Es  war  daher  scnou 
bei  den  Griechen  der  Wunsch  rege,  es  möge  diesen  Uebeln  abge- 
holfen werden;  alle  Bemühungen  schlugen  aber  fehl,  und  erst  die 


°)  Procli  1.  c.  II.  4. 
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ueuesteZeit  konnte  diesem  lange  gehegten  Wunsche  abhelfen,  nachdem 
man  bei  der  Anordnung  der  Sätze  und  bei  ihrer  Beweisführung  eineu 
ganz  neueu  Weg  eingeschlagen  hat,  und  die  Sätze  nicht  mehr  des 
Beweises,  sondern  des  Satzes  wegen  neben  einander  stellte.  Diese 
Methode  heisst  die  philosophische  oder  auch  die  genetische. 

Die  Aufgabe  der  philosophischen  Methode  ist,  durch  ein  Princip 
die  verschiedenen  Gegenstände  der  Mathematik  unter  sich  zu  ver- 
knüpfen , jeden  Gegenstand  aber  in  allen  seinen  Beziehungen  zu 
untersuchen  und  daher  die  Sätze,  weiche  in  Bezug  auf  das,  was 
sie  uns  sagen,  eine  Verwandtschaft  haben,  in  Gruppen  zu  fasseu, 
und  die  Sätze  sowohl  als  die  Gruppen  von  einem  allgemeinen  Ge- 
sichtspunkte aus  zu  betrachten  und  zu  beweisen. 

Die  Grössen  im  Allgemeinen,  als  Grossen  betrachtet,  dann  die 
Zahlen,  siud  von  einer  solchen  Einfachheit,  ihre  Verbindungen,  die 
sie  eingehen,  beruhen  auf  den  so  einfachen  Begriffen  von  ver- 
mehren und  vermindern,  dass  die  einzelnen  Sätze  wie  von  selbst 
in  einzelne  Gruppen  zerfallen,  bewiesen  und  von  dem  allgemeinen 
Gesichtspunkte  des  Vermehrens  und  Verminderns  betrachtet  werden 
können  *).  Die  geometrischen  Grössen  dagegen  sind  von  viel  com- 

Slicirterer  Natur,  weswegen  in  der  Geometrie  die  philosophische 
lethode  viel  später  Eingang  gefunden  hat,  und  hier  etwas  mehr 
im  Einzelnen  zu  betrachten  ist. 

Wenn  in  der  Arithmetik  der  erste  Begriff  der  der  Einheit00) 
ist,  so  ist  in  der  Geometrie  der  erste  der  des  Punktes  0*°)j  ein 
Punkt,  der  sich  bewegt,  beschreibt  eine  Linie,  und  wenn  diese  Be* 
wegung  nach  ein  und  derselben  Richtung  erfolgt,  so  entsteht  eine 
gerade  Linie.  Denkt  man  sieb  zwei  gerade  Linien  auf  einander 
gelegt,  wovon  die  eine  fest  liegt,  die  andere  aber  um  einen  End- 
punkt der  festliegenden  Linie  sich  zu  bewegen  im  Stande  ist,  so 
entsteht  durch  diese  Drehung  ein  Winkel,  der  alle  Werthe  von  0° 
bis  zu  360°  aiinehmeu  kann.  Drehen  sich  nun  um  die  beiden  End- 
punkte der  festliegeoden  Linie  zwei  gerade  Linien,  so  entsteht  in 
gewissen  Fällen  ein  Dreieck.  Auf  ähnliche  Weise  kann  mau  so 
nach  und  nach  alle  andere  Figuren  entstehen  lassen. 

Linien,  Winkel  und  Figuren  unterscheiden  sich  von  einander 
so  sehr*  durch  ihre  Entstehung,  dass  diese  das  Kennzeichen  zu  der 
Bildung  der  einzelnen  Gruppen  giebt.  Jenaclidem  sich  die  beweg- 
liche Linie  bei  den  Winkeln  bewegt  hat,  sind  die  einzelnen  Arten 
der  Winkel,  so  wie  ihre  Eigenschaften  entstunden,  woraus  sich  die 
Sätze  und  ihre  Beweise  ergeben.  Ebenso  ist  es  bei  den  Dreiecken: 
drehen  sich  eine  oder  mehrere  Linien  um  einen  oder  mehrere  Punkte, 
so  erhält  mau  nicht  allein  die  verschiedenen  Arten  der  Dreiecke 
und  ihre  allgemeinen  Eigenschaften,  sondern  auch  die  Lehre  von 
der  Congrucnz  derselben;  bewegen  sich  aber  eine  oder  mehrere  Li- 
nien mit  unwandelbaren  Winkeln,  so  erhält  man  die  Lehre  von  der 


♦ 


°)  B.  F.  Th i baut,  Grundriss  der  Mathematik.  5.  Auflage*  Güttingen. 
1831.  p.  3.  seq. 

00 ) Theonis  Smyrnai  Platonici  expositio  eoruin,  quae  in  arithinetieis  ad 
Platonis  lectionem  utilia  sunt.  cap.  IV. 

eeo)  Prodi  1.  c.  II.  def.  1. 
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Acbolichkeit  der  Dreiecke.  Auf  dieselbe  Art  werden  die  andern 
Figuren  behandelt  °). 

Bei  der  philosophischen  Methode  entspringen  die  Eigenschaften 
' der  Grössen  — also  die  Sätze  — aus  einem  bestimmten  Begriff  (in 
der  Arithmetik  aus  dem  Vermehren  (Zusammensetzen  mehrerer  Zah- 
len) und  Vermindern  (Theilen  der  Zahlen);  in  der  Geometrie  aus 
dem  der  Möglichkeit  der  Erzeugung  von  Constructionen)  und  darin 
liegt  die  Beweiskraft  der  Sätze,  ihre  Folgen  und  ihre  Gruppen. 
Bei  der  synthetischen  Methode  dagegen  werden  die  Eigenschaften 
ausgesagt  und  nachher  bewiesen,  die  Folge  liegt  hier  im  Beweise; 
ohue  die  analytische  Methode  weiss  man  daher  nicht,  woraus  die  ' 
Eigenschaften  gefolgert  werden  können.  Bei  der  philosophischen 
Methode  sucht  man  all«»  Eigenschaften  einer  Grösse  zu  erforschen, 
indem  man  die  Elemente  aller  Grössen  auf  jede  mögliche  Weise 
sich  ändern  lässt,  und  darin  liegt  das  Mittel  zur  Erforschung 
neuer  Sätze.  Bei  der  analytischen  Methode  sucht  man  eine  Eigen- 
schaft einer  Grösse  um  eine  andere  zu  beweisen,  man  sucht  also 
nicht  alle  Eigenschaften  einer  Grösse  zu  finden,  sondern  nur  die 
Eigenschaften  verschiedener  Grössen,  die  zum  Beweise  nöthig  sind. 


*.  4. 

i 

Geher  die  Auffindung  der  ersten  Sätze  der  Analysis. 

Bei  der  philosophischen  Methode  findet  man  Sätze,  indem  man 
eine  Grösse  betrachtet,  sie  in  ihre  einzelnen  Elemente  auflöst  uud 
diese  alle  nur  mögliche  Aenderungen  eingehen  lässt.  Bei  der  ana- 
lytischen Methode  findet  mau  dagegen  neue  Sätze  (Mittelsätze), 
indem  man  einen  Satz,  der  etwas  aussagt,  das  bis  jetzt  noch 
unbekannt  war,  zu  erweisen  sucht.  Dieser  Satz,  welcher  gleichsam 
den  Schlussstein  eines  Systems  von  Sätzen  bildet,  wird  also  aut'ge- 
-stellt , bevor  man  von  der  Richtigkeit  desselben  durch  den  Be- 
weis überzeugt  ist00);  da  aber  derlei  Sätze  nicht  aus  der  Luft 
gegriffen  werden  können  °°°),  so  muss  man  bestimmte  Anhaltspunkte 
haben,  durch  die  sie  gefunden  werden.  Diese  sind  aber 
*v *  *ie  Anwendung  der  Arithmetik  auf  die  Geometrie; 
e Anwendung  der  Geometrie  auf  die  Arithmetik; 
e mechanischen  Hülfsmittel; 
e angewandte  Mathematik; 
e Analogie; 
e Induction. 

1.  und  2. 

Die  Auffindung  des  pythagoräischcn  Lehrsatzes,  die  Sätze  des  II.  Bu- 
ches der  Elemente  des  Euclides,  die  vielfachen  Entdeckungen,  wel- 
che seit  Cartesius  durch  die  Anwendung  der  Arithmetik  auf  die 
Geometrie  gemacht  wurden,  machen  es  überflüssig,  die  Behauptung 


d 

d 


1) d 

2) 

3) 

4)  d 

5)  d 

6)  d 
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•)  Thibaut  1.  c.  pag.  187.  seq. 

00 ) Arehimedes  über  Schneckenlinien,  Vorrede. 

♦ * 

*oc)  Arehimedes  vorhandene  Werke  übersetzt  von  Nizzc.  Stralsund.  1824. 
pag.  281. 
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1.  durch  weitere  Beispiele  aus  der  altern  oder  neuern  Zeit  zu  be- 
kräftigen. 

ln  den  arithmetischen  Schriften  der  Griechen  finden  sich  überull 
Spuren  der  Anwendung-  der  Geometrie  auf  arithmetische  Untersu- 
chungen. Euclides  hat  in  VI.  16.  Elem.  den  Satz  uufgestellt,  dass 
wenn  vier  gerade  Linien  proportional  sind,  das  unter  den  äussern 
enthaltene  Rechteck  dem  unter  den  mittlern  enthaltenen  gleich  sei, 
einen  Satz,  den  Euclides  durch  die  Analysis  gefunden,  und  in  YU. 
19.  Eiern,  auf  die  Arithmetik  angewendet  hat,  und  der  einer  der 
Schlusssteine  des  siebenten  Buches  der  Elemente  ist.  Aehnliche 
Beispiele  finden  sich  viele  bei  den  Griechen,  um  so  mehr,  als  bei 
ihnen  die  Zahlenverhindungen  viel  schwieriger  als  bei  uns  auszu- 
führen waren. 

Zu  3. 

Lineal,  Zirkel,  Maassstab,  Waage  wurden  und  werden  immer 
noch  häufig  zur  Erfindung  einzelner  Sätze  gebraucht,  ebenso  wie 
* Instrumente,  welche  eigens  zur  Satzerfindung  geschaffen  werden 
mussten.  Geometrische  Eigenschaften  fallen  durch  Anschauung  sehr 
leicht  in  die  Augen,  daher  das  Zeichnen,  das  Verschneiden  von 
Flächen  und  Körpern  öfters  Veranlassungen  wurden,  geometrische 
Eigenschaften  aulzufinden.  Von  all  dem  finden  sich  in  den  Schrif- 
ten der  Griechen  viele  Beispiele:  bei  Sätzen,  bei  denen  es  sich  um 
unmittelbares  Vergleichen  von  Grössen  handelt,  ist  das  Decken 
und  Messen  das  Mittel,  bei  Sätze  zu  erfinden.  Die  Sätze  18,  24, 
27,  28  der  archimedischen  Schrift  über  Schneckenlinien  sind  die 
Grundpfeiler  des  ganzen  Buches  und  können  allein  durch  Zeich- 
nung und  Maassstab  gefunden  sein.  Die  Sätze  35,  48,  49,  37 
(zweiter  Theil)  I.  über  Kugel  und  Cyliuder  sind  durch  Auflegen 
dünner  Flächen  (Blätter)  und  nachheriges  Ausmessen  derselben  ge- 
funden worden.  Der  erste  Theil  des  37.  Satzes  I.  und  die  Sätze 

2,  4,  5,  6,  7,  S.  II.  über  Ku^el  und  Cylinder,  die  Sätze  23,  26, 
27  , 28  des  Buches  über  Konoiden  und  Sphäroiden.  ebenfalls  die 
Grundpfeiler  des  ganzen  Werkes,  sind  durch  wirkliches  Messen  des 
Körperinhaltes,  das  hier  aber  nur  durch  die  Waage  geschehen  kann, 
gefunden  worden.  Die  Sätze  3,  4,  5,  7.  XII.  Elem.  sind  durch  Zer- 
schneiden der  Körper  und  nachheriges  Messen  der  einzelnen  Theile 
gefunden  worden. 

Zu  der  Erfindung  neuer  Sätze  gebraucht  mao  öfters  eigene  In- 
strumente, die  erst  noch  zu  diesem  Zwecke  ausgedacht  werden 
müssen;  so  um  die  Eigenschaften  der  Curven  zu  finden,  dienen  öf- 
ters Instrumente,  mit  denen  dieselben  gezeichnet  werden  können. 

Zu  4. 

Zu  allen  Zeiten  hat  die  angewandte  Mathematik  eine  Menge 
neuer  Sätze  geliefert;  so  hat  z.  B.  Archimedes  durch  die  Statik 
gefunden,  dass  ein  parabolischer  Abschnitt  =£  eines  Dreiecks  sei, 
das  einerlei  Basis  und  gleiche  Höhe  mit  dem  Abschnitt  habe0)  und 
erst  später  hat  Archimedes  diesen  Satz  durch  geometrische  Schlüsse 
bewiesen  °°)'. 


°)  Archimedes  sagt  in  der  Vorrede  zur  Quadratur  der  Parabel  ausdrück- 
lich, er  habe  diesen  Satz  durch  An  vvendu  ng  der  Mechanik  gefunden. 

’ . N 

00 ) Archimedes  Quadratnr  der  Parabel.  Satz  24. 
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Auf  ähnliche  Art  hat  Pajipus0)  mehrere  Sätze  gefunden,  ebenso 
mehrere  neuere  Mathematiker,  von  denen  ich  nur  Lucas  Vale- 
rius00), Lalov era  °00),  Gregorius  a St.  Vincentio  O0O#)  und 
Guldinus  ***•* * *)  nenne.  Die  Entdeckung  der  Flnxionsrechnung, 
die  Theorie  mancher  krummen  Linie  zeigen  in  ihrem  Ursprung  viel- 
fach auf  die  angewandte  Mathematik. 

Zu  5 umd  O. 

Durch  Analogie  und  Induction  wurden  von  jeher  eine  Masse 
neuer  Sätze  aufgefunden,  wie  aus  den  ältesten  und  neueste^  mathe- 
matischen Werken  nachgewiesen  werden  kann. 

Nachdem  einmal  der  pytbagoräischc  Satz  erfunden  war,  ent- 
standen gleichsam  von  selbst  die  Fragen:  ob  dieser  Satz  bloss  bei 
rechtwinkligen  Dreiecken  gelte,  oder  ob  bei  schiefwinkligen  nicht 
analoge  Sätze  gefunden  werden  könuen,  d.  h.  ob  das  Quadrat  der 
Hypotenuse  bei  diesen  Dreiecken  gleich,  grosser  oder  kleiner  sei, 
als  die  Summe  der  Quadrate  der  Katheten;  ob  nicht  auch  andere 
Figuren  als  Quadrate  auf  die  Seiten  gezeichnet  werden  können. 

Wendet  man  zur  ersten  Untersuchung  ein  ähnliches  Verfahren 
an,  wie  heim  pythagoräischcn  Satze,  d.  h.  giebt  man  den  Seiten  be- 
, stimmte  Zahlcnwerthe,  so  wird  man  bald  die  Sätze  12  und  13  des 
11,  Buches  der  Elemente  des  Euclides  finden.  Um  aber,  diese  Sätze 
geometrisch  beweisen  zu  können,  ist  die  analytische  Methode  nö- 
tliig,  durch  die  man  die  übrigen  Sätze  des  zweiten  Buches  finden 
wird0000*0).  Versucht  man  bei  einem  rechtwinkligen  Dreiecke  auf 
den  Seiten  statt  der  Quadrate  andere  Figuren  zu  beschreiben,  die 
gleichseitig  und  gleichwinklig  sind,  wozu  man  die  Sätze  des  IV. 
und  III.  Buches  der  Elemente  nothig  hat,  so  wird  man  finden,  wenn 
man  den  Inhalt  dieser  Figuren  durch  irgend  ein  Mittel  bestimmt, 
dass  auch  hier  der  Inhalt  der  Figur  auf  der  Hypotenuse  gleich  ist 
dem  Inhalt  der  zwei  Figuren  auf  den  Katheten  zusammengenom- 
men. Sucht  man  diesen  Satz  noch  mehr  zu  verallgemeinern,  indem 
man  beliebige  Figuren  auf  die  drei  Seiten  zeichnet,  so  wird  man 
finden,  dass  der  Satz  nur  in  dem  Falle  gilt,  wenn  die  Figuren  ähn- 
lich sind.  Daraus  entspringt  der  Begriff  von  Aehnlichkeit,  aus  dem 
sich  wieder  der  der  geometrischen  Verhältnisse  ergiebt.  Man  findet 
also  durch  Analogie  den  31.  Vf.  Elem.  Euch,  und  wird,  wenn  man 
die  analytische  Methode  gebraucht,  die  Conversen  und  Folgerungen 
bildet,  die  übrigen  Sätze  des  VI.  und  V.  Buches  finden. 

Durch  Induction  und(  Analogie  sind  die  Sätze  des  XII.  Buches, 
die  meisten  desTheodosius  in  seinem  We$ke  über  Kugelschnitte  und 


•)  Pappi  1.  c,  lib*  VIII. 

* 

°°)  Lucae  Valerii  de  centro  gravitatis  solidorum  libri  III.  Romae.  1604. 

*00)  Quadratura  circnli  et  hyperbolae  segmenlorum.  Auct.  A.  Lalovera. 
Polosae.  1651. 

«o®o)  p#  Gregorii  a St.  Vincentio  opus  geometricum  quadraturae  eirculi 
et  sectionum  coni,  decem  libris  comprehensuin,  Antwerpiae.  1647. 

000*°)  P.  Guldin  de  centro  gravitatis.  Vien.  1635. 

°09000)  cf.  Prodi  1.  c.  cap.  IV.  ad  prop.  47. 
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deu  meisten  andern  Werken  der  Griechen  gefunden  worden.  Bei 
Papp  u s findet  sich  ein  besonders  merkwürdiges  Beispiel,  da  er  nicht 
allein  einen  Sutz  auf  diese  Art  gefunden , sondern  auch  durch  sie 
ihn  zu  beweisen  gesucht  hat;  Puppus  sagt  nämlich:  unter  allen  Kör- 
pern, die  gleiche  Oberflächen  haben,  habe  die  Kugel  den  grössten 
Inhalt* *).  In  einer  Reihe  von  Sätzen  beweist  nun  Puppus,  dass  un- 
ter allen  regulären  Körpern  von  gleicher  Oberfläche  der  den  gröss- 
ten Inhalt  habe,  welcher  von  am  meisten  ebenen  Flächen  einge- 
schlossen ist**),  und  folgert  nach  der  Analogie  obigen  Satz,  wo- 
durch übrigens  ein  vollständiger  Beweis  nicht  hergestellt  ist  ***). 

ln  neuerer  Zeit  ist  die  Methode,  Sätze  durch  Analogie  und  lu- 
duction  zu  finden,  viel  allgemeiner  als  im  Alterthum  angewandt 
worden,  ja  manche  Mathematiker  wollen  diese  Methode  zu  einer 
Beweisart  erheben****).  Die  vielen  neuen  Entdeckungen  in  der 
Geometrie,  der  binomische  Lehrsatz,  die  Sätze  von  deu  Potenzen 
(wo  untersucht  wird,  was  an  bedeutet,  wenn  n constant  oder  ver- 
änderlich ist,  unji  im  ersten  Falle,  wenn  n eine  positive  ganze  oder 
gebrochene,  oder  eine  negative  ganze  oder  gebrochene  Zabl  ist, 
oder  wenn  n = 0 gesetzt  wird)  sind  genug  Beispiele. 

Sind  durch  diese  sechs  angeführten  Arten  gleichsam  die  Grenz- 
steine eines  Systems  von  Sätzen  aufgestellt,  so  wird  sich  an  diese 
eine  Menge  neuer  Sätze  anreihen  lassen,  die  theils  durch  die  Ana- 
lysis — als  Mittelsätze  — gefunden  werden,  theils  aber  Conversen,  , 
Folgerungen  oder  Zusätze  des  vorher  Aufgefundeneu  sind. 


VII. 

M i s c e 1 1 e n. 


Auszug  aus  einem  Briefe  an  den  Herausgeber  von  Herrn 
G.  D.  E.  Weyer,  Assistenten  an  der  Sternwarte  zu 

Hamburg. 

„ Euer  u.  s.  w.  erlaube  ich  mir  ergebenst  die  Anfrage  zu  ma- 
chen, ob  die  Aufgabe 


8)  Pappi  1.  c.  V.  mech.  Theorien  17. 

*°)  Pappi  1.  c.  V.  18  — 57. 

*08)  L.  F.  Ofterdinger  methodoruin  expositio,  quarum  ope  principia  calculi 

superioris  inventa  sunt.  Pars  I.  Berol.  1831.  pag.  8. 

00c°)  J.  J.  v.  Littrow  kurze  Anleitung  zur  gesammten  Mathematik.'  Wien. 

1838.  pag.  IX. 
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„ein  Viereck  von  gegebenen  Seiten  so  zuconstruircn, 
„dass  die  Diagonalen  einander  gleich  werden,” 
vielleicht  schon  specielle  Auflösungen  erhalten  hat?  Ein  Lehrer  der 
Mathematik  erwähnte  dieser  Aufgabe  vor  einiger  Zeit  gegen  mich. 
Ich  fand  bald,  dass  sich  dieselbe  einer  schon  allgemeiner  gelösteu 
Aufgabe  unterordnen  liess,  nämlich  der  in  Carnots  Geometrie  de 
Position,  in  der  deutschen  Bearbeitung  von  Schumacher  Th.  2. 
S.  148.: 

„wenn  von  den  4 Seiten  und  2 Diagonalen  eines  Vier- 
ecks 5 gegeben  sind,  die  6te  zu  finden.” 

Die  nuadra tische  Gleichung,  welche  Carnot,  und  wie  ich  eben- 
daselbst angemerkt  finde,  auch  schon  Euler  und  Lexeli  für  die  Auf- 
lösung dieser  allgemeinen  Aufgabe  gefunden  haben,  geht  für  den 
obigen  speciellen  Fall  in  die  folgende  cubische  über  — welches 
immer  bemerkenswert!!  genug  sein  mag: 


2xa  — a . x2  -+-  ab . x -+-  add  = 0 

— b -+-  ac 

-f-  daa 

— c “1—  bd 

-+-  bcc 

— d — |—  cd 

-+-  ebb 

— 2 ad 

— abc 

— 2 bc 

— abd 

— aed 

— bed 

wo  x das  Quadrat  der  Diagonale,  und  6,  c,  d die  Quadrate  der 
Seften  des  Vierecks  bezeichnen.  Die  immer  mögliche  eine  reelle 

Wurzel  kann  negativ,  und  damit  die  Diagonale  (=1/  — x)  ima- 
ginär werden,  wro  die  Auflösung  unmöglich  ist,  z.  B.  wenn  zwei 
neben  einander  liegende  Seiten  des  Vierecks  gegen  die  beiden  übri- 
gen für  den  verlangten  Zweck  zu  klein  sind.” 

Mir  ist  die  obige  Bemerkung  neu  gewesen.  • G. 


VIII. 

» » 

Geometrische  Untersuchungen  über  Potenzlinie, 
Potenzcentrum  und  Potenzkreis,  Polarität, 
Aehnlichkeitspunkte  und 
Aehnlichkeitsaxen. 


Von 


Herrn  jC.  F.  Arndt, 

Lehrer  ain  Gymnasium  zu  Stralsund. *  *) 


I.  Potenzlinie,  Potenzcentrum  und  Potenzkreis. 

•'  ' 1. 

Aufgabe.  Den  geom etrischen  Ort  des  Punktes  zu  be- 
stimmen, für  welchen  die  Quadratdifferenz  seiner  Ent- 
fernungen von  zwei  festen  Punkten  eine  constante 
Grösse  ist. 

Auflösung.  Sind  A,  B die  festen  Punkte,  M der  Mittel- 

Eunkt  von  AB,  und  ist  Q,  der  Durchschnitt  des  von  dem  beliebigen 
unkte  P auf  AB  gefällten  Perpendikels  mit  AB,  so  ist  (Euclid. 
Eiern.  Lib.  H.  prop.  12.  13.) 

• -i  « 

PA*  = PAP  -+-  AM*  dh2AMx  QM 
PB * = PM*  -+-  AM*=2AMX  QM, 


* t I 

*)  Ich  glaube j| dass  diese  ganz  einfache,  bloss  die  elementarsten  Sätze  in 
Anspruch  nehmende  Darstellung  der  Hauptresultate  der  neueren  geome- 
trischen Untersuchungen  wohl  zu  der  so  sehr  zu  wünschenden  weitern 
Verbreitung  dieser  Gegenstände  geeignet  sein  und  vielleicht  eine  neue 
Veranlassung  zu  deren  Einführung  in  den  geometrischen  Elementarun-* 
terricht  geben  wird.  ' • •-  G. 

Theil  V. 
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-»  #•» 


mit  Beziehung  der  Zeichen  auf  einander;  folglich  durch  Subtraction 

v PA2  — PB2  — dzAAMx  QM, 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jenach- 
dem  PA  grösser  oder  kleiner  als  PB  ist. 

Nun  bewege  der  Punkt  P sich  so,  dass  PA* — PB2  dem  con- 
stanten  Quadrat  ff2  gleich  sei,  so  dass  q2  = AAMX  QM*  so  muss 
QM  constant  bleiben,  d.  b.  die  von  allen  den  Punkten,  für  welche 
die  Quadratdifferenz  der  Entfernungen  derselben  von  A und  B 
constant  ist,  auf  AB  gefällten  Perpendikel  müssen  AB  in  demsel- 
ben Punkte  schneiden,  und  folglich  müssen  gedachte  Puokte  selbst 
in  einer  auf  AB  perpendikulären  Geraden  liegen. 

Wegen  des  doppelten  Vorzeichens  werden  also  zwei  Gerade  den 
gesuchten  Ort  repräsentiren.  Zur  Construction  der  Oerter  bedient 
man  sich  am  besten  der  Relation  PA* — PB2  = q2  = OA2 — 0B2y 
und  mon  hat  also  folgende  Aufgabe  zu  lösen*.  . , ; 

y « v.  *5  ' ; vLi  3 u /i-.j 


*1  !*•  1 f «I  > V 

* # j » V 


Auf  einer  Geraden  AB  einen  Punkt  Q so  zu  bestim- 
men, dass  der  Quadraten tersehied  seiner  Entfernungen 
von  den  Endpunkten  d$r  Geraden  AL  und  B einem  gege- 
benen Quadrate  q 2 gleich  ist. 

Auflösung.  (Taf.  II.  Fig.  1.)  Ist  1)  q<^AB,  so  beschreibe 
man  über  AB  als  Diameter  einen  Halbkreis,  trage  q von  A aus 
als  Sehne  AC  ein,  fälle  von  C auf  AB  das  Perpendikel  CD  und 
halbire  DB  in  Q , so  ist  Q der  gesuchte  Punkt.  Denn  es  ist  q 2 
= ABXAD  = (AQ+BQ)  (AQ  — BQ)  = AQ2  — BQ2. 

Wenn  aber  2)  q^>AB^  so  errichte  man  BC  senkrecht  auf 
AB , trage  zwischen  die  Schenkel  des  rechten  Winkels  q von  A 
aus  als  Hypotenuse  AC  ein,  ziehe  CD  senkrecht  auf  AC$  dass  es 
AB  in  D schneidet,  und  halbire  DB  in  40,  so  ist  Q der  verlangte 
Punkt.  Denn  es  ist  q2  = ADxAB  = (AQ-j-  BQ)(AQ  — BQ) 
= AQ2  — BQ\ 

Ist  endlich  3)  q~AB,  so  ist  B der  verlangte  Punkt. 


• « 


. i 


- 3.  , 


i *. 


Aufgabe..  Welches  ist  der  geometrische  ürt  des 
Punktes,  für  welchen  die  Quadratsumme  seiner  En tfer- 
nungen  von  zwei  festen  Punkten  eiuera  constan te n Qua- 
drate q2  gleich  ist?  . . . -»  ■ 

Auflösung.  Nach  1.  hat  man  die  Relation 

• **  i * . i ..  * 

PA'A-PIi'  — %PM'  -t-  2AM', 

- % • - * « 

folglich  muss  PM  constant  sein,  da  2 PM2=:q2  — 2AM2  q2 

— \AB2^  oder  PMzzz  l /\q2 — \AB%  ist.  * • 

Falls  daher  q2  nioht  kleiner  als  \AB2  ist,  wird  der  gesuchte 
Ort  eine  aus  dem  Mittelpunkte  von  AB  mit  dem  obigen  Radius  be- 
schriebene Kreislinie  sein.  ' , 

Zur  Construction  des  Orts,  wenn  solcher  vorhanden,  bedient 


I 


I 


I 


I 


I 

I 
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moii  sieb  mit  Vortheil  eines  der  Durchschnitte  Q der  Kreislinie  mit 
der  Geraden  AB.  Zu  dem  Ende  ist  die  folgende  Aufgabe  zu  lösen. 

4 • 1 * 

♦ • 

4. 

' » 

Aufgabe.  Auf  einer  Geraden  AB  (Taf.  II.  Fig.  2.) 
einen  Punkt  Q so  zu  bestimmen,  dass  die  Quadratsumme 
seiner  Entfernungen  von  den  Endpunkten  der  Geraden 
A und  B einem  gegebenen  Quadrate  q2  gleich  ist. 

Auflösung.  Man  trage  an  ß und  AB  die  Gerade  BJL  so 
an,  dass  der  Winkel  AUL  die  Hälfte  eines  Rechten  beträgt,  und 
denke  sich  von  A auf  BL  und  AB  die  senkrechten  AK  und  AL 
gezogen,  so  dass  KA  = KB.  AL=zAB  und  BKt=.LK  wird. 


w Da  nun  AK*  = jAß2,  AL2r=zAB2  ist,  so  wird  ein  aus  A 
mit  q beschriebener  Kreis  die  Gerade  BL  gar  nicht,  oder  in  einem- 
Punkte  #,  oder  in  zwei  Punkten  treffen,  jenachdem  q2  <^±Aß2 
oder  z=z  \ AB2  oder  ^>^AB2  ist,  auch  wird  der  Kreis  die  Vertan« 
gerung  von  BL  über  die  Endpunkte  treffen,  wenn  AB  ist. 

Findet  kein  Durchschnittspunkt  statt,  so  ist  nach  dem  Obigen 
die  Aufgabe  unmöglich,  findet  aber  einer  oder  zwei  statt,  so  fälle 
man  von  einem  beliebigen  C auf  AB  das  Perpendikel  CQ ,'  so  ist 
Q der  gesuchte  Punkt,  wcil-^C*  oder  q2  = AQ2  -f-  CQ2  ==  AQ2 
BQ2  ist.  ~ , 


* 5. 

Zusatz.  Die  Quadratsumme  der  Tbeite  einer  geraden  Linie 
ist  ein  Minimum,  wenn  die  beiden  Theile  einander  gleich  sind; 
sonst  fällt  ihr  Werth  zwischen  \a2  und  a 2 , wenn  a die  Gerade 
ist,  und  liegt  ein  Punkt  auf  der  Verlängerung  der  Geraden,  so  ist 
die  Quadratsumme  der  Entfernungen  desselben  von  den  Endpunk- 
ten der  Geraden  grösser  als  das  Quudrat  der  letztem. 

t * t 

• ' 6. 

Lehrsatz.  Führt  man  in  der  Ebene  eines  Kreises 
durch  einen  festen  Punkt  nuch  beliebiger  Richtung  eine 
Gerade,  so  jedoch,  dass  sie  den  Kreis  in  zwei  Punkten 
schneidet,  so  ist  d as  Rechteck  aus  den  Entfernungen  des 
erst  gedachten  Punktes  von  den  Du rchsch n i tts pun kten 
der  durch  ihn  geführten  Geraden  mit  der  Kreislinie  von 
unverändert  ich  e r Grösse.  » 

Nämlich  wenn  der  gegebene  Punkt  sich  ausserhalb 
der  Kreislinie  befindet,  so  gleicht  das  constante  Recht- 
eck dem  Quadrate  der  vom  io  Rede  stehenden  Punkte  an 
die  Kreislinie  gezogenen  Tangente;  liegt  jener  aber 
innerhalb  der  Kreislinie,  so  hat  jenes  Rechteck  zum 
einfachen  Maasg  das  Quadrat  der  halben  Sehne,  welche 
auf  der  den  gegebenen  Punkt  mit  dem  Mittelpunkte  des 
Kreises  verbindenden  Geraden  in  dem  gegebenen  Punkte 
senk  reckt  steht  u nd  auch  wohl  Mittelsehne  genannt  wird. 

Beweis0).  Die  von  dem  gegebenen  Punkte  P aus  gezogene 


°)  Euclid  Lib.  III.  prop.  35.  36.  erweist  unser  Theorem  bloss  mit  Hülfe  der 
Gleichheit. 
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9 % * 

Gerade  schneide  den  Kreis  in  D , D\  und  wenn  P ausserhalb  der 
Kreislinie  liegt,  so  sei  B der  Berührungspunkt  der  von  P aus  an 
den  Kreis  gezogenen  Tangente.  Dann  ist,  wenn  man  sich  BD^BIP 
gezogen  denkt,  PB D PB D1  und  folglich  PB2  = PB 

X PB\  so  dass  PD  X PB'  für  alle  Lagen  der  Geraden  PDD'  con- 
stant  ist. 

Wenn  aber  der  Punkt  P innerhalb  der  Kreislinie  liegt,  so 
schneide  die  durch  denselben  gehende  Mittelsehne  den  Kreis  in  E 
und  so  wird  & EPD  & EPD\  folglich  PDxPBf=zPE 
XPE'^PE2  sein,  so  dass  PDxPPf  wiederum  für  alle  Lagen 
der  Geraden  constant  ist. 

. * * * , * » * 

^ % * 

X * * ' ' ' * 

7v  • ' • • . 

Zusatz.  Bezeichnet  man  durch  e die  Entfernung  des  gege- 
benen  Punktes  vom  Mittelpunkte  der  Kreislinie,  so  überzeugt  man 
sich  kraft  des  pythagoräischen  Lehrsatzes,  dass  das  conslante  Recht« 
eck  PD  X PD’  der  Grösse  e 2 — . r 2 oder  r2  — e2  gleieh  ist,  jenach- 
dem  P sich  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Kreislinie  befindet. 

v • 

* * . * * 

«w  * 

8.  • 

« 

Jenes  gedachte  Rechteck,  dessen  besondere  Betrachtung  eine 
der  fruchtbarsten  in  der  Theorie  des  Kreises  ist,  hat  man  mit  einem 
eigenen  Namen  belegt,  und  es  die  Potenz  des  Punktes  P in  Be- 
zug auf  die  gegebene  Kreislinie  genuunt.  Auch  ist  zu  bemerken, 
dass  unter  gl  eichartigen  Potenzen  fortan  diejenigen  verstan- 
den werden  sollen,  welche  zu  Punkten  gehören,  die  zugleich  ausser- 
halb oder  zugleich  innerhalb  der  Kreislinie  liegen,  die  übrigen  . 
hingegen  ungleichartige  Potenzen  genannt  werden. 

Diese  Unterscheidung1  wird  durch  den  besonderen  Charakter 
solcher  Potenzen  motivirt;  das  Folgende  giebt  weiteren  Aufschluss 
darüber. 


Lehrsatz.  Der  geometrische  OTt  aller  Punkte,  wel- 
chen gleiche  und  gleichartige  Potenzen  in  Bezug  auf 
zwei  feste  Kreislinien  zugehören,  ist  eine  auf  der  Cen- 
trale der  Kreise  senkrechte  gerade  Linie.  ' 

Beweis.  Die  gegebenen  Kreise  werden  im  Folgenden  immer 
durch  ihre  Mittelpunkte  C und  C\  die  Centrale  CC*  durch  a und 
die  Halbmesser  durch  r und  r'  bezeichnet. 

Jedes  Punktes  P Potenzen  in  Bezug  auf  die  gegebeneufl£reis- 
linien  werden  durch  die  Grossen  db(<e* — ’r*),  i ( e>2  — r**  ).  rfc- 
präsentirt  (7.),  wenn  e und  e ' die  Entfernungen  des  Punktes  Pvou 
den  Mittelpunkten  C und  C sind.  Soll  nun  P gleiche  und  gleich-* 
artige  Potenzen  in  Bezug  auf  C und  C'  darbieten,  so  muss  mit  Be-; 
Ziehung  der  Zeichen  auf  einander  zir(e*  — ra)  = dh(e'*  — r'2)  \ 
sein,  also  immer  e2 — e'2  z zzr2 — r'*,  oder  der  geometrische  Ort 
aller  Punkte,  welchen  gleiche  und  gleichartige  Potenzen  zukom-  * 
men,  stimmt  mit  dem  Orte  aller  Punkte  überein,  für  welche  die  Qua- 
dratdifferenz ihrer  Entfernungen  von  den  festen  Punkten  C und  C 
der  constanten  Grösse  r2  — r’2  gleich  ist,  weshalb  (1.  2.)  der  Ort, 
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wenn  er  überhaupt  existirt,  eine  auf  der  Centrale  senkrechte  gerade 
Linie  ist  Cm  aber  den  Ort  für  alle  Fälle  nachzuweisen,  betrachten 
wir  die  verschiedenen  Lagen  der  Kreislinien  C und  C ' gegen  ein- 
ander. 


10. 


\ * 


Den  in  9.  betrachteten  Ort  nennt  man  die  Potenzlinie  (aare 
radical)  der  gegebenen  Kreise. 

Nun  behaupte  ich  zuerst,  dass  die  Potenzlin ie  zweier 
sich  tangirender  Kreise  deren  gemeinschaftliche  Tan- 
gente ist. 

Denn  für  jeden  Punkt  dieser  Tangeute  ist  e*— el*=r*  — r'*, 
folglich  dieselbe  die  Potenzlinie  (9.);  auch  erhellt  dies  rein  geome- 
trisch schon  daraus,  dass  jeder  Punkt  der  Berührenden  gleiche  und 
gleichartige  Potenzen  für  beide  Kreislinien  durbietet,  indem  jede 
Potenz  durch  das  Quadrat  der  gemeinschaftlichen  vom  Punkte  P und 
dem  Berührungspunkte  begrenzten  Tangente  gemessen  wird. 

2)  Die  Potenzlinie  zweier  sich  schneidender  Kreise 
ist  deren  gemeinschaftliche  Sehne. 

Denn  für  jeden  der  Durchschnittspunkte  der  Kreislinien  ist  der 
Quadratunterschied  der  Entfernungen  von  den  Mittelpunkten  C und  < 
C dem  Quadratunterschiede  der  Radien  gleich.  < s 

3)  Liegen  die  Kreislinien  ausser  einander,  so  befindet  sich  der 
Durchschnitt  Q der  Potenzlinie  mit  der  Centrale  CC  zwischen  den 
Mittelpunkten  C und  C'  ausserhalb  der  Peripherien  beider  Kreise. 

* ■ Denn  bestimmt  man  auf  CC  den  Punkt  Q so,  dass  QC2  QC? 
= ra  — r'2  ist,  so  muss  das  in  Q auf  CC  errichtete  Perpendikel 
die  Eigenschaft  hüben , dass  der  Quadratunterfcchicd  der  Entfernun- 
gen jedes  Punktes  im  Perpendikel  von  C und  C ' der  Grösse  r* — r'* 
gleich  ist  (§;  1.  2.),  und  das  Perpendikel  wird  die  Potenzlinie  sein, 
wenn  jeder  ‘.seiner  Punkte  gleichartige  Potenzen  darbietet.  Dies 
ist  aber  wirklich  der  Fall;  denn  da  r2  — .r'*  =s  (r  r)  (r  — r') 
und  r -f-  r’  < CC\  so  ist  r 2 — r'2  CCr ' und  Q liegt  folglich 
(2.)  zunächst  zwischen  C und  C.  Ferner  findet  man  leicht  QC 


a2  r3  — r’2 


, wo  a die  Centrale,  und  QC  = 


a2  — (r3  — r'*) 


2a  * "w  ” ™ ~ 2 a 

Nun  ist  aber  QC  r,  da  wegen  r -f-  r*  < a der  Unterschied 


— r**  , ( a — r)2  — 

r*  f r ■ L TL 


r2 


2 a 


za 


positiv  ist,  und  eben  so  ist  QC 


>V,  da  der  Unterschied 


a*~(r2—r'2) 


(a  — r')2  r5 


eben- 


2 a ' ‘2a 

falls  positiv  ist,  weshalb  Q ausserhalb  beider  Peripherien  liegt.  . 

4)  Liegen  endlich  die  Kreislinien  in  einander,  so  befindet  sich 
Q ausserhalb  beider  Peripherien  auf  der  Verlängerung  von  CC"  über 
C'  hinaus,  wenn  der  Kreis  C < C ist,  welches  ebenso  wie  in  3) 
bewiesen  werden  kann.  * 


II. 

»•  > % 

. Zusatz.  Bestimmt  man  zu  je  zweien  von  3 Kreisli- 
nien die  .Potenzlinien,  so  treffen  diese  drei  Potenzli- 
uienin  einem  und  demselben  Punkte,  dem  Po  tenzeentrum 
( centre  radical),  zusammen.  * i < 
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Denn  der  Durchschnitt  O der  Potenzliiiieii  der  Systeme  C und 
C\  C und  Cn  bietet  sowohl  für  C und  C\  als  für  C und  Cn  gleiche 
Potenzen  dar,  &1bo  muss  er  auch  gleiche  Potenzen  für  C‘  und  C * 
darbieten,  und  folglich  auf  der  Potenzlinie  der  Kreislinien  C ' und 
Ci  liegen. 

Hieraus  fiiesst,  dass  sowohl  die  gemeinschaftlichen  Tangenten 
.dreier  Kreislinien,  als  auch  die  gemeinschaftlichen  Sehnen  in  einem 
und  demselben  Punkte  Zusammentreffen  ($.  10). 


12. 

t — , » » 

* * 

Lehrsatz.  . Der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  wel- 
che gleiche  und  ungle icharti ge  Potenzen  in  Bezug  auf  , 
zwei  Kreislinien  C und  C ' darbieten;  ist,  wenn  er  über* 
haupt  existirt,  eine  aus  dem  Mittelpunkte  der  Centrale 
CC ' beschriebene  dritte  Kreislinie,  und  das  Quadrat  des  , 

• n f 1 I f***  tiß  ' , 

Halbmessers  derselben  istderGrösse ^ ^-gleich. 

Beweis.  Jedes  Punktes  P Potenzen  in  Bezug  auf  die  gege- 
• benen  Kreislinien  werden  durch  die  Grössen  — r1 * * * * * 7)y  — r'7) 

repräsentirt  (7).  Soll  nun  P gleiche  und  ungleichartige  Potenzen 
darbieten,  so  muss  mit  Beziehung  der  oliern  und  untern  Zeichen 
auf  einander  dt(e*  — r’)  = zf=  (e7  — rV),  oder  für  beide  Fälle  . 
e7  *+-e7  = ra  -hr7*  seio.  Folglich  stimmt  der  betrachtete  Ort  mit 
dem  Orte  aller  Punkte  überein,  für  welche  die  Quadratsumme  ihrer 
Entfernungen  von  den  festen  Punkten  C und  C der  constanten 
Grösse  r*-+-r'a  gleich  ist,  weshalb  der  Ort  (3.  4.  5.),  wenn  er 
überhaupt  existirt,  eine  aus  dem  Mittelpunkte  von  CC  mit  dem  obi- 
gen Halbmesser  beschriebene  Kreislinie  ist.  ln  4.  und  5.  ist  aber 
gezeigt,  dass  der  Ort  nur  dann  möglich  ist,  weon  ra  +r*  nicht 
kleiner  als  \a7  ist.  Die  Lage  des  Orts  für  die  verschiedenen  La- 
gen der  Kreislinien  wird  durch  den  nächsten  Paragraphen  näher 
' bestimmt.  _ 


1)  Wenn  die  gegebenen  Kreislinien  sich  berühren, 
so  ist  der  Ort,  den  wir  im  Folgenden  Potenzkreis  nen- 
nen wollen,  die  beide  Kreise  in  ihrem  gemeinsamen 
Berührungspunkte  tangirende  Kreislinie,  und  liegt  ganz 
innerhalb  des  grossem  Kreises.  Nur  wenn  die  Kreisli* 
nien  gleich  sind,  und  Berührung  von  Aussen  statt  fin- 
det, gebt  der  Potenzkreis  in  den  gemeinschaftlichen 
Contactpuukt  über. 

Denn  die  Quadratsumme  der  Entfernungen  des  Berührungs- 

Bunktes  von  den  Mittelpunkten  C und  C’  ist  der  Quadratsumme  der 

ladien  gleich,  weshalb  (12)  der  Potenzkreis  beide  berührt,  und  da 
der  Mittelpunkt  desselben  innerhalb  der  grossem  Kreislinie  liegt,  so 

wird  der  Kreis  auch  ganz  innerhalb  der  grossem  liegen. 

ln  der  Tbat  ist  hier  r7  7 \*7  =r*  ** zlzr')** 

ssr  zp  r')*,  und  folglich  der  gesuchte 'Halbmesser  ^(r=f=r'} 
=r  4(r  ~ **0  und  dies  ist  die  Entfernung  des  Mittelpunkts  <ier 
Centrale  vom  gemeinschaftlichen  Contaetpunkte» 
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’*2) Schneiden«  «ich  die  Kreislinien;  so  geht  der  Po- 
tenzkreis durch  ihre  Durchscbnittspun kte,  weil  jedem  der 
letztem  die  Eigenschaft  zukommt,  dass  die  Quadratsnmme  seiner 
Entfernungen  von  den  Mittelpunkten  C und  C'  der  Quadratsnmme 
der  Radien  gleichkommt. 

3)  Liegt  eine  Kreislinie  C in  der  andern  Cy  so  findet  immer 
ein  Potenzkreis  statt,  da  in  diesem  Falle  — r',  mithin  r* 

-f-r'* — \a'  >|(r  — r')*,  also  positiv  ist. 

* 4)  Nur  wenn  die  eine  Kreislinie  ausserhalb  der  andern  liegt, 
findet  nicht  immer  ein  Potenzkreis  statt,  da  hier  r*  +/*  kleiner 
nie  \a%  sein  kann; 

14. 

, ’ t^rj^^n  3yijo^4ussen , und  ist  C unter 

ihnen  die  gro^^^o^m^^a^ltwa^gen  Durchschnitte  .der  Po- 
tenzkreise für  die  Systeme  C und  C , C und  C”  auf  der  gemeinschaft- 
lichen Tangej^Mr  ^ei^inien  C und  V"  sein. 

Denn  jedem  der  gedachten  Durchschnitte  entsprechen  gleiche 
Potenzen  jniräM^fttr  C und  C% , ^sJfer 6. iln<( \ und  da  er  ausser» 
halb  der  beiden  Kreislinien  C und  C"  liegt,  so  muss  er  sich  auf  der 
Potenzlinie  der  letztem  befinden. 

m 

15. 

t * 

u.i  Für  zwei  K ugeln'  C,  C'  giebt  es  immer  eine  Kbene>v 
deren  sämmtllcheu'  Punkten  gleiche  und  gleichartige 
Po-tenzen  in  Bezug  auf  die  Kugeln  entsprechen,  und 
diese  Ebene  nennt  man  die  Potenzebene  der  beiden  Ku- 
geln. ' 

. Mau  schneide  nämlich  die  Kugeln  durch  beliebig  viele  durch 
ihre  Mittelpunkte  gehende  Ebenen,  so  giebt  es  für  jedes  der  da- 
durch entstehenden  Kreispaare  eine  Potenzlinie,  * welche  auf  der 
Centrale  CC'  senkrecht  steht,  und  zwar  in  einem  Punkte  der  Cen- 
trale,' dessen  Lage  nnr  von  der  Grösse  der  Halbmesser  und  der 
Centrale  abbäogt.  Deshalb  werden  alle  Potenzlinien  in  demselben 
Punkte  der  Centrale  auf  der  letztem  senkrecht  stehen,  und  sie  lie- 
gen daher  in  einer  und  derselben  auf  der  Centrale  senkrechten 
Ebene  (Euclid  Lik.  XI.  prop.  5.). 


16. 

V * « > ' ‘ ” * 

Zusatz«  Die*  Po tenzebene  zweier  sich  berührender 
oder  schneidender  Kugeln  ist  resp.  deren  gemeinschaft- 
liche Berührungs-  oder  Durchschnittsebene  (§.  10.  1.  2.). 


% * **  « . • *.  * «. 

»*  . • t * * **  * i 

.Zusatz.  Die  Potenzebenen  drei  er  Kugeln,  zu  zweien 
verbunden,  haben  eine  gemeinschaftliche  Durchschnitts- 
linie,  welche  auf  der  durch  die  Mittelpunkte  der  3 Ku- 
geln bestimmten  Ebene  senkrecht  steht,  und  Potenzlinie 
der  Kugelfläcben  genannt  wird. 

Denn  die  3 Kreise,  in  welchen  die  durch  C9  CfL  gehende 
Ebene  die  Kugeln  schneidet,  haben  J[1L)  ein  gemeinschaftliches 


i 
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Potenzcentrnm  und  dieses  muss  zunächst  (15.)  allen  Potenzebenen 
gemeinsam  sein.  Sodann  müssen,  die  3 Potenzebenen,  da  sie  alle 
auf  der  Centrale  senkrecht  stehen«  noch  einen  gemeinsamen  Durch* 
schnittspunkt  haben,  und  die  beide  Durchschnitte  verbindende  Grade 
ist  folglich  den  drei  Potenzebenen  gemeinsam. 

• « 

. ■*  * - * 

*.  - .i  s * • * i mit.  «•  x : . • , 

. . k » • • 

Lehrsatz.  Die  6 Potenzebenen  oder  die  4 Potenzli- 
nien von  4 Kugeln,  von  deren  Mittelpunkten  3 nimmer 
in  gerader  Linie  liegen,  haben  einen  *r;ge  meinsamen 
Durchschnittspunkt,  das  P o t e n z c e n t r u m für  die  vier 
Kugeln  genannt.  • 

Beweis.  Der  Durchscbniltspunkt  der  Potenzlinien  für  die  bei- 
den Systeme  C,  O , C’\  C,  O,  C " bat  die  Eigenschaft,  dass  ihm  gleiche 
Potenzen  für  beide  Systeme  zugehören;  also  bietet  jener  Punkt 
gleiche  Potenzen  sowohl  in  Bezug  auf  die  Kreislinien  CyC\C,,\  als 
in  Bezug  auf  die  Kreislinien  C,C\C"  dar,  und  er  muss  daher  einer- 
seits in  der  Potenzlinie  des  Systems  C,  C\  C”\  andrerseits  in  der 
Potenzlinie  des  Systems  C\  C‘\  C’"  liegen,  so  dass  die  4 Potenzlinien, 

also  auch  die  6 Potenzebenen,  in  einem  Punkte  Zusammentreffen. 

$ 

ML 

, i Mit  Rücksicht  auf  zwei  Kugeln  giebt  es  immer  eine  dritte  Ku- 
gel, deren  sämmtliche  Punkte  gleiche  und  ungleichartige  Potenzen 
für  die  ersten  Kugeln  darbieten,  .wenn  nur  die  Quadratsumme  der 
Balbmesser  der  letstezn  nicht  kleiner  als  die  Hälfte  des  Quadrats 
der  Centrale  ist. 

Wie  nämlich  15.  aus  9.  erhellet,  so  fliesst  unser  Satz  aus  12. 


. * 

Aus  13.  1)  2)  folgt  ferner,  dass  der  in  19.  betrachtete  Ort,  den 
man  Potenzkugel  nennen  könnte,  für  zwei  sich  tangirende  oder 
schneidende  Kugeln  beide  zugleich  in  dem  gemeinschaftlichen  Con- 
tactpupkte  berührt,  oder  durch  den  gemeinschaftlichen  Durcbschnitts- 
kreis  beider  Kugeln  geht.  * 


IV,  Anwendung  des  Princips  der  Potenzialität  von 
Kreisen  auf  geometrische  Lehrsätze. 


21. 


I *S  I 


•S  • 


Lehrsatz.  Die  drei  in  den  Mittelpunkten  der  Seiten 
eines  Triangels  auf  dieselben  senkrecht  errichteten 
Geraden  treffen  in  einem  und  demselben  Punkte  zu- 
sammen. . »*.•»*  ,•  • 

Beweis.  . Aus  den  Spitzen  des  Triangels  C,  C\  C”  denke  man 
sieb  drei  willkührliche,  aber  , gleiche  Kreislinien  beschrieben,  so  er- 
hellt aus  9.,  dass  die  in  den  Mittelpunkten  von  CC\  CC",  C' CT -auf 
diese  Geraden  senkrecht  errichteten  geraden  Linien  die  Potenzlinien 
der  Systeme  C,C\\Cf  C\  C"  sind,:  und  sich  folglich  (II.) 
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einem  Punkte  schneiden.  Dieser  letztere  ist  zugleich  von  den 
itzen  des  Triangels  gleich  weit  entfernt,  oder  oer  Mittelpunkt 

i um  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises.  *» 

• * 

I*>t  r • • . * * i ♦«  i 

22.  ‘ 

» % • • t *•  ^ . 

Lehrsatz.  Die  3 von  den  Spitzen  eilies  Triangels  auf 
e Gegense  iten  gefällten  Perpendikel  treffen  in  einem 
id  demselben  Punkt  zusammen*). 

B eweis.  A , ß,  C seien  die  Spitzen  des  Triangels,  ZI,  E,  F 
e Dnrchschnittspunkte  der  von  Cy  II>  A auf  die  Gegenseiten  ge- 
llten Perpendikel  mit  diesen  Seiten.  « 1 

Man  denke  sich  aus  A,  B,  C als  Mittelpunkten  mit  den  drei 
albmessern  /t,  r,  q Kreislinien  beschrieben,  und  bestimme  diese  * 

ulbmeaser  so,  dass  die  Relationen  stattfinden:  ~ 

« 

. . • /l>  — r*  = CA * — 

.R’  — ?*  = BA'  — BO, 

. < K * I 

o dass  also  R willkuhrlich  ist,  die  beiden  andern  * Radien  aber 
lurch  R bestimmt  werdeu-  Aus  diesen  Gleichungen  fiiesst  aber  * 

r*  — Q*=AB*  —AC*. 

Da  niin  (§.  9.).  CD,  BE , AF  die  Potenzlinien  der  drei  be- 
ichriebenen  Kreise  sind,  so  treffen  ($.  11.)  dieselben  in  einem  ein* 
dgen  Punkte  zusammen. 

* » 

. 

23. 

• ' . » 

' Zusatz.  (Taf.  11.  Fig.  3.)  Es  sei  BF  die  Höbe  des  bei  B 
rechtwinkligen  Triangels  ABC%  ferner  ADz=z  AB  senkrecht  auf 
AB y CEz=:CB  senkrecht  auf  CB , und  CDy  AE  gezogen,  so 
wird  behauptet,  dass  CD , AE,  BF  in  demselben  Punkte  Zusam- 
mentreffen. (Hülfsiinien  des  pythagoreischen  Satzes.) 

Es  kommt  darauf  an,  ein  Dreieck  nachzuweisen,  in  welchem 
die  so  eben  cbarakterisirten  Itinien  Höben  sind.  Zu  dem  Ende  fälle 
man  von  A und  C auf  CD  und  AE  die  Perpendikel  AO  und  CHy 
deren  erstere  BF  in  P schneiden  mag.  Dann  finden  folgende  Um-  * 
stände  Btatt: 

Weil  erstens  L D =&PAB  (jeder  = 90®  — DAG)y  ferner 
L BAC  = KBP  ( denn  jeder  = 90°  — ABF\  also  auch  90° 

+ BAC=z  90®  -f-  KBP,  d.  i.  L DAC  = ABP,  und  endlich 
ADzszAB  ist,  so  erhellt  die  Congruenz  der  Triangel  DAC  und 
ABPy  woraus  fiiesst  PßzzzAC. 


*)  Grunert  Analyt  Geom.  Theil  I.  S.  5S,  Theil  11.  S.  54  — 55.  Der  letz- 
tere Beweis  stützt  sich  auf  die  Theorie  der  Transversalen,  und  der 
erstere  ist  analytisch. 

M.  vgl.  auch  den  sinnreichen  Beweis  von  Gauss  in  Camots  Geom. 
der  Stellung  (Ueb.  v.  Schumacher)  Theil  II.  S.  363.  Gauss  weist  ein 
Dreieck  nach,  für  welches  die  in  den  Mittelpunkten  der 'Seiten  auf  letz- 
tere errichteten  Perpendikel  die  Höben  des  gegebeuenr  Dreiecks  sind, 
so  dass  dann  dieselben  (21.)  sich  in  einem  Punkt  schneiden  müssen. 
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■ Ganz  ebeoso  wird  erwiesen,  dass  CH  die  Linie  BF  in  einem 
Pnakte  schneidet,  dessen  Entfernung  von  B der  Geraden  AC  gleich 
ist,  so  dass  also  die  Gerade  BF  mit  den  Perpendikeln  AG,<  CH 
in  einem  und  demselben  Punkte  P Zusammentritt,  wodurch  das 
Dreieck  ACP  entstanden  ist,  das  BF,  CD,  AE  zu  Höhen  hat. 
Die  letztem  müssen  sich  daher  in  demselben  Puukte  schneiden  (22.). 


i . 


24. 


Lehrsatz.  Die  3 Geraden,  welche  die  Winkel  eines 
Dreiecks  halbiren,  und  auch  die  3 Geraden,  von  denen 
eine  einen  Winkel  des  Dreiecks,  die  andern  die  Neben« 
winket  der  übrigen  bal  biren , treffen  in  einem  and  dem- 
selben Punkte  zusammen.  ' 

Beweis,  lster  Fall.  Das  Dreieck  .sei  ABC.  Zunächst 
behaupte  ich,  dass  man  auf  den  Seiten  AB,  AC,  BC  die  Punkte 
D,  E,  F so  bestimmen  könne,  dass  je  zwei  der  dadurch  bewirkten 
6 Abschnitte,  welche  eine  WinkeUpitze  des  Dreiecks  zum  gemein- 
schaftlichen Endpunkt  haben,  einander  gleich  sind. 

< Denn  setzt  man  ADzszar,  und  nimmt  AEz=z  AD,  CF^zzCE, 
so  wird  sein  CE  zzz  b — az,  BF  =r  a — 6 -+-  und  damit  nun 
BF  = BD  werde,  hat  man  js  nur  so  zu  wählen,  dass  die  Rela- 
tion statt  habe  a:  = c- — a b — xrr  oder  a:  = ±(b  -f-  c — a ),  und 
das  ist  immer  möglich. 

Nachdem  die  Punkte  D , E,  F so  bestimmt  sind,  denke  man 
sich  mt'Aj  C,  B resp.  mit  APr=z  AE,  CE  = CF,  BF  = BD 
drei  Kreise  beschrieben,  welche  sich  in  D,  E,  F von  Aussen  be- 
rühren werden,  so  werden  die  in  D,  E,  F auf  AB,  AC,  BC  er- 
richteten Senkrechten  die  gemeinschaftlichen  Taugenten  sein,  und 
sich  (11.)  iu  einem  Punkte  0 schneiden.  Die  von  O nach  den  Win- 
kelspitzel) gezogenen  Geraden  müssen  aber  die  Winkel  des  Dreiecks 
halbiren,  da,  indem  O das  Potenzcentrum,  z.  B.  OD^ssz  OE±  also 
die  Triangel  AOD,  AOE  congruent  sind,  und  mithin  der  Winkel 
A durch  OA  halbirt  wird.  Folglich  treffen  AO , BO,  CO  in  demsel- 
ben Punkte  zusammen,  der  der  Mittelpunkt  des  in  das  Dreieck  be*  - 
schriebenen  Kreises  ist.  ■ : - 

2ter  Fall.  Ganz  wie  vorher  wird  gezeigt,  dass  man  auf  der 
Seite  AB  selbst  den  Punkt  D , und  uuf  den  Verlängerungen  der 
Seiten  CA,  CB  über  A,  B hinaus  die  Paukte  E,'F  so  bestimmen  s 
könne,  dass  AD  = AE,  BD=  BF , CE=zCF  sei*  und  dass 
man  also  aus  A , B,  C drei  Kreise  beschreiben  könne,  welche  sich 
berühren.  Die  drei  ia  D,  E,  F auf  die  Seiten  errichteten  Perpen- 
dikel treffet)  dann  ia  einem  Puokte  0 zusammen , der  die  Eigen- 
schaft bat,  dass  OA,  OB,  OC  die  Winkel  des  Dreiecks  halbiren. 
(Jebrigens  berühren  sich  die  Kreise  A und  B von  Aussen,  A und 
C \ so  wie  B und  C von  Innen. 

Auch  erhellet,  dass  stets  4 Kreise  existiren,  welche  drei  sich 

schneidende  gerade  Linien  berühren. 

**'  • « ” ■ . . . • , 


25. 


Dass  die  drei  von  den  Spitzen  eines  Triangels  nach  den  Mit- 
telpunkten der  Gegenseiten  gezogenen  Geraden  sich  in  einem  Punkte 
sch  neiden,  kann  auf  die  einfachste  Art  so  erwiesen  werden.:  . 


L. 
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ln  Taf.  II.  Fig.  4.  seien  D , E die  Mittelpunkte  von  AB  und" 
BC,  und  CD,  AE  schneiden  sich  in  0,  so  kann  zunächst  behaup- 
tet werden,  dass  CO  doppelt  so 'gross  als  DO,  und  AO  doppelt 
so  gross  als  OE  ist. 

Denn  zieht  man  DH  parallel  AE,  so  wird  EB  in  H halbirt, 
oder  EH  ist  die  Hälfte  von  EC , also  muss  auch  DO  die  Hälfte 
von  OC  sein.  Auf  ähnliche  Art  wird  gezeigt,  dass  OE  die  Hälfte 
.von  OA  ist. 

Da  sich  also  je  zwei  Transversalen  so  schneiden,  dass  der  wach 
der  Winkelspitze  gerichtete  Abschnitt  doppelt  so  gross  als  der  an- 
dere ist,  so  muss  die  Transversale  von  B nach  der  Mitte  von  AC 
durch  0 gehen;  denn  wenn  sie  CD  in  0'  schnitte,  so  müsste  CO' 
=.7LD0?  sein,  welches  ungereimt  ist. 

' Diesen  Durchschnittspunkt  nennt  man  den  Schwerpunkt  des 
Triangels.  * . 


26. 

» » ’ * 

f * . i " 

Lehrsatz,  Der  Schwerpunkt  eines  Triangels*  der 
Durchschnittspunkt  der  3 Höben,  und  der  Mittelpunkt 
des  um  den  Triangel  beschriebenen  Kreises  liegen  stets 
in  gerader  Linie,  so  dass  sich  der  Schwerpunkt  zwi- 
schen den  beiden  andern  befindet  und  vom  Höhendurch- 
schnitt doppelt  so  weit  entfernt  ist,  als  vom  Mittelpunkte 
des  um  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises.  •* 

Beweis.  ABC  (Taf.  II.  Fig.  5.)  sei  der  Triangel,  CD  uod 
AE  senkrecht  auf  AB  und  BC \ ihr  Durchschnitt  H,  CF  nach  der 
Mitte  von  AB  gerichtet,  und  CS  doppelt  so  gross  als  SF , so  dass 

5 der  Schwerpunkt  (25.),  und  endlich  M der  Mittelpunkt  des  um- 
schriebenen Kreises,  so  dass  MF  senkrecht  auf  AB  ist.  Man  ziehe 
SH,  SH,  so  so)!  HSM  eine  gerade  Linie  und  HS  doppelt  so  gross 
als  SM  sein. 

Da  jeder  der  Winkel  ABE?  CHE  t=s  90“  — BCD,  so  ist 

6 ABEc^  & CHE,  und  folglich  CHt  AB  = CE : AE,  1 Da  ferner 
£ JFHB^LACB,  so  ist  hFMBro&ACE,  und  folglich  FM:FB 
z=zCE:  AE,  also  nach  dem  Obigen  CH : AB  = FM : FB,  1 Nun 
ist  aber  AB*  doppelt  so  gross  als  FB , also  mu^s  CH  doppelt  so 
gross  als  FM  sein;  und  &a  *SC  -zzzlSF , und  endlich  l_  HCSzzz 
Z.  SfiMi  so  sind  die  CHS  t-  SFM'  ähnlich,  mithin  F CS/I  = 
L FSM , folglich  HSM  eine  gerade  Linie,"  und  &fi~  ZSM. 

11  * ' ■ i /•.  li  1 i ij 


; v 


III.  Heber  Aehnlichkeitspunkte  und  Achnlichkeitsaxen. 

* t 

‘ ■ 27. 

* . * 

* Lehrsatz.«  Zieht  man  zwei  parallele  Radien  zweier 
Kreislinien,  und  verbindet  die  Endpunkte  derselben 
durch  eine  Gerade,  so  geht  d^ese  für  alle  Paare  auf  der- 
selben oder  auf  verschiedenen  Seiten  der  Centrale  be- 
findlicher Radien  immer  durch  denselben  Punkt  der  Cen- 
trale. »"'Al  * ' i 'Jl.  ' " ’i"!»  t . i»  » - • *«  I . 'I  t 'f  « \ *•  < % .’r 

Beweis.  . Der  Kreislinien  Mittelpunkte  seien  C>  C[  4jad  r9  r[ 
die  Radien,  die  wif  ungleich  setzen,  wenn  die  Radien  auf  derselben 
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Seile  der  Centrale  liegen.  Findet  nun  das  Letztere  statt,  so  sei 
A der  Durchscbnittspunkt . der  Centrale  mit  der  die  Endpunkte 
der  parallelen  Radien  verbindenden  Geraden;  dann  wird  sein 
CA : C'A  = r : r*,  folglich  CA  — CA : CA  (oder  C'A)  = r — r7  :r 

(oder  r)y  folglich  CA  = - wenn  a die  Centrale 

bedeutet.  Demnach  behält  CA  oder  C'A  einen  unveränderliches 
Werth,  w ,x  . b .w. 

Liegen  nun  ferner  die  parallelen  Radien  auf  verschiedenen  Sei- 
ten der  Centrale,  • so  sei  1 der  Durchscbnittspunkt  der.  die  Eod- 
punkte  der  Radien  verbindenden  Geraden  mit  der  Centrale,  nod 

man  findet  C/= — C'J= — , , so  dass  I ein  unverändert 

r -f-  r r ■+■  r 

lieber  Punkt  ist.  * 

* ■ . * 

28/ 

Die  Punkte  A , 7,  welche  wir  so  eben  betrachtet  haben,  werdeo 
resp.  der  äussere  (directe)  und  innere  (inverse)  Aehnlich. 

keitspunkt  der  gegebenen  Kreislinien  genannt. 

. ♦#  . * v 

, • . 5 '•  :•  • • 

; 29.;  . . 

Zusätze.  1)  Zweier  sich  von  Aussen  tangirender  Kreislinien 
inverser  Aehnlichkeitspunkt  ist  deren  gemeinsamer  Berührungs- 
punkt. 

2)  Berühren  sich  zwei  Kreislinien  von  Innen,  so  ist  ihr  directer 
Aehnlichkeitspunkt  ihr  gemeinsamer  Berührungspunkt. 

3)  Liegt  eine  Kreislinie  innerhalb  der  andern,  so  befindet  sieb 
der  directe  Aehnlichkeitspunkt  beider  innerhalb  der  kleinern  Kreis- 
linie, in  allen  andern  Fällen  aber  ausserhalb  derselben.  ^ * 

4)  Liegt  eine  Kreislinie  ganz  ausserhalb  der  andern  , so  befin- 
det sich  der  inverse  Aehnlichkeitspunkt  beider  ausserhalb  beider 
Peripherien,  in  allen  andern  Fällen  ist  er  innerhalb  der  kleinern 
Peripherie.  • 

5)  Zieht  man  you  einem  der  Aehulichkeitspunkte  an  di$  eine 
Kreislinie  die  Tangenten,  so  werden  diese  auch  Tangenten  i.der 
andern  Kreislinie  sein,  $o  ^ass  man  an  zwei  Kreislinien  die  4 ge- 
meinschaftlichen Tangenten  sehr  leicht  mit  Hülfe  der  Aehnlichkeits- 
punkte  construiren  kann.  . 


* 30.  i 

Beschreibt  man  mit  zwei  gegebenen  Kreisen  zwei 
neue  Kreise  co ncentrisch , deren  Halbmesser  dasselbe 
sVerkältniss  zu  einander  haben,  als  die  Halbmesser  der 
ursprünglichen  Kreise,  so  kommt  den  neu  beschriebe- 
nen Kreisen  derselbe  -.directe  - und.  inverse  Aehnlich- 
keitspunkt zu  als  den  gegebenen.  * % 

Denn  sind  r,  i*  die  ursprünglichen,  p*  die  neuen  Halbmesser, 
so  dass  r:r'  = p:p',  so  ist,  wenn  A der  directe  AehnÜchkeitspankt 

der  gegebenen  Kfelsliniein  ist , AC  = ~r~  (27.).  ' Weil  aber 

° t j [)■  »JH'i  / > j f»«  S*  ) ,ii mV«,™ 
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r : r — r =zQ  lQ  — <*’,  also  r = ^ZT^>  10  ^at  ®an 

also  ist  auch  ^ der  directe  Aehnlichkeitspunkt  der  mit  p,  p'  be- 
schriebenen Kreislinien. 

' Aebnlicherweise  erhellt  das  Theorem  für  den  innern  Aehnlich- 
keitspunkt. 


Die  Aufgabe,  alle  Systeme  je  zweier  mit  zwei:  gegebenen 
Kreislinien  concentrischer  Kreise  zu  finden,  welche  mit  den  erstem 
dieselben  Aehnlichkeitspunkte  haben,, wird  am  einfachsten  so  gelöst: 
Um  die  Entfernungen  eines  Aehnlicbkeitspunktes  von  den  Mit* 
telpunkten  der  gegebenen  Kreise  als  Diameter  beschreibe  man  zwei 
Kreise,  und  ziehe  durch  den  Aebnlichkeitspuukt  eine  beliebige  Ge« 
rade,  welche  die  neu  beschriebenen  Kreislinien  in  zwei  Punkten 
schneidet,  so  müssen  die  gesuchten  concentrischen  Kreise  durch 
diese  Punkte  gehen,  weil  die  gezogene  Gerade  solche  Kreise  in 

den  genannten  funkten  zugleich  tangirt. 

* « * 


. . 32. 

• * 

Co.nstruirt  man  ulso  für  drei  aus  C\  C\  C"  mit  den 
Halbmessern  r,  r>,  r"  beschriebene  Kreislinien  dieäussern 
Aehnlichkeitspunkte.^,^/,./"  und  die  inneren/,/’,/",  so 
giebt  es  unendlich  viele  Systeme  je  dreier  mit  den  ge«» 
gebenen  concentrischer  Kreislinien,  wel'chen  dieselben 
Aehnlichkeitspunkte  zukommen., 

( 'Man  bestimme  nämlich  für  ein  willkührliches  Q den  Radius  Qf 
so,  dass  r:rz=zg:Q\  so  werden  die  mit  p,  q'  beschriebenen  Kreis- 
linien dieselben  Aehnlichkeitspunkte  haben,  als  die  mit  r,  r’  jenen 
concentrisch  beschriebenen  (30).  Sodann  werde  q " so  angenommen, 
dass  r:r"  =;  p:p",  so  kommt  auch  den  Kreislinien  p,  p"  derselbe 
Aehnlichkeitspunkt  zu  als  den  mit  ihnen  conceutrischeu  r,  r".  Aus 
beiden  Proportionen  fliesst  aber  die  dritte  r : r"  = p'  : p",.  und  folg- 
lich wird  zu  gleicher  Zeit  der  Aehulichkeitspunkt  der  Kreislinien 
p',  Qr  mit  dem  der  jenen  concentrischen  Kreislinien  r',.**"  Überein- 
kommen. , , • • • . 

Da  p willkükrlich  ist,  so  gebt  die  Zahl  der  Systeme  ins  Un- 
endliche. 


' . 33.  > 

Lehrsatz.  Zieh  t man  durch  den  einen  Aeh  nlichkeits- 
punkt  zweier  Kreislinien  C und  C*  z.  B.  A eine  beliebige 
Transversale,  und  bezeichnet  die  Durchschnittspunkte 
derselben  mit  den  Kreislinien  C und  C'  resp.  mit  A/,  N ; 
M\  Äfj  so  dass  M und  M ’ die  «dein  Aehnlichkeitspuokt 
zunächst  liegenden  Punkte  sind,  so  sind  die  Rechtecke 

AMxAN\  ANxAM*  • 

*•<**  . » 1 . : ‘ * J 

stets  gleich,  und  von  unveränderlicher  Grösse,  wie  man 

auch  die  Transversale  ziehen  mag.  « ‘ 


v. 


l 
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Beweis,  Wegen  der  Parallelität  der  Radien  CM,  CM':  CN, 
CN’  ist  AN:  AN'z=zr:r\  folglich  AM:  AM' 

=r  AN : AN' , oder  die  Rechtecke  AM  X AN9,  AN  X AM'  sind 

einander  gleich.  Ferner  ist  ^ X AM',  AN'=z  AMX  AN'  — £■ 

XAM'XAN',  und  da  AM'  X AN'  die  Potenz  des  Punktes  A für 
die  Kreislinie  C\  also  unveränderlich  ist,  so  muss  auch  AMX  AN\ 
oder  AN X AM'  von  unveränderlicher  Grösse  sein. 

Sind  B , B ' die  Berührungspunkte  der  von  A aus  gezogenen 
gemeinschaftlichen  Tangente  mit  den  Kreislinien,  so  übersieht  man 
leicht,  dass  das  in  Rede  stehende  constaute  Rechteck  dem  Rechteck 
AB  XAB'  gleich  ist.  - 

»•*  ' . 


# * . 

Lehrsatz.  Werden  zwei  Kreislinien  von  einer  drit- 
ten gleichartig  (d.  h.  zugleich  von  Aussen,  oderzugleich 
von  Innen)  berührt,  so  lie ge n die  Berührungspunkte  mit 
dem  directen  Aeh  nlich  keitspunkte  in  gern  der  Li  nie.  Fin- 
det aber  ungleichartige  Berührung  statt,  so  liegt  der 
inverse  Ae h n 1 ich k ei ts p u nkt  mit  den  Berührungspunk* 
ten  in  gerader  Linie. 

Beweis.  Zuerst  berühre  (Taf.  If.  Fig.  6.a.)  die  Kreislinie  O 
die  gegebenen  C und  C'  in  den  Punkten  M,  N'  von  Aussen*,  so 
duss  O , M,  C\  O,  Nf  C'  in  gerader  Linie  liegen,  und  OMz=z  ON' 
ist.  Zieht  man  die  Gerade  MN\  welche  die  Kreislinie  C ' in  M' 
schneidet,*  so  ist  L OMN'r=z  ON'M=:  CN9M'  ss±  C’M'N',  folg- 
lich CM’  mit  CM  parallel,  weshalb  MN ' durch  den  äusseren  Aehn- 
lichkeitspunkt  A der  Kreislinien  Cf  C geht. 

Berührt  zweitens  die  Kreislinie  o (Taf.  II.  Fig.  6.a.)  die  gegebe- 
nen in  m und  n ' von  Innen,  so  dass  oem,  ocri  gerade  Linien  sind, 
und  omzzzori  ist,  so  ist,  wenn  die  Gerade  tnri  die  Kreislinie  C in 
mT  schneidet,  L^omiri  = orimzzz  C ni ri , also  Cm  mit  Cm  paral- 
lel, weshalb  mn9  durch  den  directen  Aehnlichkeitspunkt  geht. 

Wenn  endlich  drittens  (Taf.  II.  Fig.  6.  b.)  die  Kreislinie  O die 
Kreislin  ie  C in  M von  Aussen,  die  Kreisliuie  C aber  in  N'  von 
Innen  berührt,  so  dass  OMC , ON'C  gerade  Linien  sind,  und 
OM-=.  ON ' ist,  so  ist,  wenn  MN'  den  Kreis  C in  M‘  schneidet, 
L OMM>  = ON’M*  ss  C3TN',  folglich  C M‘  parallel  mit  CM , 
weshalb,  da  die  Halbmesser  auf  verschiedenen  Seiten  der  Centrale 
liegeu,  die  Gerade  MN'  durch  den  innern  Aehnlichkeitspunkt  I 
geht.  * 


* i i i • j*  **  • * 

Denkt  man  sich  in  Taf.  II.  Fig.  6,a.  von  A die  gemeinschaftlichen 
äus8ern  Tangenten  gezogen, .weiche  die  Kreislinie  C in  B,  b,  die 
andere  in  B\  b’  berühren,  so  erhellt,  dass  die  Berührungspunkte 
jeder  beide  Kreislinien  von  Aussen  tungirenden  Kreislinie  auf  den 
Bogen  BMb,  B'M'b 9 liegen  werden,  und  auf  den  andern  Bogen 
die  Berührungspunkte  aller  beide  von  Innen  tangirenden  Kreise. 

Das  Umgekehrte  findet  statt,  wenn  die  Kreislinien  ungleichar- 
tig berührt  werden. 
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.Auch  erhellt,  dass  keine  Kreislinie  die  gegebenen  in  den  Be- 
rührungspunkten der  Tangenten  zugleich  berühren  kann. 

♦ e . * ’ * ^ i * *•  * 

•••  ■ 36. 

v 

* * • » 

Es  seien  nun  die  Kreislinien  C>  C\  Ch  so  beschaffen,  dass  sich 
zwei  neue  C\  CIV  beschreiben  lassen,  von  denen  die  erste  die  drei 
gegebenen  von  Aussen  in  den  Punkten  Af,  M\  die  andere  die- 
selben von  Innen  in  den  Punkten  iV,  A\  A"  berührt.  Der  äussere 
Aehnlichkeitspunkt  der  Kreislinien  C , C liegt  dann  (34.)  sowohl 
auf  der  Geraden  MM\  als  auf  AA\  der  äussere  Aehnlichkeitspunkt 
von  C , C’  sowohl  auf  MM'\  als  auf  AA'\  der  äussere  Aehnlich- 
keitspunkt von  C\  C " sowohl  auf  M' M'\  als  auf  A’'A".  Da  nun, 
wenn  A , A\  A"  die  directen  Aehnlichkeitspunkte  der  Systeme 
C,  C'i  C , C";  C’y  C\  die  Geraden  AMM\  ANA'\ 

A'AA"\  A"M'M'\  Ä'A'A*1  Transversalen  der  Systeme  C%  C\ 
Cy  C \ C’y  C"  sind,  so  finden  (33.)  die  Relationen  statt: 

lAM  . AM ' .=  AA  .AA‘  j „ 

) A'M  . A'M"  .•=  A’A  . A'N"  j > 

{ A’M' . A"M"  = A’A . A"A"  \ 

und  die  Punkte  A>  A',  A"  hieten  somit  gleiche  und  gleichartige 
Potenzen  für  die  Kreislinien  C"',  Ctv  dar,  oder  AA’A"  ist  eine 
gerade  Linie,  nämlich  die  Potenzlinie  der  Kreise  Cr\  C1?. 

Sind  die.  Kreise  Cy  C,  C'  ferner  so  beschaffen,  dass  sich  zwei 
neue  C" , C*v  beschreiben  lassen,  deren  erster  die  Kreise  C , C' 
von  Aussen,  C " von  Innen,  der  andere  'C,  C von  Innen,  C " aber 
von  Aussen  berührt,  so  erhellet  ganz  wie  vorher,  dass  die  Aehn-  . 
lichkeitspunkte  A,  / ' in  gerader  Linie,  nämlich  in  der  Potenz- 
linic  der  Kreise  C % Ctv  liegen. 

Wir  liabeu  daher  folgendes  . . • 

• • » , 

- * * 

37.  . 


Theorem.  Wenn  drei  Kreise  C \ C"  so  beschaffen 

sind,  dass  sich  zwei  neue  C'\  CIfr  beschreiben  lassen,  von 
•welchen  der  erste  alle  drei  von  Aussen,  der  andere  alle' 
drei  vonlnnen  berührt,  so  liegen  die  drei  directen  Aehn- 
lichkeitspunkte der  gegebenen  Kreise  in  der  Potenzli- 
nie  der  neu  beschriebenen. 

K ann  man  zweitens  zwei  Kreise  beschreiben,  von 
welchen  der  eine  C,  C von  Aussen,  C"  von  Innen,  der 
andere  C,  C von  Innen,  C * von  Aussen  berührt,  so  lie- 
gen der  directe  Aehn  1 ichkeitspu  nkt  von  Cs  C , und  die 
inversen  Aehnlichkeitspunkte  von  C,  C"\  C\  C'  in  der 
Potenzlinie  der  neu  beschriebenen  Kreise. 

- . * - * s 1 \ 

38. 

Die  so  eben  charakterisirten  Aehnlichkeitspunkte  liegen  stets 
in  gerader  Linie,  ohne  dass  die  Kreislinien  von  der  in  37.  nnge- 
gegebenen  Beschaffenheit  sind,  nur  kann  dann  ,-von  einer  Potenz- 
linie nicht  die  Rede  sein.  . ■.  ...  „ 


\ 


\ 


L \ 
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* • 

Denn  nach  32.  kann  man  die  Halbmesser  der  3 Kreise  so  Uar 
abnehmeo  lassen,  dass  die  Kreise  ganz  ausserhalb  einander  lieget 
nnd  doch  dieselben  Aehnlichkeitspunkte  haben,  und  für  3 gis 
ausserhalb  einaoder  liegende  Kreise  sind  die  Bedingungen  in  31 
erfüllt.  Wir  haben  also  folgendes  Theorem: 

Bezeichnet  man  die  äussern  Aebnlichkeitspnnktt 
dreier  Kreislinien  durch  A,  Ay  A\  die  innern  durch/ 
/",  so  liegen  die  Ternionen 


A,  A', 

• A” 

A,  I, 

r 

A'y  I, 

i" 

A\  /, 

r 

stets  in  gerader  Linie,  und  diese  vier  Geraden  beiss», 
Aehnlichkeitsaxen,  AA  A"  die  directe,  die  übrigen» 
verse.*)  . . > 

Ist  es  möglich,  an  die  drei  Kreislinien  die  6 äussern  gemei: 
schädlichen  Tangenten  zu  ziehen,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Obige 
der  von  Monge  gefundene  Satz: 

Dass  die  drei  Punkte,  in  denen  je  zwei  zusammen^ 
hörende  der  sechs  an  drei  Kreise  gezogenen  aussen 
Tangenten  sich  schneiden,  stets  in  einer  geraden  Lin« 
liegen. 

/ < 4 

* » 

IV.  Die  hauptsächlichsten  Folgerungen  der 
Aehnlichkeitstheorie  bei  Kreisen. 

’ 39. 

Zuerst  denken  wir  uns  in  und  um  einen  Kreis  einen  Triaef 
beschrieben,  ABC , KLM  (Taf.  II.  Fig.  7.),  so  dass  die  Sei«1 
des  letztem  durch  die  Winkelspitzen  des  erstem  gehen,  und  ferc<! 
denken  wir  uns  die  Seiten  des  A ^4BC  verlängert,  bis  sie  ^ 
Tangenten  in  den  Gegenecken  in  D , JE,  JF  begegnen.  Dann 
ten  folgende  Umstände  ein: 

Die  aus  K mit  KA  z=zKB  beschriebene  Kreislinie  wollen  *’ 
der  Kürze  halber  bloss  die  Kreislinie  K nennen,  und  eine  äbnlicjj, 
Benennung  für  die  aus  L mit  LB^=zLC,  und  aus  M mit  MA^z  ” 
beschriebenen  Kreislinien  anwenden. 

»Dies  vorausgesetzt  werden  die  Kreislinien  K und  M von. 
Kreislinie  L in  ß und  C von  Aussen  (d.  h.  gleichartig)  beriiWj 
weshulb  ihr  directer  Aehulichkeitspunkt  auf  der  Geradeu  BC  W 


•)  M.  vgl.  den  analytischen  Beweis  von  Grün  er t in  d.  Analyt.  GeO1* 
trie.  Theil  I.  S.  111  ff.  Der  Beweis  in  demselben  Werke  The»1 
S.  2C7  $4  gründet  sich  auf  die  Theorie  der  Transversalen.  Einen 
ciellen  Fall  des  Theorems  beweist  Meier  Hirsch  (Sammlung  £*oU!f 
trischer  Aufgaben  Theil  11.  S.  368  — 70)  durch  Rechnung.  Map/'1; 
Sammlung  von  Aufg.  und  Lehrsätzen  aus  der  analyt.  Geometrie.  ^ 
Abtheilung  S.  80. 
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(34.),  und  da  derselbe  sieb  auch  auf  der  Centrale  KM  beündet,  so 
ist  der  Durchschnitt  von  BC  und  MK,  nämlich  D,  der  directe 
Aebnlichkeitspunkt  der  Kreislinien  K und  M. 

Ganz  ebenso  erhellt,  ‘ dass  E der  directe  Aebnlichkeitspunkt 
der  Kreislinien  K und  E,  F der  directe  Aebnlichkeitspunkt  der 
Kreislinien  E und  M ist. 

Daher  (38.)  lieget!  die  Punkte  D,  E,  F in  einer  geraden  Li- 
nie, nämlich  in  der  äussern  Aehnli  chk  eitsaxe  der  Kreislinien 
K,  E , M. 

Ferner  werden  die  Kreislinien  D und  E ( d.  h.  die  aus  D,  E 
mit  DA , EB  beschriebenen  Kreislinien)  von  der  Kreislinie  K in 
A und  B ungleichartig  berührt,  weshalb  ihr  inverser  Aehnlichkeits- 
punkt  auf  AB  und  DE  zu  gleicher  Zeit  liegt,  also  F ist. 

Eben  so  wird  ciogesehen,  dass  E der  directe  Aebnlichkeitspunkt 
von  den  Kreislinien  D und  F , D der  directe  Aehnlrehkeitspunkt 
von  den  Kreislinien  E und  F ist. 

Demnach  haben  wir  folgendes  Theorem : 

Bei  jedem  einem  Kreise  eingeschriebenen  Dreieck 
liegen  die  Durchschnittspunkte  der  Seiten  mit  den  Tan- 
genten in  den  Gegenecken  stets  in  gerader  Linie*). 

. 40. 

Dass  dieser  Satz  für  alle  Kegelschnitte  gilt,  wird  so  erwiesen. 

Die  Spitze  des  Kegels,  aus  welchem  der  Kegelschnitt  geschnit- 
ten ist,  heisse  S und  ABC  sei  ein  in  den  Kegelschuitt  beschriebenes 
Dreieck;  legt  man  durch  SA  eine  Berührungsebene  des  Kegels, 
welche  die  Ebene  SBC  in  der  Geraden  SD  schneidet,  so  dass  D 
der  Durcbschnittspunkt  von  BC  mit  der  Durchschnittslinie  der 
Berührungsebene  und  der  Ebene  des  Kegelschnitts  ist,  so  wird  DA 
eine  Tangente  des  Kegelschnitts  in  A sein.  Auf  dieselbe  Art  con- 
struire  man  die  übrigen  Tangenten,  und  deren  Durcbschuittspunkte 
mit  den  übrigen  Seiten  des  Triangels. 

Man  schneide  nun  den  Kegel  durch  eine  Ebene  so,  dass  der 
Schnitt  ein  Kreis  und  von  den  Kanten  SA,  SB,  SC  resp.  in  A , 
B',  C'  getroffen  wird.  Sodanu  sei  AD'  die  Durchschnittslinie  der 
Berührungsebene  durch  SA  mit  der  Kfeisebenc,  dass  also  A' D' 
eine  Tangente  des  Kreises  ist,  welche  die  Verlängerung  von  B'C' 
in  D’  schneidet,  und  ebenso  bestimme  mau  die  Punkte  E' , F\ 

Nach  39.  liegen  nun  die  Punkte  D',  E\  F'  iu  gerader  Linie, 
und  da  /?,  E,  F auf  den  Geraden  SD',  SE',  SF  liegen,  so  wer- 
den die  letztem  Punkte  in  einef  Ebene,  und  zugleich  iu  der  Ebene 
des  Kegelschnitts  liegen,  und  müssen  sich  also  in  der  Durchschnitts- 
linie  beider  Ebenen,  oder  in  gerader  Linie  befiuden. 

41.  • • ••  • 

Betrachten  wir  jetzt  zwei  Vierecke  ABCD , KEMK,  von  de- 
nen das  erste  in  einen  Kreis,  das  andere  um  denselben  so  beschrie- 
ben ist,  dass  seine  Seiten  durch  die  Ecken  des  erstem  gehen;  J£sei 
der  Durchschnitt  der  Seiten  AB  und  CD,  F der  Durchschuitt  der 
Gegenseiten  AD  und  BC,  G der  Durchschuitt  der  Tangenten  in 

e)  Steiner,  Systematische  Entwickelung  der  Abhängigkeit  der  geometr. 

Gestalten  von  einander  etc.  S.  155.  — Grunert  Analyt,  Geoinctr, 

Theil  II.  S.  209.  (Theorie  der  Transversalen). 

Theil  V.  9 
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Jen  Gegenecken  LK  und  MA  y endlich  H der  Durchschnitt  der 
Tangenten  KA  und  LM  (Taf.  II.  Fig.  8.), 

Da  nun  die  Kreislinien  A und  L sowohl  von  der  Kreislinie  K 
als  von  der  Kreislinie  M resp.  in  Ay  B\  D , C gleichartig  berührt 
werden,  so  liegt  ihr  dircctcr  Aehulichkeitspuukt  auf  den  drei  Ge- 
raden AB,  CD,  AL , so  dass  also  die  letztem  in  einem  und  dem- 
selben Punkte  E Zusammentreffen. 

Ganz  ebenso  wird  erwiesen,  dass  die  drei  Geraden  BC , AD , . 
MK  iu  demselben  Puukte  F zusammenstossen. 

Ferner  werden  die  Kreislinien  A und  L von  der  Kreislinie  G 
in  D und  B , von  der  Kreisliuie  II  in  A und  C ungleichartig  be- 
rührt,, weswegen  ihr  iuverser  Aehulichkeitspuukt  auf  den  Geraden 
BD,  AC , AL  zugleich  liegt,  und  die  letztem  also  in  einem  und 
' demselben  Punkt  0 sich  sebueiden  müssen.  • 

Ganz  ebenso  wird  erwieseu,  dass  BD , AC\  KM  sich  in  einem 
Punkte  schneiden,  und  folglich  treffen  die  vier  Gerudeu  AC , BD , 
KM}  LA  in  demselben  Punkte  0 zusammen. 

Nun  werden  auch  die  Kreislinien  G und  H von  den  Kreislinien 
K uud  M resp.  in  Ay  B\  D , C ungleichartig  berührt,  daher  ihr 
innerer  Aehulichkeitspuukt  E ist,  und  somit  //,  G , E in  gerader 
Liuie  liegen.  Sodann  werden  die  Kreislinien  G und  H von  den 
, Kreislinien  L undA  resp.  in  ß>  C ; A , D gleichartig  berührt,  so 
dass  ihr  directer  Aehnlichkeitspunkt  F ist,  und  somit  auch  F mit 
G , H in  gerader  Linie  liegt.  Also  befiuden  sich  die  vier  Punkte 
Ey  Fy  G,  //  in  einer  geraden  Liuie. 

42. 

» • * « 

»» 

Diese  Resultate  finden  für  alle  Kegelschnitte  statt. 

Denn  es  sei  wieder  S des  Kegels  Spitze,  zu  welchem  der  Schnitt 
gehört,  ABCDy  KLMA  eiu  in  und  uin  den  Kegelschnitt  beschrie* 
benes  Viereck,  dass  die  Seiten  des  letztem  durch  die  Spitzen  des 
erstem  gehen,  Ey  F die  Durchschnitte  der  Gegenseiten  des  einge- 
schriebenen, G , //  die  Durchschnitte  der  Gegenseiten  des  umschrie- 
benen Vierecks,  so  dass  also ,SE  der  Durchschuitt  der  Ebenen  SAB, 
SDCy  E der  Durchschnittspuukt  der  Geraden  SE  mit  dem  Kegel- 
schnitt etc.,  SG  d)er  Durchschnitt  der  durch  SBy  SD  gelegten  Be- 
rührungsebene  des  Kegels,  G der  Durchschnitt  der  Geraden  SG 
mit  dein  Kegelschnitt  ist  etc. 

Man  schneide  die  Kegelfläche  durch  eine  Ebeue,  dass  der  Schnitt 
ein  Kreis  wird,  bezeichne  durch  Ä , /?',  6',  D' ; K\  L , M'y  A* j 
E\  F\  G'y  H’  die  Durchschnittspunktc  der  Geraden  SAySBySCy 
SD;  SKy  SLy  SM,  SA ; SEy  SFy  SGy  SB  mit  der  Kreisebene,  so 
wird  erhellen,  dass  AB' C'D',  K'L  M'A'  ein  in  und  um  den  Kreis 
beschriebenes  Viereck  ist,  desseu  Seiten  und  Spitzen  sich  berühren, 
und  j E",  F's  die  Durchschnitte  der  Gegenseiten  des  in  den  Kreis, 
und  G' y ft  die  Durchschnitte  der  Gegenseiten  des  um  den  Kreis 
beschriebenen  Vierecks  sind. 

Nach  4L  liegen  die  Punkte  Ey  //, ' A’  in  gerader  Linie*,  so 
dass  SB*y  SLy  SA’  eine  Ebene  bilden,  in  weicher  auch  die  Punkte 
Ey  L±A  liegen,  und  da  die  letztem  in  der  Ebene  des  Kegelschnitts 
sind,  so  befinden  sie  sich  im  Durchschnitt  beider  Ebenen  oder  in 
gerader  Linie. 

*1  Ferner  schneiden  sich  nach  41.  die  vier  Geraden  ÄC\  B'D, 


V ' 
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'^JM\  L'fl'  in  demselben  Punkte  V 9 weswegen  die  vier  Ebenen 
A'€\  SED , SK'M\  SL'fl'  sich  in  der  Geraden  SV  treffen, 
id  mithin  der  Punkt  0 , als  auf  SV  liegend,  allen  vier  Ebenen 
^meinsam  ist.  Nun  liegt  aber  0 im  Kegelschnitt,  also  auf  den 
er  Geraden  ACy  BDx  KM , JLN,  in  welchen  jene  Ebenen  den 

h Endlich  befinden  sich.  (41.)  die  vier  Punkte  E\  F\  G\  H'  in 
irnder  Linie,  weshalb  SE\SF\  SG\  SH ' eine  Ebene  bilden,  in 
elcbcr  auch  E , F , fr, /fliegen,  und  da  die  letztem  auch  im  ke- 
slschnitt  sind,  so  liegen  sie  in  beider  Ebenen  Durchschnitt  oder 
gerader  Linie. 

Demnach  entspringen  folgende  Theoreme: 

1)  Sind  in  und  um  einen  Kegelschnitt  zwei  Vierecke 
o beschrieben,  dass  die  Seiten  des  letztem  durch  die 
cken  des  erstem  geben,  so  liegt  der  Durchschnitt  . 
c r Gegenseiten  .des  ei  ngeschriebenen  Vierecks  mit  ei» 
emPaar  d er  Gegenecken  des  umschriebenen  in  gerader 
inie.  . 

2)  Die  vier  Diagonalen  beider  Vierecke  treffen  in 
cmselben  Punkt  zusammen,  so  dass  also  auch  der 
) u rchschnitt  der  Gegenseiten  des  eingeschriebenen 
Vierecks  mit  einem  Paar  Gegenecken  <ües  umschriebe» 
len,  und  dein  Durchschnitt  der  vier  Diagonalen  in  ge- 
•a  ddr  Li  n i e 1 i egt. 

3)  Die  vier  Durchschnittspunkte  der  Gegenseiten 
»eider  Vierecke  befinden  sich  iü  einer  geraden £«in ie°). 

i * 

43. 

Betrachten  wir  nun  das  in  einen  Kreis  beschriebene  Sechseck 
4 , A2  Ax  Aa  A6  Ai  (Taf.  111.  Fig.  9.),  und  verlängern  je  zwei 
Seiten,  zwischen  deneu  zwei  andere  liegen,  bis  sie  sieb  in  Gly  6\, 
Gx  schneiden,  so  treten  folgende  Umstände  ein. 

Zieht  man  in  Ati  As’y  ferner  in  AX}  endlich  in  Aa , At 
Tangenten,  bis  sie  sich  in  K2,  Kxi  Kx  schneiden,  so  ist  (42.)  Gx 
Jer  äussere  Achnlichkeitspunkt  der  Kreislinien  Kiy  K%y  ferner  G% 
der  inverse  Aehnlichkcitspunkt  der  Kreislinien  K2yKx\  endlich  Gx 
der  inverse  Aehnlichkeitspunkt  der  Kreislinien  Ä, , Kx ; folglich 
müssen  (38.)  die  Punkte  Gt,  Gx  in  gerader  Linie  liegen,  und 
zugleich  werden  die  6 Punkte  Gly  G2 , G 3,  Kl9  Kz,  fix  in  einer, 
geraden  Linie  sein. 

Da  sich  nun  ganz  wie  4L  und  42.  diese  Sätze  für  alle  Kegel- Ä 
schnitte  beweisen  lassen,  so  entspringen  die  Theoreme: 

1)  Bei  jedem  einem  Kegelschnitt  eingeschriebenen 
Sechseck  liegen  die  Durch  Schnitts  punkte  der  drei  Sei» 
tenpaare,  zwischen  denen  zwei  andere  Seiten  liegen, 
stets  in  einer  geraden  Linie  und 

2)  auch  die  Durchschnitte  der  Tangentenpaare  in 
den  Ecken,  zwischen  denen  zwei  andere  liegen,  hefin» 

• ■ 

°)  Grunert  Analyt.  Geomet.  Theil  I.  S.  114  — 1$.  (Speciell.  Fall  für  den 

Kreis).  — • J.  Steiner  Gcometr.  Gestalten.  S,  153.  — Magnus  Samm* 

lung  analyt.  Aufgaben.  S.  191. 

9 • 

■ . . /" 
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in  einer  geraden  Linie,  welche  init  der  in  I)  ge 
Geraden  z «saun  menfäl  1 1 °). 


44.  - 

i 

Aus  dem  ersten  Theorem  lässt  sich  ein  anderes  ableiten,  wel- 
ches sich  auf  ein  in  einen  Kegelschnitt  beschriebenes  Fünfeck 
bezieht,  und  als  ein  Grenzfail  jenes  betrachtet  werden  kann,  wenn 
man  sich  vorstellt,  dass  eine  Seite  des  in  einen  Kegelschnitt  be- 
schriebenen Sechsecks  alimäbiig  verschwinde.  Der  Satz  ist  fol- 
gender: 

Bei  jedem  einem  Kegelschnitt  eingeschriebenen 
Fünfeck  liegen  die  Durch  sc  hnittspuukte  irgend  zweier 
.Seitenpaare,  und  der  Durchschuittspun  kt,  welchen  die 
jedesmalige  fünfte  Seite  mit  der  Tungcutc  in  der  ge- 
genüberstehenden Fcke  bildet,  allemal  in  einer  geraden 
Linie  (Steiner  Geom.  Gestalt.  S.  153.) 

Beweis,  ln  Taf.  111.  Fig.  10.  sei  Ax  A2  A3  ÄA  At  das  in 
den  Kegelschnitt  beschriebene . Fünfeck,  die  Seiten  AXA2,A3A4 
schneiden  sich  in  GXf  die  Seiten  A2A3i  A4AS  schneiden  sich 
in  G2 , und  die  Seite  AXA4  begegne  der  iu  A , gezogenen  Tan- 
gente in  6t5,  so  soll  erwiesen  werden,  dass  GxG2Gt  eine  gerade 
Linie  ist. 

Man  nehme  zwischen  A2  und  A3  noch  einen  sechsten  Punkt 
Aa  an,  ^erbiude  ifin  mit  A2  und  A3,  so  dass  AxA2A6A3A4Ai 
ein  in  den  Kegelschnitt  beschriebenes  Sechseck  ist,'  und  verlängere 
A2A4  bis  cs  A 4As  in  T2X  ACA3  bis  es  AXA3  in  F,  begegnet, 
so  muss  (43.)  Gxr2T3  eine  gerade  Linie  sein. 

Gesetzt  nun  €?,,  G2 , G%  lägen  nicht  in  gerader  Linie,  son- 
dern die  Gerade  GXG2  begegnete  der  Geraden  AXAS  in  g3 , so 
lasse  'man  sich  nuu  den  Punkt  Aa  , dem  Punkte  As  immer  nä- 
her und  näher  bewegen,  ohne  dass  er  mit  ihm  zusammenfällt;  un- 
ter diesen  Umständen  wird  die  Gerade  A2Ae  der  Geraden  A2A3 
immer  näher  kommen,  und  der  Punkt  Z\  somit  dem  Punkte  G2 
sich  näher  bringen  lasser»,  als  jede  vorgegebene  Distanz  beträgt. 
Ebenso  wird  der  Punkt  r,  dem  Punkte  G3  beliebig  nulte  kommen. 

Wenn  nun  der  Punkt  g3  nicht  mit  G , zusammenfällt,,  so  wird, 
während  T2  sich  nach  G2  bewegt,  die  Gerade  G2T2  zwar  belie- 
big klein  gemacht  werden  können,  aber  nicht  die  Gerade  F,  Gsy 
da  sie  im  vorliegenden  Fülle  stets  grösser  als  Gtg3  ist,  und  da 
dies  gegen  das  Obige,  so  muss  g%  mit  Gt  zusammenfallen,  oder 
die  Punkte  Gx>  G23  G3  sind  in  eiuer  Geraden,  w.z.O.to. 


den  sich 
nannten 


Den  Satz  1)  hat  Pascal  (Essai  sur  les  coniques  148  Note)  gefunden, 
und  in  einer  verloren  gegangenen  Abhandlung  soll  er  die  ganze  Theo- 
rie der  Kegelschnitte  auf  jenen  Satz  gegründet  haben.  — Vgl.  Gru- 
nert  Anal.  Geom.  Theil  II.  S.  270  IT.,  wo  der  Beweis  von  Gergonne 
(Annales  de  Mathem.  XVII.  p.  143.)  mirgetheilt  ist.  — Po  nee  I et 
Traite  des  proprietes  projoctives  des  figures.  p.  81.  — J.  Steiner 
Geom.  Gestalten  S.  150.  und  Annales  de  Math.  Vol.  XVIII.  — Carnot  , 
. Geometrie  de  position.  Vol.  11.  p.  215.  der  Ucbersetzung.  . 
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45.  . 

• 

Aus  den  vorhergehenden  Sätzen  erhellt,  wie  man  folgende  Auf- 
gaben bloss  mit  Hülfe  des  Lineals  lösen  kann. 

1)  Wenn  irgend  drei  Punkte  eines  Kegelschnitts», 
und  die  Tangenten  in  zweien  gegeben  sind,  die  Tan- 
gente im  dritten  Punkte  zu  finden  (39.). 

2)  Wenn  irgend  vier  Punkte  eines  Kegelschnitts, 
und  die  Tangente  in  einem  derselben  gegeben  ist,  die 
Tangenten  in  den  drei  übrigen  Punktcu  zu  finden  (42.) 

Denn  in  Taf.  II.  Fig.  8.  sei  die  Tangente  in  A gegeben.  Man 
bestimme  'die  Punkte  E,  F,  ziehe  EO  bis  sic  die  gegebene  Tan- 
gente in  Ar  schneidet,  und  verbinde  N mit  ß,  so  hat  man  die  Tan- 
gente in  j ö,  ziehe  ferner  FO  bis  sie  die  Tangenten  in  D und  A 
in  M und  K schneidet,  und  verbinde  M mit  C,  K mit  ß , so  hat 
mau  die  Tangenten  in  C,  ß.  ' 

3)  Wenn  irgend  vier  Tangenten  eines  Kegelschnitts  * 
und  der  Berührungspunkt  der  einen  gegeben  sind,  die 
Berührungspunkte  der  drei  übrigen  zu  finden. 

t 4)  Von  einem  Punkte,  der  im  Umfange  des  Kegel- 
schnitts liegt,  an  denselben  eine  Tangente  zu  ziehen. 
(Taf.  III.  Fig.  10.)  * 

Man  nehme  ausser  dem  gegebenen  Punkte  A 3 noch  vier  andere 
an  Alt  A 2,  Aa , A%*  so  dass  AXAZ , AaA4  sich  in  €?,,  ferner  AzAiy 
A4A6  sich  in  G2  schneiden,  ziehe  G , G2 , bis  sie  AXA&  in  Gt 
schneidet,  und  verbinde  Gs  mit  Aly  so  \stAlGa  die  gesuchte  Tan-  . 
gente  des  Kegelschnitts.  * 

46. 

i 

Theorem.  Die  Potenzccntra  aller  Systeme  dreier 
Kreise,  welche  man  erhält,,  wenn  hian  die  Halbmesser 
dreier  gegebenen  Kreise,  ohne  die  Lage  der  Mittel- 
punkte zu  äudern,  um  gleiche  Grössen  zugleich  wach- 
sen, oder  zugleich  abnehmen  lässt,  befinden  sich  stets 
in  gerader  Linie,' welche  auf  der  äussern  Aehnlichkeits- 
i-  axe  der  gegebenen  Kreise  senkrecht  steht. 

Zum  Beweis^  dieses  Theorems  sind  folgende  -Vorbereitungen 
nöthig: 

1)  Im  Punkte  S (Taf.  III.  Fig.  11.)  treffen  3 Gerade  zusammen, 

auf  deren  mittleren  die  Gerade  EM  senkrecht  ist;  ferner  seien  von 
einem  beliebigen  Punkte  P der  Geraden  SK  auf  SE  und  SM  die 
Perpendikel  PQ  und  Pß  gefällt,  so  behaupte  ich,  dass  die  Propor- 
tion statt  linde  , * 

SQ:SRz=z.SM,SE. 

. * „ ‘ 1 

•Denn  wegen  Aehnlichkeit  der'/\^  SQP \ SKE\  SßPt  SKM 
ist  SQ : SK  =±=  SP:  SE , Sß ■:  SK  = SP:  SM,  also  SQ.SE  = . 
SK,  SP,  Sß,SM=SK.SP , daher  SQ.SE  = Sß.SM , oder 
8Q:Sß==  SM.SE. 

2)  Umgekehrt  wenn  diese  Proportion  statt  findet,  und  PQ , Pß 
auf  SE , SM  senkrecht  stehen,  so  muss  EM  auf  SK  senkrecht 
sein.  Denn  wenn  dieses  nicht  wäre,  so  müsste  das  von  E auf  SK 
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f efallte  Perpendikel  die  Gerade  SM  im  Punkte  M'  so  schneiden, 
ass  SQ : SR  = SM* : SLj  wäre,  und  dann  müsste  also  SMz=z  SM.' 
sein,  welches  ungereimt. 

3)  ln  Taf.  UL  Fig.  12.  sind  von  beliebig  vielen  Punkten  P,  P , 
P"  etc.  der  Geraden  PPP'  auf  zwei  andere  Gerade  RR'R',  QQ’Q" 
Perpendikel  PQ , PR\  PQ,  P'R-,  P'Q’’,  PR”  etc,  gefällt,  so 
behaupte  ich,  dass  die  Gleichheit  der  Verhältnisse  statt  linde 

tfff:7272'=tfff:  7272'==  etc. 


Denn  zieht  man  durch  P mit  den  Geraden  QQ  Q',  RRR”  Pa- 
rallelen, welche  die  Perpendikel  in  q ',  q"  etc.,  r,  r”  etc.  schnei* 
den,  so  ist  Pq’  : Pf  = PP’ : PP',  Pr’ : Pr'  = PP’ : PP\  also  auch 
Pq' : Pf  = Pr  : PP , oder  Pf \PPzszPf  %Pr\  oder  QQ  \ RR 
=zQQ":RR’. 

4)  Umgekehrt,  wenn  auf  den  Geraden  QQ! , RR'  die  Punkte 
ff,  ff,  ff  etc.,  72,  /f  72"  etc.  so  gewählt  sind,  dass  sich  verhält 
QQ! : QQ" RR : RR”  etc.,  so  müssen  die  Durcbscbnittspunkte 

- der  in  diesen  Punkten  errichteten  Perpendikel  sich  in  gerader  Li- 
nie befinden. 

Denn  schnitte  die  Gerade  PP-  das  Perpendikel  Pf,Q"  nicht  in 
P’ , welchen  Punkt  das  letztere  mit  P”R"  gemein  hat,  so  müsste 
das  vom  gedachten  Durchschnitt  auf  RR'  gefällte  Perpendikel  die 
letztere  Gerade  im  Punkte  92"  so  treffen»  dass  QQ' : ff  ff' =7272':  7292" 
wäre,  und  dann  müsste  nach  der  Voraussetzung  RR'  = 7292''  sein, 
welches  ungereimt  ist.  ■ 

5)  Nun  seien  C,  C',  C”  die  Mittelpunkte,  r,  r\  r”  die  Halbmes* 
, ser  dreier  Kreislinien,  und  X Dasjenige,  um  welches  alle  drei  Halb- 
messer wachsen  oder  abnehmen;  firner  seien  Q , R die  Durch- 

* schnitte  der  vom  Potenzcentrum  P auf  die  Centraleu  CO,  CO  gefäll- 
ten Perpendikel  mit  diesen  Centralen,  P das  Potenzcentrum  der 
mit  den  Halbmessern  r-\-X,  r'-b-X,  r"  - \rX  beschriebenen  mit  den 
erstem  coqcentriscben  Kreise,  und  ff,  R die  Durchschnitte  der 
von  eben  diesem  Potenzcentrum  auf  die  nämlichen  Centralen  wie 
vorher  gefällten  Perpendikel  mit  dem  letztem,  so  ist  nach  dem 
Obigen 

— 2 CO  — ’ 2 CO  ’ ’ 


also  durch  Subtraction  Q’C — ff  C*= ^ , oder  QQ H 

Ganz  ebenso  wird  sein  7272'  = — — , also  ist 


QQ!  r — r'  CO 

i£k  *=  r—S CC'* 

. - * / 

Hiernach  ist  das  Verhältnis  QQ’ : RR  constant,  weshalb  (4) 
die  Potenzcentra  sämmtlich  in  einer  geraden  Linie  liegen. 

Die  Richtung  dieser  Geraden  zu  bestimmen,  bezeichnen  wir 
durch  L und  M die  äusseren  Aehnlickkeitspunkte  der  Systeme  C , 

C’  und  C,  C"y  so  ist  nach  dem  Obigen  LC  = , MC 


\ 
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r.CC’  t MC  r — r'  CC'  ,  *  * f . * * 

= - 2_'r~  > also  2^7  ==  r—r”  * CC  9 uncl  Bach  dem  Obi« 

gen 

QQr  : Äß  = MC:PC.  . m 


Ist  aber  S der  Durchschnitt  der  Geraden  PP”  mit  CM  und 
wird  die  Gerade  Sl 9 mit  PC  parallel  gezogen,'  dass  sie  die  Per- 
pendikel P(P  P'Q!  in  q , q\  die  Aelinliclikeitsaxe  PM  in  l’  schnei- 
det, so  ist  Sq : SR=l  QQ’ : HR’ , also  auch  Sq:  SRz=z  MC:  PC, 
und  da  MC : PC  =z  MS : Sl\  so  hat  man  Sq  : SR  = MS  : Sl\ 
weshalb  nach  2)  die  Gerade  SPP ' oder  der  Ort  der  Potefizcentra 
auf  VM  oder  PM , d.  h.  auf  der  äussern  Aehniickkeitsaxe  senk- 
recht steht. 

Wenn  man  die  Halbmesser  theils  wachsen,  theils  abnehmen 
liesse,  so  würde  der  Ort  der  Potenzcentra  noch  immer  eine  Gerade 
sein,  welche  auf  einer  der  drei  inversen  Aehnlichkeitsaxen  senk- 
• recht  stände,  z.  ß.  auf  A1’P\  wenn  man  die  Halbmesser  r und  r' 
wachsen,  und  r ' abnehmen  lässt. 

Dies  weiter  auszuführen  ist  unnothig,  da 'es  mittelst  obiger 
Principien  unter  einigen  Modificationeu  leicht  erhellt®).. 

47..  • * 

i«  * » 

Nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  steht  der  Ort  der  Po- 
tenzcentra auf  %iner  Aelinliclikeitsaxe  der  Kreislinien,  deren  Halb- 
messer r,  r\  r"  sind,  senkrecht,  und  da  er  aus  demselben  Grunde 
auf  einer  Aelinliclikeitsaxe  der  mit  den  Halbmessern  r-f-Ä,  r'-\-X , 
r'-l-h  beschriebenen  Kreise  senkrecht  ist,  so  entspringt  folgendes 
Theorem,  welches, -so  viel  ich  weiss,  noch  nicht  bestimmt  ausge- 
sprochen ist: 

Die  Aehnlichkeitsaxen  aller  Systeme’  dreier  Kreise, 
welche  man  erhält,  wenn  man  die  Halbmesser  dreier  ge- 

f ebenen  Kreise,  ohne  die  Lage  der  Mittelpunkte  zu  ä n • 
ern,  um  gleiche  Grössen  wachsen  oder  abnehmen  lässt, 
sind  alle  unter  sich  und  mit  der  Aehnlichkeitsaxe  der 
gegebenen  Kreise  parallel. 

i ' 

* i • 

* , X 

1 ' V.  Polarität  der  Kegelschnitte.. 

* ' 48.-  ‘ . ' - 

i 

j 

Die  Spitzen  beliebig  vieler  üb^r  einer  Geraden  im 
Raum  beschrieben en  rechtwinkligen  Triangel  liegen  in 
der  um  die  nämliche  Gerade  alsDiameter  beschriebenen 
; K u gelfläch e. 

Die  Grundlinie  aller  Triangel  sei  AB  und  C die  Spitze  eines 
beliebigen  unter  ihnen,  so  muss  die  durch  AB  als  Durchmesser 
. gelegte  Kugel  nothwendig  durch  C gehen,  weil  die  Kugel  von  je- 

' . » 

9 

* 1 • \ 

•)  Man  vergl.  Grtinerts  Analyt.  Geometrie  Theil  I.  S.  117.  Supplemente 
zum  Wörterbuche  Art.  Anwendung  der  Analysis  S.  22. 
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der  Ebene  in  einem  Kreise  geschnitten  wird,  und  der  Winkel  im 
Halbkreise  ein  rechter  ist. 


• 49. 

Schneiden  , sich  mehrere  Ebenen  in.  einem  Punkte, 
und  begegnen  sie  einer  Kugelfläche,  so  liegen  die  Mit- 
telpunkte der  Kreise,  in  welchen  sic  die  Kugel  treffen, 
in  derjenigen  Kugel,  welche  die  Entfernung  des  Durch- 
schnittspunktes der  Ebenen  vom  Mittelpunkte  der  gege- 
benen Kugel  zum  Durchmesser  hat. 

Bezeichnet  man  nämlich  den  Mittelpunkt  der  gegebenen  Kugel 
durch  C,  den  Durchschnittspunkt  der  Ebenen  durch  Py  und  ist  M 
der  Mittelpunkt  eiues  Kreises,  in  welchem  eine  beliebige  durch  P 
gehende  Ebene  die  Kugel  trifft,  so  steht  bekanntlich ’ CM  auf  dieser 
Ebene  senkrecht,  so  dass  also  CMP  ein  rechter  Winkel  ist.  Da 
dies  von  jeder  Ebene  gilt,  so  erhellt  die  Richtigkeit  des  Theorems 
aus  48.  * ' . 

+ 50. 

Zusatz.  Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  sich  in 
einem  Punkt  schneidender  Sehnen  eines  Kreises,  dessen  Mittel- 
punkt  C , ist  die  um  CP  als  Diameter  beschriebene  Kreislinie. 

t 

51.  * 

* m 

Theorem.  Durch  einen  und  denselben  Punkt  C sind 
nach  einer  Geraden  beliebig  viele  andere  Gerade  gezo- 
gen, welche  der  erstem  in  Ky  K\  K " etc.  begegnen, 
und  unter  denen  CK  die  Senkrechte  auf  die  gegebene 
Gerade  ist.  , 

Wenn  nun  auf  derselben  Seite  des  Punktes  C auf  den 
Geraden  CKy  CK\  CK " etc.  die  Punkte  My  DP  resp. 
so  angenommen  werden,  dass  die  Rechtecke 

CK.  CM,  CK'.  CM\  CK".  CM"  etc. 

i ' ^ # 

sämmtlick  gleich  sind,  so  befinden  sich  MyM\  M"  etc.  in 
de  rjenigen  Kreislinie,  welche  CM  zum  Durch  in  esserhat. 

Beweis.  .Es  sei  MW  ein  beliebiger  unter  den  Punkten  M\ 
M " etc.  und  die  Gerade  D1MW  gezogen.  Wegen  der  Gleichheit 
• CK.  CM=  CKW . CMW  verhält  sich  CK:  CMW  — CK^hCDf, 
weshalb  die  Triangel  CKK  00 , CM  WM  ähnlich,  und  ajso  die 
Winkel  CKKW , CM  WM  gleich  sind.  Aber  der  erste  ist  ein 
rechter,  also  muss  auch  der  zweite  ein  rechter  sein,  woraus  die 
Richtigkeit  des  Theorems  einleuchtet. 

52.  • 

0 

Denkt  man  sich  das  ganze  so  eben  charakterisirte  System  um 
CMK  als  Axe  herumgedreht,  so  beschreibt  die  Gerade  KK’h 
eine  auf  CMK  senkrechte  Ebene,  und  die  Kreislinie  CM  Di  Dl 
eine  Kugel,  deren  .Diameter  CM  ist,  weshalb  folgendes  Theorem 
entspringt: 


Digitized  by  Google 


I 


% 


137 

0 

« 

Zieht  man  von  einem  Punkte  C nach  einer  Ebene 
beliebig*  viele  Gerade,  die  ihr  in  AT,  K,  K'  etc.  begeg- 
nen, ist  ferner  CK  auf  der  Ebene  senkrecht,  und  wer- 
den die  Punkte  M,  M\  Mn  etc.  auf  gedachten  Geraden 
so  bestimmt,  dass  die  Rechtecke  CK  . CM,  CK  . CM', 
CK" . CM"  etc.  sämmtlich  -gleieh  sifld,  so  befinden  sich 
M,  M\  M”  etc.  in  der  um  CM  als  Diaraeter  beschriebe- 
nen K ugel fläche. 

- • 

53. 

Die  Theoreme  in  51.  und  52.  sind  der  Umkehrung  fähig,  so 
dass,  wenn  die  Punkte  M,  M\  M”  in  der  Kngelfläche  oder  Kreis- 
linie um  CM  als  Durchmesser  liegen,  und  gedachte  Rechtecke  gleich 
sind,  die  Punkte  K,  K,  K"  in  der  au?  CM  seukreebteu  Ebene 

oder  geraden  Linie  liegen. 

' 

♦ 

Jetzt  sei  C der  Mittelpunkt  einer  Kugel,  welche  von  mehreren 
Kreisebenen,  die  sich  in  demselben  Punkte  M schneiden,  getroffen 
wird;  um  jede  dieser  Kreislinien  deuke  man  sich  die  die  Kugelfläche 
berührende  Kegeifläche  beschrieben,  und  die  Spitzen  aller  der  Ke- 
gelflächen werden  K.  K , Kn  -etc.  genannt.  Die  Geraden  CK , 
CK,  CK  etc.  werden  durch  die  Mittelpunkte  der  resp.  Kreise 
M,  M”  etc.  ‘geheu,  und  für  die  beliebigen  Punkte  A , A’,  A°, 
etc.  in  den  Kreislinien,  welche  durch  denselben  Punkt  M gehen, 
werden  die  Winkel  CAK , CA’K CA'K''  etc.  rechte  sein.  Des- 
halb müssen,  da  AM,  A M , A'  M"  z tc.  auf  CMK,  CMK , CM”K" 
etc.  in  M . M\  M " etc.  senkrecht  sind,  die  Rechtecke  CK,  CM, 
CK . CM' , CK’.CM''  etc.  sämmtlich  gleich,  nämlich  jedes  gleich 
dem  Quadrat  des  Radius  der  gegebenen  Kugel  sein.  Da  nun  (49.) 
die  Punkte  M , M‘ M"  etc.  in  der  ui;i  CM  als  Diameter  beschrie- 
benen Kugel  liegen,  so  müssen  (53. ) die  Punkte  K , K,  K"  etc. 
in  der  auf  CM  in  K senkrechten  Ebene  sich  befinden,  und  wir 
haben  das  folgende  Theorem:, 

Gehen  d i e Ebenen  beliebig  vieler  Kreislinien,  in  de- 
nen eine  Kugelfläcbe  geschnitten  wird,  durch  einen  und  * 
denselben  Punkt,'  so  liegen  die  Spitzen  der  um  jene 
Kreislinien  beschriebenen  und  die  Kugel  berührenden 
Kegelflächen  jederzeit  in  derjenigen  Ebene,  welche  auf 
der  den  Durchschnittspunkt  der  erstem  Ebene  mit  dem 
M i 1 1 e 1 punkt  der  K u gel  verbindenden  Geraden  senkrecht 
steht,  und  umgekehrt,  wenn  die  Spitzen  mehrerer  Ke- 
gelflächen, welche  sämmtlich  um  eine  und  dieselbe  Ku- 
gel beschrieben  sind|  alle  in  einer  Ebene  liegen,  so  ge- 
hen die  Ebenen  der  Kreise,  in  denen  die  Kugel  fläche 
von  den  Kegel  flächen  berührt  wird,  durch  einen  einzi- 
gen Punkt,  und  die  den  letztem  mit  dein  Mittelpunkt 
der  Kugel  verbindende  Gerade  steht  auf  erst  gedachter 
Ebenesenkrecht. 

Der  in  Rede  stehende  Durchschniftspunkt  ist  Pol  der  Ebene, 
welche  die  Spitzen  der  Kegeiflächen  enthält,  in  Bezug  auf  die  ge- 
gebene Kugel,  und  die  Ebene  Polarebene  genannt  worden. 
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Man  vergl.  den  Beweis  unseres  Satzes  von  Grunert  in  der 
analyt.  Geometrie  Tbeil  I.  S.  283  — 87. 

55. 

/ * * 

Zusatz.  Schneiden  sich  beliebig  viele  Sehnen  eines 
Kreises,  dessen  Mittelpunkt  C , in  demselben  Punkte  iV, 
und  construirt  man  in  den  beiden  Eud punkten  jeder 
Sehne  die  Tangenten  des  Kreises,  so  liegen  die  Du rc Il- 
se hnittspunkte  aller  Tangentenpaare  in  einer  einzigen 
geraden  Linie,  welche  auf  CM  senkrecht  steht,  und  um- 
gekehrt. 

Die  Gerade  heisst  Polare  jenes  Punktes,  und  dieser  Pol  der 
Geraden  in  Bezug  auf  die  za  Grunde  gelegte  Kreislinie. 

# 

56. 

✓ w 

Der  Satz  55.  behält  seine  Richtigkeit  für  alle  K eg  ei  sch  n i tte. 

Denn  cs  sei  S die  Spitze  des  Kegels,  zu  welchem  der  Schnitt 
gehört,  und  Aß,  A'B',  A”B”  beliebig  viele  in  demselben  Punkte 
M zusammenkommende  Sehnen  des  Kegelschnitts,  so  dass  SM  die 
Durcbschnittslinie  der  Ebenen  SAB , SA'B ',  SA”  B”  ist.  Wird 
nun  der  Kegel  von  einer  Ebene  geschnitten,  dass  der  Schnitt  ein 
Kreis  wird,,  und  begegnen  die  Seiten  des  Kegels  SA,  SB ; SA 
SB ' etc.  der  Peripherie  des  Kreises  in  a , b;  a ',  U etc.,  so  werden 
auch  die  Kreissehnen  ab,  ab’  etc.  in  demselben  Punkte  m Zusam- 
mentreffen, welcher  der  Durchschnitt  der  Geraden  SM.  mit  der 
Kreisebenc  ist,  indem  dieser  Punkt  z.  B.  in  den  Ebenen  Sab  und 
der  Kreisebene  zu  gleicher  Zeit,  also  in  ihrer  Durcbschnittslinie 
ab  ist. 

Nun  seien  K , IC,  K " ....  die  Durchschnitte  der  Tangenten- 
paare in  A , By  in  A’,  B’,  in  A ",  B”  etc.,  und  k,  k\  k”  ....  die 
Durchschnitte  der  Tangentenpaare  in  a,  b,  in  b’,  in  a',  b"  etc., 
so  werdcu  SKk,  SK’k',  SK”k"  etc.' gerade  Linien  sein,  da  z.  B. 
SIC  sowohl  als  Sk  die  Durchschnittslinie  der  durch  SAa,  SBb 
gehenden  Beriihrungsebene  des  Kegels  ist.  Nach  55.  liegen  aber  die 
Punkte  k,k',kr1  etc.  in  gerader  Linie,  weshalb  Sk, Sk', Sk”  in  einer 
Ebene  sind,  in  welcher  die  PuAkte  IC,  IC',  IC”  ....  liegen.  Die 
letztem  Punkte  sind  aber  auch  in  der  Ebene  des  Kegelschnitts, 
mithin  im  Durchschnitt  beider  Ebenen,  d.  h.  in  gerader  Linie,* 
welche  die  Polare  mit  Rücksicht  auf  den  Durchschnitt  der  Sehnen 
als  Pol  für  den  zu  Grunde  gelegten  Kegelschnitt  genannt  wird. 

57. 

\ 

» ( * * % 

Um  die  Polare  eines  ausserhalb  des  Kreises  gegebenen  Punk- 
tes M zu  finden,  muss  man  (nach  55.)  durch  M eine  beliebige  den 
Kreis  in  zwei  Punkten  A\  B’  schneidende  Gerade  ziehen,  und  den 
Durchschnittspunkt  der  durch  letztere  Punkte,  gehenden  Tangenten 
des  Kreises  K ■ suchen;  fällt  man  dann  von  MC  auf  CM  das  Per- 
pendikcl,  so  ist  dieses  die  verlangte  Polare.  Dieselbe  lässt  sich 
aber  einfacher  mittelst  des  folgenden  Theorems  bestimmen: 

Die  Polare  eines  ausserhalb  des  Kreises  befindli- 
chen Punktes  ist  die  Gerade,  welche  die  Berübrnngs- 
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punkte  der  von  dem  in  Rede  stehenden  Punkte  an  die 
Kreislinie  gezogenen  Tangenten  mit  einander  verbindet. 

Beweis,  ln  Taf.  111.  Fig.  13.  sei  M der  Punkt,  dessen  Polare 
gesucht  wird,  MA  eine  beliebige  Gerade,  AK'  die  Tangente  in 
A , CD  senkrecht  apf  Mi,  so  dass  K'  der  Durchschnitt  der  Tan- 
genten in  A und  A'  ist,  und  endlich  K'K  senkrecht  auf  CM,  so 
wird  K'K  die  Polare  des  Punktes  M sein  (55.).  Diese  Gerade 
schneide  die  Kreislinie  in  ß,  so  behaupte  ich,  dass  MB  den  Kreis 
tangirt. 

Denn  da  die  Punkte'  D,  K,  Mt  K'  in  einer  Kreislinie  jiegen, 
welche  nämlich  um  MK'  als  Diameter  beschrieben  ist,  so  ist' be- 
kanntlich CD  . CK’  = CK.  CM,  und  da  CD CK'  = CA* , so 
wird  CK.  CM~  CB'1  sein,  folglich  CBM  ein  rechter  Winkel, 
also  BM  eine  Tapgente  des  Kreises. 


. Dieses  Resultat  bleibt  für  alle  Kegelschnitte  wahr. 

Denn  es  sei  S die  Spitze  des  Kegels,  M ein  Punkt  in  der 
Ebene  des  Kegelschnitts,  und  m der  Durchschnitt  der  Geraden  dS'.K/mit 
einer  Ebeue,  welche  so  gelegt  ist,  dass  der  Schnitt  mit  dein  Kegel 
ein  Kreis  wird.  Von  m seien  an  die  Kreislinie  die  Tangenten  mb, ml/ 

gezogen,  so  ist  (57.)  bb'  die  Polare  von  m für  den  Kreis,  und  der 
urcnschnitt  der  Ebene  Sbb*  mit  dem  Kegelschnitt  wird  die  Polare 
des  Punktes  M für  den  Kegelschnitt  sein  (56.).  Dieser  Durchschnitt 
treffe  den  Kegelschnitt  in  B und  B' , so  müssen  MB,  MB'  Tan- 
genten des  letztem  sein , weil  sie  in  den  durch  Sbm,  Sb'm  geleg- 
ten Berührungsebenen  des  Kegels  liegen. 

i 

* • 

59.  m 

\ 

Construction  von  Pol  und  Polare  in  Bezug  auf  eine 

gegebene  Kreislinie. 

^ • * 

1)  Befindet  sich  der  Punkt  M , dessen  Polare  gesucht  wird, 

. in  der  Kreislinie  selber,  so  ist  die  Tangente  des  Kreises  durch  M 
die  Polare  dieses  Punktes,  und  dasselbe  gilt  von  jedem  Kegel- 
schnitt. 

2)  Befindet  sich  der  Punkt  M ausserhalb  der  Kreislinie,  so  ist 
seine  Polare  diejenige  Gerade,  welche  die  Berührungspunkte  der 
von  M an  den  Kreis  gezogenen  Tangenten  verbindet,  und  dasselbe 
gilt  von  jedem  Kegelschnitt. 

3)  Befindet  sich  aber  der  Punkt  M innerhalb  der  Kreislinie, 
deren  Mittelpunkt  C,  so  errichte  man  auf  CM  iu  M eine  Senk- 
rechte, welche  der  Kreislinie  in  B begegnet,  und  ziehe  in  B die 
Tangente,  so  wird  deren  Durchschnitt  mit  CM  einen  Punkt  bestim- 
men, durch  welchen  die  gesuchte  Polare  mit  MA  parallel  geht. 

Diese  Construction  gilt  nicht  für  jeden  Kegelschnitt,  vielmehr 
läuft  die  Polare  eines  Punktes  in  Bezug  auf  eiueu  Kegelschnitt  dem 
conjugirten  Durchmesser  desjenigen  parallel,  welcher  durch  jenen 
Punkt  gezogen  werden  kann  (Bagnus  Sammlung  analytischer  Auf- 
gaben S.  163.),  was  ich  bei  einer  andern  Gelegenheit  synthetisch 
erweisen  werde. 

Wie  man  sich  zu  verhalten  hat,  um  einer  Geraden  Pol  zu  fin- 
den, ist  aus  dem  Vorhergehenden  ersichtlich. 


/ 
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S h ~ 

' , ^ • * * * 

Constructio d von  Pol  und  Polare  für  jeden  Kegelschnitt 

bloss  mit  Hülfe  des  Lineals.* 

* 

Statt  des  Kreises  in  Taf.  11.  Fig.  8.  denke  man  sieb  einen  ganz 
beliebigen  Kegelschnitt  gezeichnet,  und  betrachte  E oder  0 als 
den  Punkt,  dessen  Polare  gesucht  wird. 

Was  den  ersten  Punkt  betrifft,  so  ist  K der  Pol  von  EA . M 
der  Pol  von  ED.  (58.),  also  (56.)  KM  die  Polare  von  E.  Die  Ge- 
rade KM  gebt  aber,  wie  oben  gezeigt,  durch  die  Durchschnitts- 
punkte der  Geraden  AD , EC;  ÄC,  DD,  weshalb  sich  ihre  Kicli- 
. tuug  mit  alleiniger  Hülfe  des  Lineals  linden  lässt. 

Für  den  zweiten  innerhalb  des  Kegelschnitts  gelegenen  Punkt 
0 die  Polare  zu  bestimmen,  erinnere  inan  sich,  dass  //  der  Pol  von  -x 
AC , G der  Pol  von  DD  (58.),  also  GH  die  Polare  von  0 ist 
(56.).  Nun  liegen  aber  die  Punkte  G , //,  E in  einer  Gera- 
den (42.),  folglich  geht  die  Polare  von  0 durch  die  Punkte  E und 
E,  welche  sich  bloss  mit  Hülfe  des  Lineals  construiren  lassen. 

Daraus  fliesst  folgende  für  alle  Fälle  passende  Auflösung  un- 
serer Aufgabe: 

Die  Polare  eines  Punktes  in  Bezug  auf  einen  Ke- 
gelschnitt zu  finden,  ziehe  man  durch  denselben  irgend 
zwei  den  Kegcschnitt  schneidende  Gerade,  und  ver- 
binde die  jedesmaligen  vier  Durch  Schnitts  punkte  durch 
zwei, Paar  Geraden,  so  ist  die  durch  die  Durchschnitts- 
punkte  dieser  G eradeupaare  bestimmte  Gerade  die  ver- 
langte Polare. 

Wird  der  Pol  einer  Geraden  gesucht,  so  bestimme  man  zu.  zwei 
beliebigen  Punkten  der  letztem  die  Polaren,  so  wird  deren  Durch- 
schnitt den  Pol  geben.  , ' 

Da  übrigens  (Taf.  II.  Fig.  8.),  wenn  der  gegebene  Punkt  E 
ausserhalb  des  Kegelschnitts  liegt,  und  P,  P’  die  Durchschnitte  sei- 
ner Polaren  mit  dem  Kegelschnitt  sind,  die  Geraden  EP \ EP'  den 
letztem  tongiren,  so  übersieht  man  , wie  von  einem  ausserhalb  des 
Kegelschnitts  gegebenen  Punkte  die  beiden  Xangenten  durch  blosse 

Anwendung  des  Lineals  gefunden  werden  können. 

\ \ 

■ ■ - 

Zufolge  des  Theorems  in  58.  kann  man  das  Fundamentaltheo- 
rem der  Polarität  (56.)  jetzt  auf  den  einfachen  Ausdruck  bringen: 

• Die  Polaren  beliebig  vieler  io.  einer  Geraden  befind- 
licher Punkte  treffen  in  einem  einzigen  Punkte,  dem  % 
Pol  jenerGeradcn  zusammen,  und  diePoie  beliebig  vie- 
ler in  einem  Punkt  zusammentreffender  Geraden  befin- 
den sich  in  einer  einzigen  Geraden,  der  Polare  jenes 
Punktes. 

- Oder  bewegt  sich  ein  Punkt  auf  einer  Geraden,  so 
dreht  sich  seine  Polare  um  den  Pol  jener  Geraden,  und 
dreht  sich  eine  Gerade  um  einen  festen  Punkt,  so  be- 
wegt sich  ihr  Pol  in  der  Polare  jenes  Punktes. 

• t * 


/ 


Digitized  by  GooglS- 


\ 


141 


\ 


62. 

* » 

Gehen  wir  nun  zur  Untersuchung  des  Orts  der  Pole  uller  ein- 
ander paralleler  Geraden  über,  und  betrachten  zuerst  die  Kreis- 
linie. 

Nach  dem  Vorhergehenden  liegt  der  Pol  jeder  beliebigen  Ge- 
raden in  Bezug  auf  eine  Kreislinie  jederzeit  auf  derjenigen  Geraden, 
welche  vom*  Mittelpunkt  des  Kreises  auf  die'  gegebene  Gerade 
senkrecht  gezogen  ist,  und  auf  eben  dieser  Geraden  werdcu  also 
die  Pole  aller  einander  parallelen  Geraden  liegen. 

Nuu  sei  S die  »Spitze  des  Kegels,  zu  welchem  ein  Kegelschnitt 
gehört,  uud  AB,  A'H',  A"  H"  etc.  seien  beliebig  viele  in  der  Ebene 
des  letztem  befindliche  parallele  Gerade,  ah,  a'h a"h"  etc.  die 
Durchschnitte  der  Ebenen  SAH,  SA' H SA"H"  etc.  mit  einer 
Kreisebene,  welche  den  Kegel  trifft,  so  behaupte  ich,  dass  ah,  a’h ', 
a"b"  etc.  entweder  sämmtlich  parallel  sind,  oder  iu  einem  einzigen 
Punkt  Zusammentreffen. 

Denu  die  Ebene  SAH  wird  von  jeder  der  andern  Ebenen 
SA'H'j  SA"  H"  etc.  iu  einer  durch  S gehenden  Geraden  geschnit- 
ten, welche  mit  AH  (auch  mit  der  Ebene  des  Kegelschnitts)  pa- 
rallel läuft,  und  alle  diese  Ebenen  treffen  folglich  in  einer  durch 
S gehenden  Geraden  zusammen,  die  mit  dem  Kegelschnitt  parallel. 

Trifft  es  jetzt  zu,  dass  diese  Gerade  auch  mit  der  Kreisebene 
parallel  ist  (wras  sich  dann  ereignet,  wenn  sie  mit  der  Durclischnitts- 
linie  der  Ebenen  des  Kreises  und  des  Kegelschnitts  parallel),  so 
müssen  auch  die  Geraden  ah,  a'h' , a'h"  etc.  offenbar  parallel  sein. 

Wenn  aber  die  Durchschuittslinie  der  Ebenen  SAH,  SA’B'; 
SA" H"  etc.  der  Kreisebeue  in  K begegnet,  so  muss  dieser  Puukt 
io  jeder  der  Geraden  ah,,  ah',  a"h"  etc.  liegen,  so  dass  also  die 
letztem  iu  demselben  Punkte  zusammeustossen.  Damit  ist  obige  Be- 
hauptung gerechtfertigt.  * 

Sind  nun  p,  //,  p"  etc.  die  Pole  von  ah,  a'h' , a"h"  ctc. , in 
Bezug  auf  den  Kreis,  P , P' , P"  etc.  die  Pole  von  AB,  AB',  • 
AH  etc.  iu  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  so  liegen  p,  //,  p"  etc. 
in  einer  einzigen  Geraden,  ihre  Polaren  mögen  in  einem  Punkte  Zu- 
sammentreffen, oder  parallel  sein  (55.  62.),  und  da  P,  P’,  P"  etc, 
auf  den  Geraden  Sp,  Sp',  Sp"  etc.  liegen,  so  befinden  sic  sich  sowohl 
in  def  durch  letztere  Gerade  bestimmten  Ebene  als  in  der  Ebene 
des  Kegelschnitts,  uud  müssen  alle  selbst  in  einer  Geraden  liegen. 

Also  bat  inan  folgendes  Theorem: 

Die  Pole  eines  Systems  paralleler  Geraden  in  Bezug 
auf  einen  Kegelschnitt  liegen  jederzeit  in  gerader  Li- 
nie, welche  der  parallelen  Rieh  tu ug  conjugirter  Durch- 
messer genannt  wird. 

63. 

i 

Zieht  man  durch  die  Spitze  des  Kegels  S mit  der  Geraden 
AB  eine  parallele  Gerade,  die  der  Kreisebeue  in  K begegnet,  und 
besiimmt  die  Polare  des  Punktes  K in  Bezug  auf  den  Kreis,  so 
ist  nach  62.  die  Durchschnittslinie  der  durch  diese  Polare  und  S 
gelegten  Ebene  mit  dem  Kegelschnitt  der  der  Geraden  AH  couju- 
girte  Durchmesser  für  den  Kegelschnitt. 

Sind  nuu  CD,  EF  etc.  beliebig  viele  andere  Gerade  in  des 
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Kegelschnitts  Ebene,  und  E,  M etc.  die  Durchschnitte  der  durch 
S mit  CD,  EF  parallelen  Geraden  mit  der  Kreisebene,  bestimmt 
man  ferner  die  Polaren  der  Punkte  JL,  M in  Bezug  auf  den  Kreis, 
so  werden  die  Durchschnittslinien  aller  durch  diese  Polaren  und  S 
gelegten  Ebenen  mit  dem  Kegelschnitt  die  conjugirten  Durchmesser 
der  C*eraden  CD,  EF  sein.  * * 

Die  Punkte  K,  E,  M,  welche  in  der  durch  S mit  dem  Kegel- 
schnitt parallelen  Ebene  und  der  Ebene  des  Kreises  zu  gleicher 
Zeit  liegen,  müssen  sich  in  beider  Ebenen  Durchscliuittslinie,  also 
in  einer  Geraden  befinden,  Und  ihre  Polaren  ab,  cd,  t»/*  folglich  in 
einem  Punkte  p schneiden  oder  parallel  sein.  Daher  werden  im  er- 
sten Falle  auch  die  durch  Sab,.Scd,  Sef  gelegten  Ebenen  den 
Kegelschnitt  in  Geraden  treffen,  welche. in  einem  einzigen  Punkte 
P Zusammenkommen,  der  nämlich  der  Durchschnitt  der  Geraden  Sp 
mit  dem  Kegelschnitt  ist.  Im  zweiten  Falle  müssen,  wie  in  62. 
gezeigt  ist,  benannte  Geraden  entweder  sich  in  einem  Punkt  schnei* 
den,  oder  parallel  sein. 

Also  hat  man  folgendes  Theorem: 

Alle  conjugirten  Durchmesser,  wT eiche  beliebig  vie-» 
len  Geraden  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  zugehÖ* 
ren,  schneiden  sich  in  einem  und  demselben  Punkte 
(Mittelpunkt  des  Systems)  oder  sie  sind  einander .{»a* 
ralleJ. 

, - . • > ’ 

64. 

♦ * • \ 

Theorem.  Die  Polare  eines  Punktes  in  Bezug  auf 
, einen  Kreis  ist  die  Potenzlinie  zweier  Kreise,  von  de- 
nen der  eine  der  gegebene,  der  andere  um  die  Entfer- 
nung des  in  Rede  stehenden  Punktes  vom  Mittelpunkt 
des  Kreises  als  Diameter  beschrieben  ist. 

Beweis.  Der  gegebene  Punkt  P liege  zuerst  ausserhalb  der 
Kreislinie  C.  Schneidet  die  um  CP  als  Diameter  beschriebene 
Kreislinie  die  gegebene  in  B und  B' , so  ist  die  Sehne  BB'  bei- 
der Kreise  Potenzlinie,  und  zugleich  die  Polare  von  P für  den 
Kreis  C , da  PB  und  PB’,  als  auf  CB  und  CB’  senkrecht,  Tan- 
genten des  gegebenen  Kreises  sind.  ; 

Liegt  der  Punkt  in  der  Kreislinie  C,  so  berühren  beide  Kreise 
einander  in  P und  ihre  gemeinschaftliche  Tangente  ist  nicht  nur 
beider  Potcnzlinie,  sondern  auch  des  Punktes  P Polare. 

Befindet  sich  der  Punkt  P endlich  innerhalb  der  Kreislinie  C, 
so  sei  PB  senkrecht  auf  CP,  in  B die  Tangente  BK  an  den 
Kreis  gezogen,  welche  CP  in  K schneidet,  und  durch  K eine  PaJ 
rallele  mit  BP  gezogen,  welche  also  die  Polare  von  P sein  wird; 
Nun  ist,  wenn  C'  der  Mittelpunkt  des  zweiten  Kreises,  CK1 — C'K1 
= CC ( CK -4-  C'K)  = CC  (2CK-  CC)  = CP  X CK—  CC* 

. zfz  CB 2 — CC'2.  Da  also  die  Quadratdiffercnz  der  Entfernungen 
des  Punktes  K von  den  Mittelpunkten  C , C'  dem  Quadratunter- 
schied der  Radien  gleich,  so  muss  die  durch  K auf  CP  senkrechte 
Gerade  beider  Kreise  Potenzlinic  sein,  w.  z.  B.  w.  ' 


Die  Proposition  in  61.  ist  sehr  geeignet,  um  zu  jedem  Satze, 
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der  keine  metrische  Bestimmung  enthalt,  einen  correlativen  aufzu- 
linden,  indem,  wenn  von  Geraden  bekannt  ist,  dass  sie  in  einem 
Punkte  Zusammentreffen,  stets  Punkte  nachgewieseu  werden  kon~ 
neu,  welche  in  eiuer  geraden  Linie  liegen.  Dieses  Princip  ist  zuerst 
von  Gergonne  (Anuales  de  Matkematiques  Tom.  XVI.  p.  210.) 
erforscht  und  Dualität  oder  Dualismus  genannt  worden.  J. 
Steiner  (Geometr.  Gestalten)  hat  es  überall  auf  geistreiche  Weise 
durchgeführt,  uud  gezeigt,  dass  es  mit  den  Grundgebiiden  zugleich 
hervortritt.  Wir  wollen  das  Princip  auf  einige  der  erwiesenen 
Sätze  anwenden.  . , • 


In  30..  ist  erwiesen,  dass  die  Punkte  D , E,  F (Taf.  II.  Fig.  7.) 
in  gerader  Linie  liegen.  * 

Nun  ist  A der  Pol  von  MD,  Li  der  Pol  von  CB,  also  der 
Durchschnitt  der  Geraden  MD,  CB  oder  D der  Pol  von  AL ; 
ebenso  ist  E der  Pof  von  BM,  F der  Pol  von  CK.  Die  drei  Po- 
laren der  Punkte  D,  E,  F,  -nämlich  AL,  HM^CK,  treffen  daher 
in  demselben  Punkte  zusammen.  Also  stehen  die  folgenden  Sätze 
im  Verhältniss  des  Dualismus  » 


Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt eingeschriebenen 
Dreieck  liegen  die  3 Punkte 
in  welchen  die  Seiten  von 
den  Tangenten  in  den  Ge- 
genecken getroffen  wer- 
den, in  einer  Geraden. 


Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt umschriebenen  Drei- 
eck treffen  die  3 Geraden, 
welche  die  Ecken  mit  den* 
Berührungspunkten  der  Ge- 
genseiten verbinden,  in  ei- 
nem einzigen  Punkte  zu- 


' - ln  Taf.  II.  Fig.  8.  liegen  die  Punkte  E,  F,  G , //  in  gerader 
Linie.  Nun  ist  KM  die  Polare  von  E,  LA  die  Polare  von  F, 
HD  die  Polare  von  G,  AC  die  Polare  von  H,  weshalb  KM,  LA, 
AC,  BD  in  demselben  Punkt  Zusammentreffen. 


Also 


Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt eingeschriebenen 
Viereck  liegen  die  Durch- 
schnitts punkte  der  Gegen- 
seiten mit  den  Durch  Schnitts- 
punkten  der  Tangenten  in 
den  Gegenecken  in  einer 
Geraden. 


Bei  jedem  einem  Kegel« 
schnitt  umschriebenen  Vier- 
eck gehen  die  Geraden,  wel- 
che die  Gegenecken  ver- 
binden,und  die  Geraden, 
welche  die  Berührungs- 
unkte  der  gegenüberste- 
enden  Seiten  vereinigen, 
durch  ein&n  und  denselben 
Punkt. 


Ferner  ist  (Taf.  II.  Fig.  8.)  erwiesen , dass  die  Punkte  A,  L , 
E.  in  einer  Geraden  sind,  weshalb  die  Polaren  dieser  Punkte,  näm- 
lich AD,  BC,  KM,  in  einem  Punkte  F Zusammentreffen. 
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Also  s . 


Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt eingeschriebenen 
Viereck  liegt  der  Durch- 
schnittspunkt zweier  Ge- 
genseiten mit  den  Durch- 
schnittspunkten der  Tan- 
gentenpaare in  je  zwei  an- 
stosseudeu  Ecken,  welche 
nicht'auf  einer  der  Gegen- 
seiten zugleich  sind,  stets 
in  einer  Geraden. 


Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt umschriebenen  Vier- 
eck trifft  die  Gerade,  wel- 
che zwei  Gegeneckeu  ver- 
bindet, mit  den  beiden  Ge- 
ra den  paar  entweich  eje  zwei 
anstossende  Berührungs- 
punkte,,  die  nicht  auf  den  in 
einer  der  in  Betracht  kom- 
menden Ecken  zusammen- 
stossenden  Tangenten  zu- 
gleich liegen,  verbindet, 
jederzeit  in  einem  einzigen 
Punkte  zusammen. 


68. 


In  Taf.  III.  Fig.  9.  sei  a,a2aiaila!ia6  ein  um  den  Kegelschnitt 
beschriebenes  Sechseck,  dessen  Seiten  durch  die  Ecken  des  einge- 
schriebenen A XA  2A  aA +A  SA  6 gehen.  Oben  ist  erwiesen,  dass  die 
Punkte  €r,,  G 2,  G3  iu  geradw  Linie  liegen.  Nun  ist  ö,ö4  die 
Polare  von  Gt , a2a%  die  Polare  von  G2,  a3a6  die  Polare  von 
G , , also  müssen  axa 4,  a2aui  a2a0  iu  einem  Punkt  Zusammentref- 
fen. Daher  folgende  Dualität:  , 


Bci  jedem  einem  Kegel- 
schnitt eingeschriebenen 
Sechseck  liegen  die  drei 
Durchschnittspunltte  der 
Seitenpnare,  zwischen  de- 
nen je  zwei  andere  liegen, 
in  einer  Geraden  (Pascal, 
Essai  sur  les  coniques). 


Bei  jedem  eine  in  Kegel - 
- schnitt  umschriebenen 
Sechseck  treffen  die  3 Ge- 
raden, welche  die  Ecken- 
paare,  zwischen  denen  zwei 
andere  liegen,  vereinigen 
(die  H a u p t d i a g o n a I e u ) , in 
einem  und  demselben  Punkt 
zusammen  (Brianchon,  Journal 
de  l’Ecole  Polytechninue  Cah. 
XIII. ). 


Ferner  liegen  auch  die  Punkte  KIX  K.lx  Ka  in  einer  Geraden, 
und  folglich  schneiden  sich  A xA 4 , A2ASi  ASA9  in  demselben 
Punkte,  in  welchem  sich  auch  a2a&x  aaa9  schneiden.  Daher 

das  umfassendere  Theorem:  ~ .•  - 

Sind  zwei  Sechsecke  einem  Kegelschnitt  einge- 
schrieben uud  umschriebeu,  dass  des  letztem  Seiten 
durch  die  Spitzen  des  erstem',  geben,  so 


liegen  die  6 Durchschnitts- 
punkte der  Hauptsebnen  und 
Haupttangenten  beider 

Sechsecke  stets  in  gerader 
Linie.  . 


schneiden  sich  die  6 Haupt* 
diagonalen  in  einem  und 
demselben  Punkte. 


69. 

— ' 

- Auf  ganz  «ähnliche  Art  entspringt  folgender  Dualismus  bei  dem 
Fünfeck  am  Kegelschnitt; 

\ 
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Bei  jedem  einem  Kegel* 
schnitt  eingeschriebenen 
Fünfeck  liegen  die  Durch- 
schnittspunkte irgend 

zweier  Seitenpaare,  und  der 
Durchschnittspunkt,  wel- 
chen die  jedesmalige  fünfte 
Seite  mit  der  Tangente  in 
derGegenecke  bildet,  stets 
in  einer  Geraden. 


Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt umschriebenen  Fünf- 
eck treffen  die  Diagonalen , 
welche  irgend  zwei  Ecken- 
paare vereinigen,  und  die 
Gerade,  welpne  die  jedes- 
malige fünfteEcke  mit  dem 
Berührungspunkte  der  Ge- 
genseite verbindet,  in  ei- 
nem einzigen  Funkte  zusam- 
men. 


% i 

VI.  Harmonische  Punkte  und  Strahlen. 

' 70. 

• * m 

Auf  einer  Geraden  denke  man  sich  zwei  Punkte  A,  /?,  und  zwi- 
schen ihnen  einen  dritten  C angenommen;  wir  suchen  auf  der  näm- 
lichen Geraden  einen  Punkt  D , der  so  beschaffen  ist,  dass  das  Ver- 
Üältniss  AC\BC  dem  Verhältnisse  AD:BD  gleich  ist. 

Zunächst  ist  klar,  dass,  wenn  C in  der  Mitte  zwischen  A und 
B liegt,  ein  solcher  Punkt  D nicht  existirt. 

Liegt  aber  der  Punkt  C bei  B näher. als  bei  A , dass  also 
AC  BC , so  kann  D nicht  auf  der  Verlängerung  der  Geraden 

über  A hinaus  liegen,  weil  die  Proportion  AC:  BCzss  AB : B D 
verlangt,  dass  zu  gleicher  Zeit  AC>  BC,  AD>  BDy  was  nicht 
sein  würde.  Auch  kann  D sich  nicht  zwischen  A und  B befind««, 

, denn  es  würde  folgen  AC -+-  BC : AC  = AD  -f-  BD  : ADy  d.  i. 
AB  \ AC  = AB : AD,  also  AC—  AD. 

Dagegen  giebt  es  auf  der  Verlängerung  unserer  Geraden  über 
B hinaus  in  der  Tliat  einen,  aber  auch  nur  einen  einzigen  Punkt 
Dy  welchem  die  verlangte  Eigenschaft  zukommt.  Denn  man  suche 
die  vierte  Proportionale  zu  AC — BC , AC , AB>  und  schneide 
dieselbe,  welche  grösser  als  Aß  sein  wird,  von  A aus  auf  der  Ge- 
raden AB  ab,  so  wird  man  einen  Punkt  D erhalten,  für  welchen 
AC  — (AC  — BC)  : AC  — AD  — AB  : AD , d.  i.  BC  : AC 
==  BD  : ADy  oder  AC:  A D : BD  ist.  Dass  es  nur  einen 

solchen  Punkt  D giebt,  ist  daraus  klar,  dass  die  Proportion  AC:  BC 
= AD:BD  diese  andere  AC — BC:  AC  = Aß : AD  erfordert, 
uud  zu  den  3 ersten  Gliedern  der  letztem  nur  eine  einzige  vierte 
Proportionale  gefunden  werden  kann. 

Umgekehrt  liegt  der  Punkt  D auf  der  Verlängerung  der  Ge- 
raden AB  über  B hinaus,  so  existirt  auf  dieser  Geraden  nur  ein 
einziger  Punkt  für  welchen  AD:  BDzrz  AC:  BC  ist,  und  zwar 
befindet  sich  C stets  zwischen  A und  B , und  liegt  näher  bei  B 
als  bei  A. 

Daraus  folgt,  dass  für  keine  vier  Punkte  auf  einer  Geraden 
die  Verhältnisse  der  Entfernungen  zweier  auf  einander  folgenden 
Punkte  vom  dritten  und  vierten  gleich  sind,  dass  dies  vielmehr  nur 
für  die  abwechselnden  Punkte  gilt. 

Wenn  vier  Punkte  auf  einer  Geraden  so  auf  einander  folgen: 
A , C,  B , Dy  und  wenn  die  Proportion  statt  findet  AC  : BC 
= AD  :BD  (wo  also  C näher  bei  B als  hei  A liegt),  so  werden 
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dieselben  vier,  harmonische  Punkte  genannt,  und  zwar  heissen 
A und  B sowohl,  als  C und  D zu  geordnete  harmonische  Punkte. 

Dem  Mittelpunkte  von  AB  entspricht  dann  gewissermuassen  ein 
in  der  Geraden  unendlich  entfernter  Punkt. 

Harmonische  Strahlen  oder  Harmonikalen  (Steiner)  (fai- 
sceau  harmonique  nach  Brianchon)  nennt  man  vier  durch  harmoni- 
sche Punkte  gehende  und  in  einem  einzigen  Punkte  zusammentref- 
fende Gerade.  , . 


71. 

\ t 

Aus  70.  wird  man  zu  jeden  3 Punkten  den  vierten  harmoni- 
schen Punkt  finden  können,  indem  man  zu  3 Geraden  die  vierte 
Proportionale  sucht.  Es. lassen  sich  aber  einfachere  Auflösungen 
dieser  Aufgabe  geben,  wenn  man  die  Uarmouikalen  in  Betracht 
zieht,  und  dazu  bahnen  folgende  Betrachtungen  den  Weg. 

In  Taf.  HI.  Fig.  14.  gehen  vom  Punkte  Ö aus  nach  beliebigen 
4 Punkten  einer  Geraden  A%  €?,  B , D vier  Strahlen,  und  durch  A 
sei  eine  Gerade  mit  dem  Strahl  O'D  parallel  gezogen,  welche  von 
den  andern  drei  Strahlen  in  A>  c,  b geschnitten  wird. 

Dann  behaupte  ich,  dass  das  Doppelverhältniss 

. ' AC % AD 
, . ' BC ' BD 

dem  einfachen  Verhältniss  Acibc  gleich  sei. 

Denn  wegen  der  Parallelität  der  Geraden  Ab  und  OD  ist 

aber  wenn  man  bm  parallel  mit  Oc  zieht,  = gg, 

also  ist  UD  — und  folglich  : ßc  — cß 

cb 


A C Cm  n 

1 ic=lcr  Da 


= oder  umgekehrt 


...  , Cm  cb  . , . AD  AC 

endlich  ~iü=Tc'  80  w,rd  8eln  ZfZ* 1 BC  ~ Ac 

AC  AD  Ac 

BC 1 BD  bc*  , . 

AC  A D 

Daraus  fliesst,  dass  das  Doppelverhältniss  von  der 

Lage  der,  Geraden  ACBD , wenn  sie  nur  immer  durch  A geht,  ganz 

unabhängig  ist,  dass  also  z.  B.  gg : ist.  Dieses 

Resultat  gilt  aber  in  der  That  auch  noch  für  jede  beliebige  nicht 
durch  A gehende  Gerade.  Denn  wenn  eine  solche  die  vier  Strah- 
len in  A’\  B’\  C” , D’’  schneidet,  so  überzeugt  man  sich  leichi* 
dass,  wenn  AD ' parallel  mit  A"Dn  gezogen  wird,  stets  die  Rela- 

ATC"  A D"  AC  AD ' . „ , AC  AD 

tlon  statt  hat  •’  /jrZT'  = WC'  1 WU'  wes“a*"  auch  ~ß(j  : "JfD 

A'C"  A"  D"  . ... 

1 "•  yjp  fciGID  wird. 

Also  folgendes  Theorem: 

Wenn  vier  von  einem  Punkte  0 ausgehende  Strahlen 
von  zwei  Geraden  resp.  in  A , A’\  B , B'\  C,  Cr  geschnit- 
ten werden,  so  sind  die  Doppelverhältnisse  ^ 

A'C  AU  . ... 

- WC,:WU  stets  €inander  gleich. 
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Dar4p|  ist  ersichtlich,  wie  man  zu  verfahren  hat,  um,  wenn 
vier  in  gerader  Linie  liegende  Punkte  A 3 C , B , Z>,  und  drei  in 
einer  andern  Geraden  liegende  Punkte  A\  C\  ß'  gegeben  sind, 
auf  der  letztern  Geraden  den  Punkt  L y so  zu  bestimmen,  dass  jene 
Doppelverbältnisse  gleich  sind. 


72. 

Zpsatz.  Vier  Strahlen,  die  eine  Gerade  in  harmoni- 
schen Punkten  treffen,  theilen  jede  andere  Gerade  har- 
monisch (Brianchon),  und  ist  diese  Gerade  mit  einem 
äussersten  Strahl  parallel,  so  wird  sie  von  den  3 an- 
dern harmonischen  Strahlen  in  3 Punkten  getroffen, 
deren  äussere  von  dem  mittlern  gleiche  Entfernung 
haben. 

Nun  seien  in  Taf.  111.  Fig.  14.  die  Punkte  A , C,  B,  D har- 
monisch, und  Ab  parallel  mit  OD , so  wird  Ac^=  bc  sein. 

Um  also  zu  3 Punkten  A , C*  B den  dem  C zugeordneten 
harmonischen  Punkt  zu  linden,  ziehe  man  durch  einen  beliebigen 
Punkt  0 die  Strahlen  OA,  OB , OC>  halbire  AO  in  »,  ziehe  nc 
parallel  mit  OB  bis  sie  OC  in  c schneidet,  verbinde  A mit  <?,  und 
ziehe  durch  O mit  Ac  eine  Parallele,  welche  die  Gerade  ABC  in 
D trifft,  so  ist  D der  harmonische  Punkt. 


Bestimmen  wir  jetzt  den  geometrischen  Ort  der  Spitzen  aller 
über  und  unter  einer  Geraden  AB  beschriebenen  Triangel,  deren 
beide  andere  Seiten  ein  constantes  Verhältniss  zu  einander  haben. 

Wir  nehmen  das  Verhältniss  von  der  Einheit  verschieden,  weil 
in  diesem  Falle  der  Ort  eine  im  Mittelpunkte  von  AB  auf  der  letz- 
tem senkrechte  Gerade  ist,  wie  sogleich  erhellet. 

Ist  C ein  Punkt  in  der  Geraden  AB , und  das  Verhältniss 
AC : BC  dem  Verhältnisse  OA:  OB  gleich,  wo  0 die  Spitze  eines 
der  in  Betracht  kommenden  Dreiecke  ist,  so  muss  (Euclid  Lib.  VI. 
prop.  3.)  die  Gerade  OC  den  Winkel  AOB  halbiren,  und  ebenso 
muss,  wenn  D in  der  Verlängerung  von  AB  über  B hinaus  so 
liegt,  dass  AD : BD-=z  OA  : OB=z  AC:  BC,  die  Gerade  DO  den 
Nebenwinkel  von  AOB  (der  durch  die  Verlängerung  von  AO  ent- 
steht) halbiren.  Die  Geraden  OC  und  OD  werden  dann  auf  ein- 
ander senkrecht  stehen,  und  dies  findet  für  jeden  Punkt  O statt, 
für  welchen*  OA : OB  jedem  der  Verhältnisse  AC:  BC^  AD:BD  / 
gleich  ist. 

Bewegt  sich  daher  O so  fort,  dass  das  Verhältniss  OA:  OB 
constant  bleibt,  so  rückt  er  in  der  Spitze  des  über  CD  beschriebe- 
nen rechtwinkligen  Triangels  fort,  die  bekanntlich  in  der  um  CD  ^ 
als  Diameter  beschriebenen  Kreislinie  liegt,  welche  somit  der  ge- 
suchte Ort  sein  wird.  Zugleich  hat  sich  ergeben,  dass  A , B , C,  D 
harmonische  Punkte  sind. 

Wenn  also  vom  Punkte  0 nach  3 Punkten  Ay  C>  B 
Strahlen  so  gehen,  dass  der  mittlere  den  von  den  beiden 
andern  gebildeten  Winkel  halbirt,  so  geht  der  auf  eben 
diesem  senkrechte  Strahl  jederzeit  durch  den  vierten 
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harmonischen  Punkt  zu  den  Punkten  A , C,  B, Welcher  . 
dem  Czugcorduet  ist. 

Also  auch  wenn  man  zu  den  Endpunkten  C,  D einet 
Dia  meters  und  zu  ei  tiero  d ritten  Punk  te/J  i n <1  em  selben  den  * 
dem  letzteren  zugeordneteu  vierten  harmonischen  Pu^kc 
A sucht,  so  werden  die  von  einem  beliebigen  Punkte  O 
der  Kreisperipherie  nach  B,A  gezogenen  Geraden  das« 
selbe  Verliältniss  bewahren,  wie  man  den.  Punkt  0 un- 
uehmen  mag,  und  die  Strahlen  OC,  OD  werden  den  Win- 
kel AOB,  uud  des  letztem  Nebenwinkel  halbiren. 

A % 

74. 

Es  seien  wieder  C \ D Endpunkte  eines  Kreisdiameters,  und  B 
, ein  beliebiger  (vom  Mittelpunkte  verschiedener)  Punkt  auf  demsel- 
ben, der  innerhalb  des  Kreises  liegt.  Ist  nun  BO  senkrecht  auf 
> CD , und  in  0 eine  Tangente  des  Kreises  gezogen,  die  den  Dia- 
meter  in  A trifft,  so  wird  A zu  C.  D,  B der  vierte  harmonische 
Punkt  sein.  Denn  der  Winkel  AOC  ist  = ODC  (Euclid  Lib.  III. 
prop.  32.)  und  ODC=zCOB>  also  AOC=COB , so  dass  AOB 
von  CO  halbirt  wird. 

Um  also  zu  den  Endpunkten  eines  Kreisdiameters,  und  zu  einem 
dritten  Punkte  auf  demselben  den  vierten  harmonischen  Punkt  zu 
finden,  verfahre  man  so: 

Liegt  der  dritte  Punkt  B innerhalb  des  Kreises,  so  errichte 
man  BO  senkrecht  auf  den  Diameter  CD , dass  sie  die  Peripherie 
in  0 trifft,  und  ziehe  von  0 die  Tangente,  welche  CD  in  A trifft, 
so  ist  A der  gesuchte  dem  B zugeorduete  harmonische  Punkt. 

Liegt  der  Punkt  A ausserhalb  der  Kreislinie,  so  zielte  von  A 
an  den  Kreis  eine  Tangente,  welche  ihn  in  O berührt,  und  fälle 
OB  senkrecht  auf  CD , dass  sie  der  letztem  in  B begegnet,  so 
ist  B der  vierte  dem  A zugeordnete  harmonische  Punkt.  * 


75.  - 

* * ' 

Lehrsatz.  Zwei  Kreise  seien  concentrisch,  ihr  ge- 
meinsamer Mittelpunkt  M.  Man  ziehe  einen  beliebigen 
Diameter,  welcher  den  einen  Kreis  (etwa  den  grösse- 
ren) in  A , B,  den  andern  in  D schneidet,  und' suche  zu 
yf,  B,  D den  vierten  harmonischen  Punkt  E.  Bewegt 
sich  nun  der  Durchmesser  um  den  Mittelpunkt  M,  so  be- 
haupte ich,  dass  der  zu  seinen  Endpunkten  in. dem  gros- 
sem Kreise  und  zu  dem  einen  Endpunkte  im  kleinern 
Kreise  vierte  harmonische  Punkt  in  einer  mit  den  ge- 
gebenen concentrischen  Kreislinie  fortriiekt. 

Beweis.  Man  ziehe  DO  senkrecht  auf  AM  bis  es  die  con- 
centrische  Kreislinie  in  0 trifft,  und  OE  senkrecht  auf  OM  his  es 
AM  in  E trifft,  so  ist  E der  vierte  harmonische  Punkt  zu  A.  //, 
D (74.).  Aber  es  ist  jetzt  DO2  = DEy^  DM,  und  da  DO*  DM 
constant  bleiben;  so  ist  auch  DE,  folglich  auch  ME  constaut, 
w.  z.  b.  w. 

76.  - 

Lehrsatz.  Zieht  mau  durch  den  Berührungspunkt 
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zweier  sich  tnngirender  Kreise  beliebig  viele  Gerade, 
welche  dieselben  jede  in  einem  Punkte  schneiden  wer- 
den, und  bestimmt  zu  jedem  Paar  der  Du rclisch nitts- 
punkte  und  dem  Berühr ungspunkte  den  vierten  harmo- 
nischen Punkt,  so  liegen  alje  diese  vierten  Punkte  in 
einer  Kreislinie,  welche  beide  gegebene  in  ihrem  ge- 
meinsamen Berührungspunkt  tangirt.  i 

Beweis.  InTaf.lll.  Fig.  15.  sei  ifBE  die  Centrale  zweier  sich 
in  Zf  berührender  Kreise,  A zu  Zf,  Z7,  Zf  der  vierte  dem  B zu- 
geordnete harmonische  Punkt;  D'  BE  eine  andere  Gerade,  A ' zu 
Zf',  E\  B der  vierte  harmonische  Punkt.  Zieht  man  DD\  EE,  •• 
AA\  so  ist  DB:EB=zDA:EA , Zf7f:  Eß=z  D A': EA'\  aber  da 
Zf  Zf'  und  EE  parallel  (jede  auf  D'E  senkrecht),  so  ist  DB:  EB 
^=EBiEB,  also  auch  DA",  EA  = DfA : EA\  folglich  muss 
AA'  parallel  mit  EE  oder  mit  Zf  Zf'  sein.  Da  hiernach  der  Win- 
kel BA'A  eiu  rechter,  so  liegen  offenbar  alle  vierten  harmonischen 
Punkte  in  der  um  B A als  Diameter  beschriebenen  Kreislinie. 

\ \ 

77.. 

Lehrsatz.  Bei  irgend  vier  harmonischen  Punkten 
ist  das  Rechteck  unter  den  Abständen  zweier  zugeord- 
neter Punkte  von  demjenigen  Punkte,  welcher  in  der 
Witte  zwischen  den  zwei  andern  liegt,  dem  Quadrat  des 
halben  Abstandes  der  letztem  von  einander  gleich. 

Beweis,  ln  Taf.  III.  Fig.  16.  seien  C,  Zf,  Zf,  A harmonische 
Punkte,  um  CD  als  Diameter  ein  Kreis  beschrieben,  auf  dessen 
Peripherie  ein  Punkt  P so  angenommen,  dass  APB  ein  rechter 
Winkel  ist  (diesen  Punkt  zu  bestimmen  hat  man  nur  den  Durch- 
schnitt des  um  AB  als  Diameter  beschriebenen  Kreises  mit  dem 
gegebenen  zu  suebeu),  ferner  31  der  Mittelpunkt  von  AB,  Zieht 
man  nun  MP,  so  muss  diese  Tangente  des  Kreises  sein.  Denn  we- 
gen Mi  ss  MB  = MP  ist  L MPB  — 3/BP , und  da  CP  den 
Winkel  ui  PB  hälftet,  so  ist  CPB  =z  45°,  also  auch  Zf/Vfrrr  45°,  - 
somit  CPB  = DPB , daher  L 31  PC  = MPB  — CPB  — 3/ BP 
— DPB  = MDP,  also  PM  eine  Tangente  des  Kreises.  Nun  ist 
bekanntlich  3/Cy,  MD  = 3IP*,  also  MCY.  31 D z=.MAz,  w.z.b.w. 

78. 

Es  sei  ABCDEF  auf  Taf.  III.  Fig.  17.  ein  vollständiges  Vier- 
seit,  dessen  Diagonalen  bis  zu  ihrem  gegenseitigen  Durchschnitt  in 
G,  H , I verlängert  sind.  Hierüber  lassen  sich  folgende  Betrach- 
tungen anstelleu. 

. Zu  den  drei  in  E zusammenkommenden  Strahlen  ED,  EB , EI 
denke  man  sich  den  vierten  dem  EI  zugeordneten  harmonischen 
Strahl,  und  ebenso  denke  man  sich  zu  aen  drei  in  C zusammen- 
kommenden Strahlen  CD,  CB , CI  den  vierten  dem  CI  zugeord- 
neten harmonischen  Strahl,  so  werden  beide  vierte  harmonische 
Strahlen  in  einem  Punkte  der  Geradeu  IBD  Zusammentreffen,  wel- 
cher der  zu  Zf,  Zf,  Z dem  1 zugeordnete  harmonische  Punkt  ist  (72.). 

Ganz  ebenso  werden  die  beiden  in  Rede  stehenden  Strahlen  in 
einem  Punkte  auf  der  Geraden  AIH  Zusammentreffen,  welcher  der 
zu  I^AyH  dem  H zugeordnete  harmonische  Punkt  ist. 
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Der  Durclischnittspunkt  der  beiden  Strahlen  wird  also  auf  den 
Geraden  AH,  BI  zu  gleicher  Zeit  liegen,  fällt  also  mit  G zusam- 
men, und  folglich  ist  G sowohl  der  vierte  harmonische  Punkt  zu 
D,  B , I als  auch  zu  H,  A , F.  Geht  man  von  den  Ecken  D und 
It  aus,  so  ergiebt  sich,  dass  auch  E,  C\  7,  H harmonische  Punkte 
sind. 

Daraus  fliesst,  dass  die  Strahlen  FA , FI  zu  FB,  FD,  ferner 
IA,  IF  zu  IB,  IC  zugeordnete  harmonische  Strahlen  sind.  Die 
Figur  BDECF  wird  aber  vollständiges  Viereck  genannt  (Steiner 
Geoin.  Gest.  S.  72.),  und  wir  haben  somit  den  Doppelsatz: 

In  jedem  vollständigen 
Vierseit  sind  die  Punkte, 
in  welchen  die  drei  Diago- 
nalen einander  schneiden, 
zu  den  zugehörigen  Ecken 
zu  ge  ordnete  ‘ harmonische 
Punkte.  (Pappus  Collect.  Math. 

Lih.  VII.,  De  Laliire  Sect.  Coni* 
cae  p.  9.  prop.  20.,  Schooten  Exer* 
citat.  Mathem.  1.  2.  prop.  5.) 

Diese  Sätze  geben  ein  Mittel  an  die  Hand,  einerseits  zu  drei 
gegebenen  Punkten  den  vierten  harmonischen  Punkt,  und  andrer- 
seits zu  drei  gegebenen  Strahlen  den  vierten  harmonischen  Strahl 

zu  finden,  und  zwar  bloss  mit  Hülfe  des  Lineals. 

* ♦ • 


In  jedem  vollständigen 
Viereck  sind  die  Strahlen, 
welche  . die  Durchschnitte 
dergegenüberliegendenSei- 
tenpaa re  vereinigen,  zu  den 
letztem  zugeordnete  har- 
motii  sehe  Strahlen.  (Steiner 
System.  Entw.  d.  Abhäng.  geom. 
Gestalten  von  einander  S.  75.) 


79. 

Verlängert  man  in  Taf.  111.  Fig.  17.  die  Gerade  IF,  bis  sie  AC 
in  K trifft,  so  werden  (72.)  A,  B,  IC,  C harmonische  Punkte  sein. 

Daher  das  Theorem: 

Zieht  man  von  drei  in  einer  Geraden  liegenden  Punk- 
ten A,  B,  drei  ganz  beliebige  Gerade  ADE,  BD ,•  CE, 
von  denen  die  erste  von  den  beiden  andern  in  D und  E> 
geschnitten  wird,  die.  letztem  sich  in  / schneiden,  so 
wird  die  durch  / und  den  Durch  schnittspunkt  der  Gera- 
den BE,  CD  geltende  gerade  Linie  die  gegebene  Gerade 
immer  in  dem  nämlichen  Punkte  treffen,  der  zu  A,B,C 
der  vierte  harmonische  Punkt  ist. 


* . SO. 

Von  einem  Punkte  0 geben  nach  den"  Schenkeln  des  Winkels 
A (Taf.  III.  Fig.  18.)  beliebig  viele  Gerade,  welche  die  Schenkel 
resp.  in  B,  C\  II,  C’\  B ",  C " etc.  treffen,  und  mehrere  Vierecke 
erzeugen,  deren  Diagonalen  gezogen  sind.  Die  Durchscbnittspunkte 
der  Diagonalen  D,  D\  Dv  ....  werden  nun  in  einer  einzigen  durch 
A gebenden  Geraden  liegen. 

Denn  nach  78.  trifft  die  Gerade  AD  sowohl  als  die  Gerade 
AD'  die  Transversale  OC'  in  einem  Punkte  E\  der  zu  B’,  C’,  O 
der  vierte  harmonische  Punkt  ist,  mithin  müssen  AD  und  AHy 
und  ebenso  alle  übrigen  zusamineufallen. 
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/ 

In  jedem  Paral Ieltrapez  treffen  die  nicht  parallelem 
Seiten  mit  der  die  Mittelpunkte  der  parallelen  verbin- 
denden Geraden  in  einem  einzigen  Punkte  zusammen. 

Nämlich  es  seien  AB , CD  die  parallelen,  E der  Mittelpunkt 
der  erstem,  AC , BD  die  nicht  parallelen  Seiten,  0 ihr  Durch- 
schnitt. Verbindet  man  ,0  mit  E und  zieht  OM  parallel  AB,  so 
sind  OA , . OB , OE,  OM  (72.)  harmonische  Strahlen,  und  da  CD 
mit  dem  äussersten  Strahl  ebenfalls  parallel  ist,  so  muss  der  mittlere 
der  drei  andern,  nämlich  OE,  ebenfalls  durch  den  Mittelpunkt  von 
CD  gehen. 


*'  ' 82.  . 

In  Taf.  III.  Fig.  18.  denke  man  sich  B,  B \ C \ Cf  auf  der  Pe- 
ripherie eines  Kegelschnitts  liegend,  so  erhellet  aus  (60.),  dass  die 
Gerade  AD  die  Polare  des  Punktes  0 in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt ist,  Uüd  diese  Polare  wird  von  den  in  0 zusnmmcnstossen- 
den  Sehnen  in  E und  E'  so  getroffen,  dass  E und  E'  die  vierten 
harmonischen  Punkte  zu  den  Endpunkten  der  Sehuen  und  zu  ihrem 
Durchschnitt  0 sind.  Dies  ist  auf  eben  die  Art  für  alle  Sehnen  zu 
erweisen,  und  wir  haben  somit  -das  sehr  merkwürdige  Theorem: 


Dreht  sich  eine  Gerade, 
die  einen  Kegelschnitt 
schneidet,  um  irgend  einen 
in  ihr  liegenden  festen 
Punkt,  so  ist  der  Ort  des-, 
jenigen  Punktes,,  welcher 
zu  den  zwei  Durchschnitts- 
unkten und  dem  festen 
unkte  der  vierte,  dem  letz- 
tem zugeordnete  harmoni- 
sche Punkt  ist,  eine  be-' 
stimmte  Gerade,  nämlich 
die  Polarlinie  des  festen 
Punktes,  in  welcher  sich 
also  auch  der  Durchschnitt 
derjenigen  zweiTangenten 
dreht,  durch  deren  Berüh- 
rungspunkte die  bewegliche 
schneidende  Gerade  geht. 


Bewegt  sich  ein  Punkt  in 
eiuer  festen  Geraden  in  der 
Ebene  eines  Kegelschnitts, 
so  dreht  sich  diejenige  Ge- 
rade, welche  zu  den  zwei 
durch  den  Punkt  gehenden 
Tangenten  und  der  festen 
Geraden  der  vierte  letzte- 
rer zugeordnete  harmoni- 
sche Strahl  ist,  um  einen 
bestimmten  Punkt,  nämlich 
den  Pol  der  festen  Geraden, 
um  welchen  sich  also  auch 
diejenige  Gerade  dreht,  wel- 
che durch  die  Berührungs- 
punkte der  jedesmaligen 
zwei  Tangenten  geht. 

j 


Das,  was  die  französischen  Geometer  schlechthin  Polaire  und 
Pol  nennen,  wird  daher  von  Deutschen  auch  Harmonische  und 
Harmonischer  Pol  genannt.  * 


V 


IX. 

, # 

Neues  Theorem  über  eine  gewisse  Klasse 
> periodischer  Functionen.' 


Von 

Herrn  Doctor  O.  Schlömilch 

zu  Weimar. 


* , 

Wenn  eine  Function  die  trigonometrischen  Grössen  sin,  cos  etc. 

allein  enthält,  so  lässt  sich  dieselbe  in  vielen  Fällen  in  eine  Reihe 
verwandeln,  welche  nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  eines  Bogens 

fortgeht,  so  dass  man  erhält: 

/ . 

/{sin  xt  cos  x)~A0 -\-Al  cos  x~\~A2  cos  2x~{ -Aa  cos  3x-\-  ••••  (i) 

t * 

wobei  die  Reihe  endlich  oder  unendlich  sein  kann.  Vorausgesetzt, 
dass  diese  Reihenentwickelung  für  alle  Werthe  der  Veränderlichen 
von  x = 0 bis  xz=ao  gültig  bleibt,  so  ist 


wobei  f(ax),  f{ßx)  zur  Abkürzung  für  /(sin  ax,  cos  ax)  und 
/(siu  ßx,  cos  ßx)  gesetzt  worden  sind. 

liieses  elegante  Theorem  lässt  sich  auf  folgende  Art  beweisen. 
Da  die  Gleichung  (1)  für  alle  Werthe  von  ^p==0  bis  .r  = oo 
richtig  bleibt,  so  kann  man  in  derselben  auch  fix  für  x setzen, 

— UX  ' 

sie  mit  e dx  multipliciren  und  zwischen  den  Gränzen  x ==  0, 
x=.  oo  integriren,  wodurch  man  erhält 


y»® UX  • » 

0 e f(fix)dx 

t % 

UX  XIX  ux 

j e dx-\-Arj  e co s fixdx-\-A 2J ^ e cos,2fixdx-{-...‘ 


Auf  der  rechten  Seite  kann  man  die  Werthe  aller  Integrale  ange- 
ben., wenn  man  sich  erinnert,  dass  überhaupt  für  jedes  positive 
k und  h 


*-kx 

e 


cos  hx  dx  = 


k 

h1  ■+■  k * 


ist.  Es  ergiebt  sich  so: 
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«r 

J # e At**)<ix 

9 

= 17  iy+w*  2>*  -+-  «*  — 

T 

und  wenn  man  fizzza,  fi  = ß setzt  und  beide  Werthe  subtrahirt, 

o e lf(a*)—f(ß*)}tla: 

~ Ci»«> -t- «* ~ "*'^a [äiöi+»>>  2V’+»,3 

i 

Diese  Gleichung  soll  mit  du  multiplicirt  und  zwischen  den  Gränzen 
« = 0 und  u = oo  integrirt  werden.  Auf  der  linken  Seite  steht 
dann  das  Doppelintegral 

y*oo  ftac vx 

o duJ o e [A«-»)  —f{ftx)\ds:  . 


und  auf  der  rechten  erscheint  eine  Reihe  von  Integralen,  welche 
sämmtlich  unter  der  Form 


fo  \-n2ct2-t-u2  n*ß2+u2\dUy 


wo  n ganz  und  positiv  ist,  enthalten  sind.  Nun  giebt  die  unbe- 
stimmte Integration 


- n’ß“+ü’]du = &n%a' + ■•>  - w**f*  •*> 

n2a2 

— r -f-i 

— 

*n2ß2  * • 

■V-+1 

» 

\ 

und  durch  Einführung  der  Gränzwerthe  «#  = oo,  u r=  0 findet  man 

/•*  r * ^—Idu  = - h—  — -4-  • ifJ-Y 

J o Ln2cc2-t-u2  n2ß2  ~\-u2\  * w2/32  • v \a/  * 

r 

also  den  Werth  des  Integrales  unabhängig  von  n.  So  wird  nun: 


y’*»  X'. 00 ux 

o duJo  e —f(ß*)W* 

V 

=i'(£)V(0)-^„), 


wie  man  sogleich  erkennt,  wenn  man  in  der  Gleichung  (1)  4?  = 0 
setzt. 

Das  obige  Doppelintegral  nach  & und  u gestattet  aber  noch 
eine  Umformung,  nämlich  dadurch,  dass  man  die  Ordnung  der  ln- 


/ 
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tegrationen  umkehrt  und  zuerst  nach  u integrirt;  dasselbe  wird 
dann 


=,/o  [/(“^  e XUdu==/'^  l/[ax)—f(ßx))dx . 

Wir  haben  daher 

» ' , 

• * \ t , • 

und  dies8  war  das  zu  beweisende  Theorem  in  (2.).  ; ' 

, Einige  Anwendungen  desselben  siud  folgende. 

Für  jedes  beliebige  x und  ein  r,  dessen  absoluter  Werth  die 
Einheit  nicht  übersteigt)  gilt  die  Gleichung: 

* 

T i 9‘* 

4^(1  4- 2r  cos  a:-{-r2)  = Y cos  x — -^-cos  2x  4-  — cos3^r  — ....  etc. 

• * 

Wir  haben  daher  für  f(x)-=.^l(\-+-2r  cos  x-\-r2),  /*(())  r=/(l  4- r) 
und  ^o  = 0,  mithin  . 


Ll 


,l-t-2rcos«ar-f-r2  dx 


^.^  = /(l  + r)/(i-)’,  +I>r>-1.  (4) 


0 l4-2reos/tar4-r 

• % 

, ♦ 

Da  r,<  1,'  so  können  wir  r = ~ setzen,  wo  p;>l.ist,  und  ha- 
ben so 

y,x.l-4-2ocos«ar-f-p2  dx  1.-/ÄN*  , 

0 • T=<1+7K£)  > « = »•  (5) 

N 

i - . • 

Ferner  sind  die  Reihen  bekannt:  • 

% 

22*— 1 cos2*#  = (2»)0  cos  2 nx  -f-  (2»),  cos (2«  — 2)#  4- ....  — f— -^(2yz)« 

22*cos2*-+-1#=(2»4-l)0cos(2»4-l)#4-(2»4-l),  cos(2»— 1)#4-,... 

+ 4(2«  4-1)»  cos  x. 

Wir  haben  daher  für  die  erste  A0  =4(2»)»,  für  die  zweite  A9=zO  ' 
und  nach  (3)  die  beiden  Integrale 

• 2-/>os^  - cosS»^]^  = i/(f)  - i(2»)„], 

(cos^'+'aa: — cos^+J/Ja;]^  = 


oder: 


y'tOD 

[cos2*«# — cos2*^#] 


fite 


= K4)‘[  t - (6) 
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[cos 2/l+^aa: — cos2n_*_1^.r] ^ ===  (7)  °) 

dt 

so  dass  also  der  Werth  des  zweiten  Integrales  von  n unabhän- 
gig ist. 

Man  könnte  ein  ähnliches  allgemeines  Theorem  wie  das  in  (&) 
für  solche  Functionen  aufzustellen  versuchen,  welche  sich  nach  deo 
Sinus  eines  vielfachen  Bogens  entwickeln  lassen,  so  dass  z.  B. 

/'(sin  ar,  cos  a:)  = Bl  sin  a:  -f-  Bz  sin  2ac  -+-  Bt  sin  3ar  -4- . . . . 

die  Annahme  wäre.  Man  gelangt  aber  zu  keinem  eleganten  Resul- 
tat, da  sich  aus  der  vorstehenden  Reihe  die  Summe  der  Coeflicieu- 
ten  allein  ...  * 

B x -f-  Bz  -f-  B3  -f- .... 

nicht  finden  lässt,  wie  diess  bei  der  Reihe  (1)  der  Fall  ist,  wenn' 
man  a:  = 0 setzt.  • 


. Einige  Bemerkungen  über  die  Reihen,  mit  be- 
sonderer Hinweisung  auf  die  Exponential-  und 

Binomialreibe. 


Von  dem 

Herrn  Doctor  Barfuss 

zu  Weimar.  # 


§.  1. 

Die  Mängel,  welche  den  Demonstrationen  der  älteren  Mathema- 
tiker hier  und  da  noch  eigen  sind,  mussten  natürlich  bei  den  Nach- 


°)  Die  Integrale  (4),  (5)  und  das  obige  (7)  fiir  den  Fall  n = 0 ergeben 
sich  aus  den  interessanten  Betrachtungen  des  Hm.  Prof.  Raabe:  „Ueber 
9 die  Summation  harmonisch  periodischer  Reihen  etc.”  in  Crelle’s  Journal 
Band  23.  -Die  Bemerkung,  dass  jene  3 Integrale  den  gemeinschaftlichen 

Factor  4m — 1 haben,  veranlasst«  die  Aufsuchung  des  allgemeinen 


m 

Theoremes  (3). 
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folgern  mannigfaltige  Bestrebungen  anregen,  die  Theorie  vor  jedem 
denkbaren  Einwurfe  sicher  zu  stellen.  Bei  den  Reibenentwickelun- 
gen  waren  es  vorzüglich  die  Bedingungen  der  Convergenz,  die  man 
einer  weit  gründlicheren  Betrachtung  unterwarf,  als  vorher  gesche- 
hen war,  und  man  scheute  in  dieser  Beziehung  keinen  Aufwand  an 
Rechnungen,  um  der  Theorie  den  vermissten  Besitz  nicht  länger 
vorzuentbalten,  besonders  da  man  auf  die  Meinung  verfallen  war, 
dass  nur  convergirende  Reihen  auf  analytische  Geltung  Anspruch 
’ haben , während  divergirende  von  allem  analytischen  Gebrauche 
au8zuschliessen  seien.  Kamen  durch  den  Gebrauch  der  letzteren 
fehlerhafte  Resultate  zum  Vorschein,  so  wurde,  der  Grund  lediglich 
auf  die  Divergenz,  d.  h.  auf  den  vernachlässigten  Rest  geschoben, 
und  in  der  That  fehlte  es  auch  nicht  an  Beispielen,  wo  durch  Bei* 
behaltung  des  Restes  richtige  Resultate  erhalten  wurden. 

Bei  allen  diesen  Bestrebungen  aber  scheint  es  mir,  als  ob  man 
eine  bei  den  Reihen  wesentliche  Unterscheidung  viel  zu  sehr  ver- 
nachlässigt habe,  woraus  allerdings  viele  Fehler  erklärlich  werden 
können,  die  man  auf-  die  Divergenz  schieben  will.  Es  ist  näm- 
lich wohl  zu  unterscheiden,  ob  eine  Reihe  bloss  eine 
Summe  unendlich  vieler  Glieder,  oder  oh  sie  die  Ent- 
wickelung einer  Function  sei.  Convergirt  die  Reihe,  so  kann 
sie  freilich  allemal  als  Eutwickelung  einer  Function  ihrer  allgemei- 
nen Grösse  angesehen  werden,  aber  dieses  ist  nicht  immer  der  Fall, 
wenn  die  Reihe  divergirt.  Dieses  will  ich  jetzt  an  einem  Beispiele 
erläutern. 

Man  läugnet  die  Richtigkeit  des  Ausdrucks: 

I.  — £ = cos  x •+-  cos  2a:  cos  Za:  -f-  . . . . 

4 

weil  diese  Reihe  divergirt  und  unterstützt  die  Behauptung  unter 
anderen  mit  folgendem  Grunde.  Mau  findet  die  Summe  der  endli- 
ehen Reihe: 

t 

■f  . o . , ' . , sin  (rc 

11.  cos x cos  AZ* HK... ~f- cos  na:=z — ±x — 9 

woraus  aber,  wenn  » = oo  genommen  wird,  der  Ausdruck  I.  gar  nicht 
folgt.  Aber  dieser  Schluss,  welcher  vollkommen  richtig  sein  würde, 
wenn  die  Reihe  eine  convergente  wäre,  lässt  sich  auf  divergirende 
Reiben  gar  nicht  anwenden.  Denn  die  Reihe  1.  hat  kein  letztes 
Glied,  welches  durch  cos  oo  cc  ausgedrückt  werden  könnte,  sondern 
sie  involvirt  über  dasselbe  hinaus  als  ihren  Rest  noch  die  Reihe 

cos  (n  •+•  l)a:  -+•  cos  ( n -f-  2 )x  -f- . . . . 

in  welcher  » = oo  ist.  Dieselbe  ist  abermals  eine  Entwickelung, 
und  zwar  von 

sjn(w-h  j).r 
2sln  9 

» a - 

wie  man  sich  ganz  auf  dieselbe  Art,  nach  welcher  die  Formel  1. 
gefunden  wird,  leicht  überzeugen  kann.  Daher  gestaltet  sieb  für* 
jeden  Werth  von  n die  Reibe  I.  so: 
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cos  x -f-  cos  2.r ....  -4-  cos  nx  — 


sin  (;>-+-  \)x 
2sin 


. i 


welches  eben  der  Ausdruck  in  II.  ist 

Man  wird  hiernach  einsehen,  was  es  heissen  soll,  dass  man 
einen  Unterschied  zwischen  blosser  Summe  und  Entwickelung  zu 
machen  habe.  Beide  fallen  bei  convergirenden  Reihen  zusammen. 
Hat  man  irgend  eine  entwickelte  Reihe: 

f(x)  = X(i)  -+-  -X(2)  -f~  -X(a)  •+*.... 


and  man  will  hieraus  die  Summe  einer  endlichen  Anzahl  ihrer  er* 

sten  Glieder  finden,  nämlich 

\ » 

S =z  X(l)  “I“  ^(2)  H“  ....  “f-  X(n), 

so  kommt  es  darauf  an}  diejenige  Function  g>(x)  zü  bestimmen,  aus 
welcher  der  Rest 


entwickelt  werden  kann,  da  dann 

. s =/(*)  — sp(^) 

ist.  Dieses  gilt  für  convergirende  Reihen  eben  so  gut,  als  für  di- 
vergirende,  allein  wenn  bei  den  «rsleren  nz=zot>  ist,  so  verschwin- 
det der  Rest  (p(x)  und  man  erhält  S = f(x).  Bei  den  divergiren- 
den  Reihen  aber  verschwindet  y>{x)  gegen  S auch  dann  nicht,  wenn 
« = oo  ist,  daher  man  auch  nicht  erwarten  darf,  dass  & f(x) 
werde.  » 

\ 

$ 2.  . 

Indem  sich  nun  die  Ansichten  so  gestalteten,  wie  sie  heut  zu 
Tage  vorliegen,  wollten  die  älteren  Methoden  durchaus  den  An- 
forderungen nicht  genügen,  die  man  an  itie  mathematische  Darstel- 
lung machte.  Besonders  war  es  die  Methode  der  unbestimmten 
Coefficienten , welche  von  allen  Seiten  her  chicanirt  wurde,  und 
heut  zu  Tage  kommt  man  gleich  in  den  Rangeines  mathematischen 
Bettlers,  wenn  mau  nur  einiges  Vertrauen  auf  diene  Methode  laut 
werden  lässt.  Ohne  in  das  Wesen  derselben  einzudringen  und  die 
>hr  ganz  fremdartigen  Schwächen  zu  beseitigen,  an  welchen  viele 
ältere  Darstellungen  leiden,  hat  man  sie  als  ein  meist  trügliches 
Werkzeug  bei  tfeite  gelegt  und  anderen  Entwickclungsmethoden 
»len  Vorzug  gegeben.  Ob  nun  diese  ohne  Schwächen  siud,  davon 
l8t  nicht  die  Rede.  Die  Grenzmethode  erscheint  freilich  als  eine 
vollkommen  strenge,  aber  was  berechtigt  uns  denn,  sie  in  die  Arith- 
metik da  einzuführen,  wo  es  der  Entwickelung  einer  Form  aus  der 
anderen  gilt?  Fine  Grösse,  wrelche  über  jede  Grenze  wachsen  soll, 
ist  eine  unendliche,  man  mag  nun  hierbei  den  Ausdruck  gestalten, 
wie  n»an  will.  Mag  man  auch  in  jeder  Zeile  wiederholen:  ,,je 
grösser  n wird,  desto  mehr  nähert  sich  f(x,n)  dem  y(^r);  die  Ab- 
leitung der  Form  (p(x)  aus  der  Urform  geschieht  doch  mit  Hülfe 
einer  fremden  Grösse  /«,  welche  eben  deshalb  aus  dem  Resultate 
verschwiudet,  weil  sie  unendlich  wird. 


I 


I 
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Auf  diese  Art  der  Betrachtung-  sind  wir  überall  hingewiesen, 
wo  in  der  Geometrie  oder  in  der  mathematischen  Physik  das  Un- 
gleichförmige mit  dem  Gleichförmigen  zu  vergleichen  ist.  Wir 
können  z.  B.  den  Bogen  mit  der  Abscisse  nur  in  den  unendlich 
kleinen  Theilen  unmittelbar  vergleichen,  gelangen  aber  dadurch 
stufenweise  zur  endlichen  Vergleichung  mit  Hülfe  der  Summation 
solcher  Reihen,  die  keine  Entwickelungen  sind. 

Aber  in  der  Arithmetik  bilden  wir  auf  synthetischem  Wege 
Form  aus  Form  ohne  Zuziehung  des  Unendlichen.  Wir  gebrauchen 

• m 

also  dieses  Mittel  nicht,  um  z.  B.  für  den  Ausdruck  l / an  die  Form 

m 

an  zu  rechtfertigen,  worin  soll  nun  die  Nothwendigkeit  begründet 
sein,  dass  die  Entwickelung  von  ax  einzig  und  allein  durch  die 
Grenzmethode  eine  sichere  Basis  erhalte?  Ich  wenigstens  kann  an 
keinen  Umbau  der  Analysis  auf  dieser  Grundlage  glauben. 

Doch  wir  wollen  über  die  Zulässigkeit  der  Methoden  nicht  wei- 
ter streiten,  meine  Absicht  ist  demnächst  die  Rechte  der  Methode 
der  unbestimmten  Coefücienten  zu  vertheidigen  und  ihre  wahre  Be- 
deutung zu  erklären.  Dieses  will  ich  vorzugsweise  an  der  Expo- 
nentiulreihe  thun  und  dabei  zugleich,  um  allen  Vorwürfen  zu  ent- 
gehen,^ strenge  Rücksicht  auf  die  Bedingungen  der  Convergenz 
nehmen, 


§•  3. 

% 

• j 

Die  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  ist  gleichsam  eine 
indirecte  Entwickelung  und  kommt  allenthalben  da  in  Anwen- 
dung, wo  die  directe  Entwickelung  zu  schwierig  werden  würde. 
Die  Ableitung  der  Binomialreihe  für  ganze  positive  Exponenten  aus 
combinatorischen  Gesetzen  ist  eine  directe  Entwickelung,  die  sich 
unmittelbar  auf  den  arithmetischen  Satz  von  der  Multiplikation  com* 
plexer  Factoren  gründet.  Es  wird,  wohl  Niemandem  im  Ernst  ein- 
. lallen,  für  diese  Entwickelungsweise  diejenige  Demonstration  als 
eine  bessere  substituiren  zu  wollen,  nach  welcher  mau  .die  Form 
der  Reihe  als  zuerst  gegeben  ansiebt  und  nachher  ihre  Summe 
sucht. 

An  diese  Entwickelung  schliesst  sich  äusserst  leicht  eine  zweite 
für  ganze  negative  Fxponenten  an.  Man  hat  nämlich 


x 


also  da  der  binomische  Lehrsatz  für  ganze  positive  Exponenten  be« 
wiesen  ist: 


(1  -+-  *)—  = l -;■*»(,) . ~ -t-  • 

x"‘-l 


x* 


x 1 


Xm 


z»(l) 


* (1  x)m~  1 ( I X) 


mr 


wo  die  Bedeutung  des  Ausdrucks  M(r)  bekannt  ist.  Da  nun  über- 
haupt * 
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XP 


XP 


XP+* 


1 (1  -+-  x)?  (l-f-a:)?— 1 (1  ~h  x)9* 

so  erhält  man,  wenn  man  diese  Umbildung  in  jedem  Gliede  macht: 

* * 

< = 1 — *wa)  - [OT(S)  +»»(2) 

±[«(0+ 1]  (1  + x)^i  -i- 
Aber  weil  sich  sehr  leicht  beweisen  lässt,  dass 

#W(r)  -+-  nt{r-\)  = (m  H-  1 )(r)  , 

« 

» 

so  hat  man 

(1  + «)-■  = 1 - «(1)  X -4-  (m  -I- 1),5) . 1)(J) . 

—(*’■*■  1'(1)  • (1  -f-  xy«-i  (I  -+-  x)-»' 

Wiederholt  man  dieselbe  Umbildung  hei  allen  Gliedern,  die 
noch  den  Divisor  \-\-x  haben,  so  erhält  man  ferner: 


(l  -+-  x)~m  = 1 — ai( + l)(2)^a  *—  O -f-  2)(3) . - 


x 


X 


zt  (m  -f-  2)(d  . 


^w-4-l 


3;wi-4-2 


(1  -+-  a?)"‘— l 


Fährt  mau  so  fort,  bis  man  zu  einem  Glied  mit  dem  Factor  xr 
gekommen  ist,  das  aber  den  Divisor  1-f-o;  nicht  mehr  hat,  so  fin- 
det sich: 

* 

(1  -f-  x)~m  = 1 — «W(D  x -+-  (m  -f- 1)(2)^*  — * (*«  + 2)(3)o:,‘.  . . . 

/ 

wozu  aber  noch  der  Rest 

xr~*-^  r / . \ r . \ x ■ xm — i 


x 


l(m  -+-  r)(r  + i)  — (m  -f-  r) (r-*-2)  • J 


H-z’ 


71— 1 1 


I («i-f.r)(r-i-i)a:M-i  r. m — l x m — \ . 

l-+-a?  * r-f-2  * iHh-z  r-f-2. 


«i  — 1 . ni — 


m — 2 

r-j-3  * (I  -+-x)2 
xm~i 


r4-2.r-|-S.„.r+i»  ’ (l  + x)M- 


hinzukomraen  muss,  um  (1-Har)— OT  vollständig  zu  erhalten.’  Da 
die  in  der  Parenthese  enthaltene  Reihe  sich  der  1 um  so  mehr  nä- 
hert, je  grösser  r ist,  so  kommt  die  Bedingung  der  Canvergenz 
vorzüglich  auf  den  Ausdruck 

» 

(m  -f-r)(r-f-i ) 3:^-1 
i-t-x  : 
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zurück^  und  es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  wenn  derselbe  anfangs 
auch  einen  bedeutenden  Werth  bat,  er  doch  endlich  schneller  an- 
nimmt,  als  die  Glieder  einer  geometrischen  Reihe,  deren  Exponent 
irgend  ein  echter  Bruch  ist,  wenn  auch  a:  ein  solcher  ist.  Daher 
ist  für  alle  positive  oder  negative  act  die  kleiner  als  1 sind, 

(1  -f-  x)—m  = 1 — *+■  (m  -+- 1)(2)^-*  — (sw  2)(g)Är*  .... 

% 

was  mit  der  Form 

1 H-  ( — ( — m)(2)  oc*  -+-  ( — .... 

übereiukommt.  Ich  meine  aber,  die  Entwickelung  sei  richtig,  auch 
wenn  1,  und  statt  einer  solchen  Entwickelung  lasse  sich 

überall  nur  (1  -+-  a:)—™  setzen. 


. Eine  Entwickelung  der  Art  nenne  ich  nun  eine  directre.  Wird 
dieselbe  sehr  verwickelt  oder  erfordert  sie  bedeutende  Vorbereitun- 
gen, so  tritt  oft  die  iodirecte  Entwickelung,  d.  h.  die  Methode  der 
unbestimmteq  Coefticienten,  als  Vermittlerin  ein.  Dieselbe  muss 
aber  noth wendig  die  Form  der  Reihe,  deren  Coefticienten  sie  be- 
stimmen will,  als  hinlänglich  durch  analytische  Wahrheiten  begrün- 
det vorfinden.  So  folgt  leicht  mit  Hülfe  des  binomischen  Lehrsatzes 
für  positive  Exponenten  und  durch  die  gewöhnliche  Division,  dass 
der  Ausdruck  (1-|-^)”CT  eine  Reihe  von  der  Form 

' geben  muss,  jind  durch  die  analytischen  Eigenschaften  dieses  Aus- 
druckes, die  npthwendig  auch  der  Reihe  zukommen  müssen,  findet 
sich  die  Relation  der  Coefticienten,  wornach  sie  gegenseitig  von 
einander  abhängen.  Der  Werth  von  A{\)  wird  sich  aber  dadurch 
noch  nicht  finden  lassen,  derselbe  muss  vielmehr  unmittelbar 
aus  directer  Entwickelung  hervorgehen.  , Diese  Bemerkung  ist  für 
die  Sache  von  WichtigkcMt;  die  Methode  der  unbestimmten  Coefli- 
cienten  findet  zunächst  immer  nur  deren  Relation  uud  nicht  ihre 
absoluten  Werthe;  sie  findet,  wie  alle  übrigen  Coetlficienten  vom 
ersten  abhängen,  aber  durchaus  nicht  den  ersten  seihst.  Oft  freilich 
nehmen  wir  den  ersten  Coefticienten  gleich  von  vorn  herein  richtig 
an,  wie  z.  B.  bei  Quotientenentwickclungeo. 

Ueberlegt  man  so  mit  Klarheit  den  -Gang  der  Schlüsse,  so  fällt 
der  Zweifel  sogleich  hinweg,  ob  wirklich  die  Entwickelung  mit 
der  entwickelten  Function  identisch  sei,  ob  beide  nicht  vielmehr 
nur  die  syntaktische  Eigenschaft  gemein  bähen,  vermöge  welcher 
die  Relation  der  Coefticienten  bestimmt  wurde.  Die  Form  der  Reihe 
ist  nachgewiesen  durch  eine  Entwickelung,  welche  zugleich  denje- 
nigen ouer  auch  diejenigen  Coefticienten  gab,  von  welchen  die  Be- 
stimmung aller  übrigen  abbängt,  und  aus  den  syntaktischen  Eigen- 
schaften der  Function  bestimmten  sich  zuletzt  alle  jene  übrigen' 
Coefticienten.  Was  verlangt  man  da  nun  noch? 

Ich  wüsste  nicht,  was  die  neuere  Aualysis  dem  entgegensetzen 
wollte,  als  die  Beschuldigung,  dass  mau  mit  eiuer  Reibe  operire, 
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von  der  man  noch  nicht  weiss,  ob  sie  convergirt,  und  bei  der  man 
folglich  den  Rest  beachten  müsse,  der  freilich  unbekannt  ist.  Wenn 
dieser  Einwurf  einen  Sinn  haben  soll,  so  müsste  die  Meinung  sein, 
dass  durch  die  Vernachlässigung  des  Restes  ein  fehlerhaftes  Ent. 
Wickelungsgesetz  gefunden  werden  könnte.  Allein  hier  fragt  man, 
ob  dann  nicht  dieselbe  Gefahr  auch  bei  convergirenden  Reihen  vor- 
handen  sei,  denn  der  Rest  bat  ja  immer  dieselbe  Form,  die  Reihe 
mag  convergiren  oder  divergiren.  Wir  müssten  also  die  Methode 
der  unbestimmten  Coefficienten  auch  bei  convergirenden  Reihen 
fallen  lassen,  aber  dann  sind  jene  neuen  so  hoch  gepriesenen  Me- 
thoden nicht  besser  daran.  Diese  würde  z.  B.  mit  der,  namentlich 
von  Cauchy  geübten  Summationsmethode  der  Fall  sein,  welche  noch 
überdiess  dem  synthetischen  oder  progressiven  Vortrage  der  Mathe- 
matik zuwider  ist.  Wenn  so  grosse  Männer  vermöge  der  Gewalt*  • 
ihres  Geistes  einen  Stoff  nach  Belieben  formen  können  und  zu  for- 
men  sich  erlauben,  so  kann  damit  noch  nicht  gemeint  sein,  dass 
solche  Gebilde  für  ein  wissenschaftliches  System  sich  schicken. 

Obschon  es  sich  kaum  der  Mübe  lohnt,  weitläußger  von  dieser 
Sache  zu  reden,  so  will  ich  dieselbe  doch  noch  ein  wenig  weiter 
verfolgen  und,  um  mich  auf  ein  bestimmtes  Beispiel  zu  beziehen, 
die  Reihe 

1 *+-  tn( i)4?  -f-  *»(2)#*  ■+-  *»(3)4?’  -4~ =/(*») 

% 

wählen,  deren  Charaktere  bekannt  sind,  und  für  welche  sich  die 
Convergenz,  die  in  allen  Fällen,  wo  4?<M  ist,  statt  findet,  bewei- 
sen lässt.  Multiplicirt  man  sie  mit  einer  ähnlichen  Reihe 

1 -+-  «(1)4?  -+-  »(2)4?*  -f-  «(3)4?*  -f* =/(«), 

so  findet  man  mit  Hülfe  einer  vorher  nachgewiesenen  Eigenschaft 
der  Binomialcoefficienten,  dass  f(fn)  X/*(»)  = »)  sein  muss. 

Hieraus  und  mit  Hülfe  der  speciellen  Wertbe  f(\)  = 1 -4-  a:  und 
/“(Ojsrrl  findet  man  alsdann,  dass  überhaupt /*(»)==  (l-Hz?)*  ist.  Wer 
steht  mir  denn  aber  dafür,  dass  in  das  Product  beider  Reiben  keine 
Störung  in  das  Entwicklungsgesetz  gekommen  sei?  Antwortet  mau 
aber,  dass  der  weggelassene  Rest  nur  die  Entwickelung  einer  jeden 
Reihe  in  gleicher  Weise  weiter  geführt  haben  würde  und  dass  im 
Producte  alle  Glieder  mit  einerlei  Potenzen  vollständig  zusummen- 
gestellt  seien,  so  frage  ich,  warum  das  nicht  eben  so  gut  für  diver- 
girende  Reihen  gelten  soll?  Wenn  man  jede  Reihe  einmal  abbricht 
und  dann  das  Product  macht,  so  werden  die  letzten  Glieder  dessel- 
ben immer  fehlerhaft,  d.  b.  sie  sind  nicht  nach  demselben  Gesetz 
gebildet,  wie  die  ersten,  aber  sie  ergänzen  sich  aus  den  Produc- 
ten,  welche  die  Reste  zu  Factoren  haben,  wenn  dieselben  weiter 
entwickelt  werden.  Dieses  geschieht  aber  auf  gleiche  Weise  z.  B. 
in  den  obigen  Reihen,  4?  mag  grösser  oder  kleiner  als  1 sein,  denn 
die  Reste  sind  in  allen  Fällen  dieselbe  Functionsform  und  gehen 
also  auch  dieselbe  Entnickelung. 

So  scheint  es,  als  ob  die  Schwierigkeit  nur  mit  Gewalt  herbei 
gezogen  sei,  oder  dass  sie  sich  auf  die  Meinung  gründe,  dass  di- 
vergirende  Reiben  nur  Ausdrücke  mit  gewissen  syntaktischen  Eigen- 
schaften seien.  Sind  sie  denn  nicht  zugleich  auch  charakterisch 
für  die  Function,  woraus  sie  entspringen;  d.  h.  kann  dieselbe  voll- 

Thell  V.  1 1 
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ständig  bestimmte  Reibe  aus  verscbiedenen  Functionsformen  ent- 
wickelt werden? 

Jene  angedeutete  Demonstration  Cauchys  für  den  binomischen 
Lehrsatz  scheint  mir  auch  mit  dem  Namen  einer  Summirung  gar 
nicht  richtig  bezeichnet  zu  sein.  Fs  wird  von  den  Eigenschatten 
der  Reihe  auf  die  Function  zurückgeschlossen,  aus  welcher  sie  ent- 
wickelt  werden  kann.  Die  ganze  Demonstration  ist  so  gehalten, 
dass  die  Bedingung  der  Convergenz  gar  nicht  zur  Sache  gehört, 
dass  sie  auch  ohne  diese  Rücksicht  ganz  dieselbe  bleiben  würde, 
wenn  man  nur  statt  des  Ausdruckes  der  Summe  den  allgemeineren 
der  Entwickelung  zu  sukstituiren  beliebte,  d.  h.  wenn  man  die 
Frage  so  stellen  wollte:  aus  welcher  Function  kann  die  so  gebil- 
dete Reihe  entwickelt  werden?  Und  wie  gross  ist  nun  der  Unter- 
schied dieser  Methode  von  der  der  unbestimmten  Coefficienten,  wel- 
che nicht  von  den  Eigenschaften  der  Coefficienten  einer  Reihe  auf 
die  entwickelte  Function,  sondern  umgekehrt  von  den  Eigenschaf- 
ten der  Function  auf  die  Coefficienten  ihrer  Entwickelung  schliesst? 

§.  5. 

Die  Convergenz  oder  Divergenz  hat  auf  das  Entwickelungsge- 
setz gar  keinen  Einfluss;  sie  wird  aber  alsbald  erkannt,  wenn  die 
Reihe  vollständig  ist.  Zu  solcher  Erkenntniss  lässt  sich  aber  mit 
weit  weniger  Aufwand  von  Rechnungen  gelangen,  als  gewöhnlich 
geschieht,  denn 

von  der  aus  der  Function  entwickelten  Reihe 

weiss  ich  allemal,  dass  sie  convergirt,  wenn  ihre 
Glieder  bis  zum  Verschwinden  klein  werden, 
t Dieses  will  ich  jetzt  zu  begründen  suchen. 

Es  sei 


X(i)  X(2)  -+- . • . . X(„)  -f-  jß(«), 

wo  /2(»)  den  Rest  bezeichnet.  Auf  gleiche  Weise  hat  man  dann 

fai)  = X(i)  X(2)  -+-  . . . . X(n— i)  -+- 

woraus  sogleich  folgt 

r * 

— 1)  A(n)  X(n). 

t 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  verschwindet  also  die  Dif- 
ferenz zweier  Nachbarreste  immer  mehr  und  mehr,  je  höher  man 
in  die  Reihe  geht.  Desshaib  verschwinden  entweder  die  Reste  selbst 
und  dann  ist  die  Sache  klar. 

Will  man  aber  annehmen,  die  Reste  verschwinden  nicht,  so 
müssen  sie,  wenn  und  alle  Glieder  seiner  Entwickelung  end- 

lich sind,  selbst  nur  einen  endlichen  Werth  haben.  Zugleich  wer- 
. den  sie  aber  auch  im  Fortgange  der  Reihe,  zu  Folge  der  Voraus- 
setzung immer  kleiner.  Denn  sind  alle  Glieder  der  Entwickelung 
positiv,  so  zeigt  die  Gleichung 

/*(»- 1)  — -#(«)  = X(„),  duss  /J(«)  c /?(„_  1),  /J(n4-1)  *<  Ä(„)  U.  S.  W. 

Wechseln  aber  die  Vorzeichen,  so  kann  man  wegen  der  Voraus- 
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setzung  positive  Gliedergruppen  bilden,  die  bis  zum  Verschwinden 
abnehmen , und  man  erhält  dann  eine  Reihe  positiver  Glieder,  fiir 
welche  wieder  dasselbe  gilt,  wie  vorhin.  Auch  lässt  sich  der  Schluss 
leicht  auf  den  Fall  ausaehnen,  wo  alle  höheren  Glieder  der  Reihe  ‘ 
negativ  sind. 

Hieraus  folgt  aber  mit  Notliwcndigkeit,  dass  wenn  die  Reste 
endlich  bleiben  sollten,  sie  sieb  einer  constnnten  Grösse  C ohne 
Ende  nähern  müssten.  Es  wäre  also  die  Gleichung 

JX&)  = X(i)  -4-  X(2)  -4-  X(j)  -f- ....  A"(„)  “h  C 

um  so  richtiger,  je  grösser  #»  wäre,  also  auch  die  Gleichung 

f{&)  — C=z  X(i)  -+-  X(2)  *4- . . . . X( n) 

um  so  richtiger,  je  grösser  n wäre.  Ich  finde  also  jetzt  dieselbe 
Reihe  convergirend , von  welcher  ich  vorhin  annahm,  dass  sie  di- 
verg’irc.  Do  nun  aber  die  Reihe  eine  Entwickelung  von  f{oc)  ist, 
so  nähert  sie  sich  auch  ohne  Ende  dem  Werthe  von  f(a:)  uud  nicht 
dem  von  f(&) — C,  also  dass  C verschwindet. 

Nimmt  man  an,  dass  hei  übrigens  endlichen  Gliedern  der  Reihe 
die  Reste  unendlich  werden,  so  muss  natürlich  auch  f(sc)  unendlich 
sein.  Diesen  Fall  könnten  wir  von  unserer  Betrachtung  ganz  aus- 
schliessen,  allein  es  ist  der  Sache  angemessener,  den  Begriff  der 
Convergenz  auch  darauf  uuszudehnen.  Der  Rest  verschwindet  näm- 
lich hier  nicht  absolut,  sondern  im  Vergleich  zum  Werthe  vonj^A’j, 
und  weil  dieser  unendlich  ist,  so  muss  man  natürlich  den  Rest  bis 
ins  Unendliche  hinuusrücken.  Es  ist  noch  immer  ein  grosser  Un- 
terschied zwischen  einer  divergirenden  Reihe  und  einer  solchen, 
deren  Summe  unendlich  gross  ist.  Bei  der  erstcreu  kann  von  einer 
Suromirung,  d.  h.  Zusammenrechnung  der  Glieder  auf  keine  Weise 
die  Rede  sein.  — Olivier  hat  in  einem  Aufsatze  in  Crellc’s  Journal 
einen  ähnlichen  Satz  aufgestellt,  als  ich  hier,  allein  er  lässt  solche 
Reihen,  die  eine  unendlich  grosse  Summe  haben,  au  dem  Begriffe 
der  Convergenz  nicht  Theil  nehmen , auch  redet  er  nicht  von  ent- 
wickelten Reihen,  sondern  setzt  dieselben  als  ursprünglich  gegeben 
voraus.  Ihn  sollte  eigentlich  der  Satz  zu  der  Entscheidung  führen, 
ob  die  Somme  einer  gegebenen  Reihe  endlich  oder  unendlich  sei, 
und  das  kann  derselbe  nicht  leisten. 

Doch  wir  wollen  uns  dabei  nicht  länger  aufhalten;  wir  sehen, 
dass  wenn  f(&)  einen  endlichen  Werth  hat,  der  Rest  seiner  Ent- 
wickelung, deren  Glieder  wir  endlich  voraussetzen,  auch  nur  end- 
lich sein  kann.  Werden  dann  noch  die  Glieder  der  Reihe  über  alle 
Gränzen  klein,  so  convergirt  sie,  und  diese  Wahrheit  überhebt  uns 
vieler  nutzlosen  Rechnungen  und  bringt  uns  auf  ein  freundlicheres 
Feld  der  Wissenschaft,  wenn  wir  nur  unahlässlich  die  einzig  ihrem 
Charakter  entsprechende  Methode,  die  der  Entwickelungen  nämlich, 
sie  seien  direct  oder  indirect,  verfolgen  wollen.  Für  jene  Fehler, 
die  man  durch  den  Gebrauch  divergirender  Reihen  bekommen  ha- 
ben will,  werden  sich  sicherlich  bessere  Erklärungsgründe  auflin- 
den lassen,  als  die  Divergenz,  und  die  Wissenschaft  wird  aus  den- 
selben einen  grösseren  Gewinn  ziehen,  als  durch  alle  Untersuchun- 
gen über  die  Couvergenz. 

11* 
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§.6. 

Ich  komme  nun  noch  zur  Entwickelung  der  Exponentialreihe, 
für  welche  ich  nur  die  Gültigkeit  der  Binomialreihe  bei  ganzen  po- 
sitiven und  negativen  Exponenten  voraussetze.  Ist  sie  für  solche 
Exponenten  entwickelt,  so  lässt  sich  ihre  Allgemeinheit  sehr  leicht 
darlhun  und  daraus  dann  rückwärts  auf  die  allgemeine  Gültigkeit 
der  Binomialreihe  schliessen.  Ich  meine  gerade  nicht,  dass  ,auf  die- 
sem Wege  etwas  Wesentliches  gewonnen  werde,  obscbon  man  da- 
bei auch  nichts  einbüsst;  mein  Zweck  ist  nur,  die  Methode  der  un- 
bestimmten Coefficienten  in  ein  klares  Licht  zu  setzen. 

Die  Entwickelung  der  Exponentialreihe,  die  ich  hier  gebe,  ist 
keine  andere,  als  die  von  Tnibaut  in  der  allgemeinen  Arithmetik 
angedeutete,  aber  nicht  bis  zu  den  Anforderungen  der  neueren  Ma- 
thematik durchgeführte.'  Sie  besteht  lediglich  in  einer  anderen  An- 
ordnung der  Binomialreihe.  In  ax  setze  ich  «=l4-£  und  erhalte 


= (i + «)* — (i  - r 


also  wenn  ich  — i =s ß setze: 

/ * "T“  ° 


_ i , a | x x + l/)s  , & • X -f-  1 •3T4“2D 

«*=  j-f-ß  H rräTä — ßl 


Löse  ich  hier  die  Facultäten  aller  Glieder  auf  und  bezeichne  durch 

r « 

C(m)  die  Summe  aller  Producte  zu  je  r Factoren  aus  den  Zahlen 
von  1 bis  m,  so  wird: 


x = x 

l 

x . x 4-  1 = 4-  C( i)& 

1 2 

ar.ar-hl  .x-h2  = xt  -4-  C&) 4-  C^x 

l 2 s 

x . x -4“  1 • «2:  + 2 , x *4“  3 s x4  -4“  4”  C?(j)x*  4- 

u.  s.  w. 


Stelle  ich  nun  hier  alle  Glieder  zusammen,  welche  gleiche  Potenzen 
von  x enthalten,  so  bekomme  ich  die  neue  Entwickelung: 


l ,2  3 

i + iß  + nt3P'  + rix-/4 

+\ß'+^ß'  + £iß'  +^tsß' 


Iß'+^fß'rbj^ß1 


C(5) 

4.5.6 


ß' 


u.  s.  w. 


1 


.r* 

1.2.3 


I 

I 
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was  wir  kürzer  mit 

♦ 

II.  ax=l-t-A.x 


A{  2Vr5 


A{t)xl 


A(n)X " 


1.2  1.2.3 

bezeichnen  wollen.  Hier  ist  nun 


1.2.3...«  fi 


"I- . . . < 


1 2 

Hl.  A*,  = lß*+£?i  ß'+'  + n£\+"+^  + 


('(n-j-r — 1) n„_j_r 

fi+l.fi^»2....fi*,t"f  , 


Dabei  ist  aber  noch  zu  bemerken,  dass  diese  Entwickelung  so- 
wohl für  positive  als  auch  für  negative  ac  gilt.  Bei  letzteren  muss 
zwar  die  Reibe  endlich  abbrechen,  indem  sich  ar-x  auf  (1 — ß)x  re- 
ducirt,  allein  da  dann  alle  Glieder  der  Reibe,  welche  man  nach 
gleichem  Gesetz  über  das  Glied  ßx  hinaus  bildet,  der  0 gleich  wer- 
den, so  ist  die  Fortführung  bis  ins  Unendliche  immerhin  zulässig. 

Die  Entwickelung  ist  in  Bezug  auf  ac  eigentlich  schon  voll- 
ständig, es  bedarf  bloss  noch  einer  Reduction  der  CoefGcienten  und 
der  Nachweisung  der  Convergenz,  um  jetzigen  Anforderungen  zu 

m 

genügen.  Weil  aber  überhaupt  C(m)  = 1 . 2.3 .i.. m,  so  wird 
IV.  A = ß 4-  + + 

Mit  meinem  oben  aufgestellten  Satze  darf  ich  eigentlich  die  Con- 
vergenz dieser  Reibe  nicht  beweisen,  weil  ich  die  Function  f(ß) 
noch  nicht  kenne, , aus  welcher  A entwickelt  werden  kann.  Da 

indessen  ß = ^ = a a - für  alle  positive  b ein  echter  Bruch 

ist,  so  fällt  die  Reihe  A schneller  als  die  geometrische  ß -+-  ß* 

+ ß*  -H  . . • • = T"—ß  ==  ^ un<*  es 

In  A(n)  ist  der  Coefficient  des  allgemeinen  Gliedes 


C{n- |-r— 1) 


, und  es  ist  derselbe  kleiner  als  der  Coeffi- 


/*4-l.n-4-2....«-Hr 
cient  von  ßr  in  der  Entwickelung  von  (1  — ß)~~"}  d.  h. 


C(n+T-l ) 


7t  -J«  1 . fl  | 2 1 


n 


n 


(»  -+-  r — l)(r). 


Denn  das  grösste  Product  in  C(n+-r—\)  ist  — 1, 

und  da  r-— - = — l)(r)  die  Anzahl  »!• 

ler  Producte  ist,  so  hat  man 

\ 

r 

C(n. |-r— I)  < (»  + r — l)(r)  1t  . » + 1 . « + 2 , . • . « + * — 1» 

\ 

und  daher 


/ 


166 


C{n+r—\) 

tl  »f*  1 »7t  «f«  2 • • • <71  »f-  ¥ 


n 


«< 


-(»+»•  — 1)m, 


woraus  obige  Behauptung  sogleich  hervorgeht.  Daher  sind  alle 
Glieder  der  Reihe  A(„)  kleiner  als  die  gleichzähligen  in  der  Ent- 
wickelung ßn(l — ß)~n , und  folglich,  weil  hier  Convergenz  statt 
liudet, 

7 v / 

A(n)  ^ > d.  h.  A(n)  ^ A* . 


Also  sind  die  Glieder  der  Exponentialreihe  sämmtlich  kleiner  als 

. m • QC^  />! 

die  gleichzähligen  in  der  Reihe  1 -+-  -y— ^ -f-  -0  - . . . .,  und 

. da  diese  schon  bis  ins  Unendliche  abnehmen,  so  darf  man  nach  mei- 
nem obigen  Satze  auf  die  Convergenz  der  Exponentialreihe  schliessen, 
da  die  Summe  derselben  zu  Folge  der  Entwickelung  nichts  anders 
als  ax  sein  kann. 

Bisher  haben  wir  directe  Entwickelung  and  dieselbe  ist  eigent- 
lich in  so  feru  schon  vollständig,  als  der  Werth  von  ax  durch  die 
Reihe  I.  schon  berechenbar  ist.  Da  aber  A,  Ap )....^(*)  Functio- 
nen von  ßn  d.  h.  von  a sind,  so  könnte  es  kommen,  dass  eine  ge- 
wisse einfache  Relation  zwischen  den  Coefficienten  statt  hätte,  wel- 
che aus  A alle  übrigen  finden  Hesse.  Um  diese  Relation  auf  di- 
rectera  Wege  zu  entdecken,  müssten  wir  tiefer  in  die  Natur  des 

r 

Ausdrucks  C(m)  eingehen,  allein  um  dieses  zu  vermeiden,  bedienen 
wir  uns  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten,  d.  h.  wir  su- 
chen die  Relation  der  Coefficienten  A , A($  . . . . A(n)  durch  die 
Eigenschaften  der  Function  ax. 

Wir  setzen  daher  x -fr-  y statt  x in  II.  und  erhalten  durch 
Auflösung  der  Potenzen  von  x y leicht  folgende  neue  Anord- 
nung: 


V.  ax+y  = 1 -+-  Ax  -+* 


A(  2)#1 

TTjT 


A(3)X* 

1.2.3 


■ • t • • 

/ ♦ 


r j . jt  . . A( 4*r*  . , 

“I-  [A  -f-  A{ 2)X  H — 1.2.3  * * * *1 V 


u.  s.  w., 


womit  ich  meine,  dass  die  Entwickelung  nach  den  Potenzen  von 
y geordnet  sein  soll.  Aus  ax+TJ  r=:axaV  erhält  man  aber,  wenn 
man  für  aV  die  Entwickelung  einsetzt: 


VI.  ax+y  = ax-t-  Aaxy 


A{2)axy: 

1.2 


Hier  meint  man  nun  gewöhnlich  noch  fernere  Umbildungen  machen 
zu  müssen,  um  zu  beweisen,  dass  in  V.  und  VI.  die  Glieder,  wel- 
che die  erste  Potenz  von  y zum  Factor  haben,  wirklich  gleich  sind. 
Ich  halte  diese  Bemühung  für  sehr  überflüssig,  denn  cs  handelt  sich 
hier  nicht  um  eine  numerische  Gleichheit  beider  Entwickelungen, 
es  ist  ja  die  Frage  darnach,  welche  Relation  zwischen  den  Coeffi- 
cienten A9  A( 2) ... . A(n)  statt  haben  muss,  damit  die  Entwickelungen 
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io  V.  und  VI.  durchaus  identisch  werden.  Hierdurch  wird  ja  die 
Identität  der  gleiehgebildeten  Glieder  in  beiden  Reihen  zur  unmit- 
telbaren Bedingung.  Man  hat  daher,  wenn  man  die  Glieder  ohne 
y vergleicht, 


Ax  + 


A@)x* 


1.2 


wie  nothwendig.  Alsdann 


d.  h.  wenn  wir  wieder  statt  ax  die  Reihe  II.  einsetzen: 


^ ^ . A(3)X*  , A(4)X* 

yTT  + L21 


= A+A'*  -+-  + 44^ 


J.2 


1.2.3 


und  folglich  A(2)=:A2i  A$)  = AA(2)==A*i  A(4)=AA(t)z=zA* 
überhaupt  A{n)~An. 

Daher  haben  wir 


VII.  a*  = l + Ax+Y^- 


A*xl 


A*x4 


1.2.3 


1.2. 3. 4 


-I“ .... 


wo  nun  die  Entwickelung  vollständig  ist.  Die  Gleichung  A{n) 
rrr  An  führt  uns  zugleich  auch  zu  dem  schönen  Resultate,  dass 

VIII.  OS  -i-iß'+iß'  + ....)» 

= ß*] 

r 

, w C(n-4-r — 1) 


n 


^"L  ßn+l  _| StfcÜ—  ßn*l  _J — %*$■ 

1 1 . w-f-2  s-f-l«S'*f*2.s>^-3 


. »4* l*s  + 2 


,n- 


■.ßn+r—- 


Es  ist  nun  noch  zu  beweisen,  dass  die  Reihe  VIII.  allgemein 
gilt.  Zu  dem  Ende  bemerken  wir,  dass  A eine  Function  von  a 

• • • S / \ 1 • 1 . ||  1 j _ i i . 


ist,  die  wir  mit  y>(a)  bezeichnen  wollen.  Setzt  man  am  statt  a , 

i Zahl  ist,  so  wird  y>(am)  aus  g>(a).  Da  aber 


wo  tn  eine  ganze 


(am)x  = amx  = 1 -f-  Amx  -f- 


A2m2x2 


1.2 


• • • 


so  sehen  wir  sogleich,  dass  g>(am)  = m<p(a)  sein  muss.  Dieses  gilt 
zunächst  für  ganze  positive  oder  negative  m>  kann  aber  leicht  auch 
tur  gebrochene  m bewiesen  werden.  Man  hat  nämlich 


p p 

9>(«)  = £ • Vi«'’)  = J • SP[(«  7 )?l  = 7 )» 


daher 


21 

<t(ai  ) = £<p(a). 
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Demnach  ist  auch 

\_ 

■2.  i-  . — fop(«7  VI*#* 

ai  = («r  7 )*>  = 1 4~  <jp(«  9 ) . p H j — ^ + •••• 

— l-H y -r*  1#2  * + 

d.  h.  die  Exponentialreihe  gilt  für  alle  positive  oder  negative  ganze 
oder  gebrochene  Werthe  des  Exponenten.  Daher  gilt  auch  die 
Reihe  I.  für  jeden  Werth  von  x , und  wenn  man  sie  wieder  so  re- 
ducirt,  dass  die  gleichen  Potenzen  von  ß zusammen  kommen,  dann 
statt  der  combinatorischen  Ausdrücke  wieder  die  Facultäten  setzt, 
so  erhält  man  die  Binomialreihe  wieder,  die  folglich  ganz  allgemein 
gilt. 

Der  Werth  von 

zeigt  uns  ouf  das  Unzweideutigste,  dass  für  a eine  solche  Zahl 
cxistiren  müsse,  woaurch  A— =1  wird.  Bezeichnen  wir  sie  mit 
so  haben  wir 

v.  „II 


X4 


— +J7^3 


also  für  xr=.  1 


e = 2-f- 


1.2 


1.2.3 


1.2. 3. 4 


Wir  machen  nun  e zur  Grundzahl  eines  Logarithmensysteos, 
das  wir  das  natürliche  nennen.  Weil  dann  für  x = l: 


ct  = 1 + A + 


A' » 

1.2 


A * 


1.2.3 


eAs 


so  folgt 

A = log  nat  a. 

1 . 

Da  nun  a = ^ ■ — , so  folgt  sogleich: 

log  nat  (1  - ß)  = - (ß  + i/S*  4-  \ß*  4-  ?ß*  4- . . . .). 

§•7. 

Einen  wichtigen  Zweifel  dürfen  wir  uns  jedoch  am  Ende  nicht 
verhehlen,  den  ich  absichtlich  in  die  Rechnung  des  vorigen  Paragra* 
phen  legte.  Die  Aufgabe  war,  in  den  Reiben  V.  und  VI.  die  Coef- 
licienten  so  zu  bestimmen,  dass  beide  identisch  werden.  Diess  er- 
fordert, dass  die  gleich  gebildeten  Glieder  identisch  sind.  In  der 
Tbat  liegen  auch  die  von  y freien  Glieder  ax  und  1 •+■  Ax  4- 

* j schon  als  identisch  vor.  Dann  machten  wir  die  Glie- 
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der  mit  der  ersten  Potenz  von  y identisch , nämlich  A . a*  — z A 

* /tfiyr1  m 

-t-  — 7—^ — |-....  und  dieses  führte  uns  auf  einmal  zur  Be- 

Stimmung  der  gesuchten  Relation  zwischen  den  Coefficienten  A , 
A{ 2)  ....  udf(n).  Demnach  werden  in  V.  und  VI.  die  zwei  ersten 
Glieder  beider  Reihen  identisch,  aber  wie  steht  es  denn  mit 
den  Gliedern,  welche  die  höheren  Potenzen  von  y zu 
Fac toren  haben? 

Man  hilft  sich  hier  gewöhnlich  damit,  dass  man  beide  Reihen 
einander  gleich  setzt,  die  gleichen  von  y unabhängigen  Glieder  dann 
weglässt,  mit  y dividirt  und  zuletzt  y=  0 setzt,  wodurch  man  die 
BestimmungsgleichuDg  für  alle  Coefficienten  erhält.  Dieses  Verfah- 
ren ist  im  Grunde  mit  dein  der  Differentialrechnung  ganz  einerlei, 
denn  man  erhält  dadurch  die  derivirten  Functionen,  und  eben  da- 
hinaus kommen  auch  andere  Umhildungsmethoden,  z.  B.  die  im  ma- 
thematischen Wörterbuche  Bd.  V.  Th.  I.  S.  500  in  Anwendung  ge- 
brachte. Aber  es  bleibt  hierbei  immer  der  oben  ausgesprochene 
Zweifel;  es  werden  zwar  zwei  Glieder  der  beiden  Entwickelungen 
für  ax~^y  identisch,  aber  nicht  alle.  Vielleicht  ist  dieses  ein  Haupt 
grund,  warum  die  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  nicht  be- 
friedigen wollte.  Denn  die  Relation  der  Coefficienten  soll  ja  so 
bestimmt  werden,  dass  die  Bedingung  ax+y  = ax.aV  erfüllt  wird, 
nicht  dass  bloss  ein  Paar  Glieder  von  beiderlei  Entwickelung  iden- 
tisch werden. 

Man  hat  hier  offenbar  ein  Princip  in  die  elementare  Analysis 
herabgezogen,  ohne  davon  nur  die  mindeste  Rechenschaft  zu  geben. 
Wenn  daher  die  Methode  nicht  befriedigt,  so  kann  man  doch  des- 
wegen den  Grund  nicht  den  unbestimmten  Coefficienten  zur  Last 
legen.  So  wie  diese  Methode  vielfach  angewandt  worden,  ist  sie 
eigentlich  nur  durch  eine  gut  begründete  Derivationsrecbnung  zu- 
lässig. 

* ln  unserem  Falle  lässt  sich  freilich  die  vollständige  Nachwei- 
sung leicht  geben.  Die  vollkommene  Identität  der  beiden  Reihen 

V.  und  VI.  erheischt,  dass  überhaupt 

« * 

A(n)ax  und  A(n) -+-  A(n+\)a:  + 


vollkommen  identisch  werden,  wie  sich  sehr  leicht  ergiebt,  wenn 
man  aus  den  Reihen 


ax+y  = l -f-  A(jc  -4-  y) 


A&){x  + yY 
1.2 


und 


ax  (1  -4"  Ay  -4- 


Aw2 

1.2 


.)  = ax  . ay 


die  Glieder  heraussondert , welche  den  Factor  yn  haben.  Setzen 
wir  nun  statt  A(n)y  A(n+ d,  A(„+i)  die  im  vorigen  Paragraphen  ge- 
fundenen Werthe  An , An+l,  An+2,  so  ist  die  Identität  der  obigen 
allgemeinen  Gleichung  sogleich  einleuchtend,  und  die  Entwickelung 
der  Exponential-,  so  wie  auch  der  Binomialreihe  ist  auf  das  streng- 
ste gerechtfertigt. 

Aber  so  leicht  dürfte  die  Rechtfertigung  in  anderen  Fällen 

* 

/ 

* 4 • % 


■ 
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nicht  sein,  daher  allerdings  za  rathen  ist,  die  Methode  der  unbe- 
stimmten Coefficienten  nicht  bei  Seite  zu  legen,  denn  wir  würden 
dann  die  Analysis  an  ihrem  innersten  Wesen  verletzen;  wohl  aber 
ist  zu  rathen,  die  Schwächen,  welche  den  elementaren  Entwicke- 
lungen hier  und  da  noch  ankleben,  durch  kluge  Maossregeln  zu 
beseitigen. 


XI. 


Dissertation  sur  la  throne  des  axes  principaux 
et  des  axes  permanentst  de  rotation. 


Par 

Monsieur  Steichen, 

Professeur  a l'ecole  militaire  de  Belgique 
a Bruxelles. 


§.  1.  Theorie  des  axes  principaux. 

1. 

L’objet  de  cette  dissertation  est  de  simplifier  et  de  Computer 
la  theorie  des  axes  principaux,  et  pour  atteindre  ä ce  but,  nous  re- 
prendrons  en  entier  le  probleme  qui  s’y  rapporte  et  nous  baserons 
notre  solution  sur  quelques  deiinitions  et  notions  fondamentales  de 
mdcanique,  que  Ton  admettra  probablement  sans  difücultl;  car  ces 
notions  ne  renferment  en  eiles -meines  rien  de  gratuit,  et  eiles  of- 
frent  Fav antage  de  conduire  par  le  moyen  de  l’analyse  ordinaire  ä 
la  solution  directe  des  questioos  ä traiter. 

Concevons  un  Systeme  materiel  homogene,  pourvu  d’un  axe 
fixe  qui  le  traverse  en  son  centre  d’inertie,  a Pinstar  d'un  essieu 
raide  et  inebranlable,  et  imprimoos  au  corps  un  mouvement  de  ro- 
tation sur  cet  axe.  Sera-t-ii  possible  de  trouver  ä cet  axe  une 
Position  pour  laquelle  les  forces  centrifuges,  qui  oaissent  de  cette 
rotation,  se  fasseut  equilibre  et  ne  tendent  pas  ä le  deplacer? 

Pour  s’assurer  de  la  possibilitd  de  la  questioo  et  pour  en  trou- 
ver en  mene  temps  une  solution  directe  et  gdnerale,  il  faut 
commencer  par  exprimer  analytiquement  les  conditions  mecaniques 
qu’elle  entraioe.  Or  comme  les  forces  centrifuges  ne  doivent  point 
deplacer  Pessieu  de  rotation,  lors  ine  me  qu’il  serait  libre,  il  faut  que 
la  sommea  algebrique  de  leurs  composantes  suivant  un  axe  quelcon* 
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que  soit  nulle,  et  que  de  plus  leur  Energie  totale  ä tourner  Fessieu  1 
de  rotatioo  autour  d’uu  uutre  axe  quelconque,  passant  pur  le  centre 
suit  nulle  aussi.  Mais  eu  trugant  pur  ce  centre  un  plan  normal  a 
Taxe  tixe  primitif,  et  tirant  dans  ce  plan  deux  axcs  rectaugulaires 
eotr’eux  Ix\  Ji/ , on  obtient  un  Systeme  d’axes  coordonnes  rectau- 
gies  /*,  ly , Ix*,  dont  le  dernier  coi  neide  avec  Faxe  de  rotatioo, 
et  dont  les  deux  premiers  seront  cens£s  fixes  dans  le  corps,  mais 
mobiles  avec  lui  autour  de  Ix'.  Si  donc  Si  denote  la  vitesse  an* 
gulaire  du  Systeme  tournant,  et  que  x ',  y\  %'  soient  les  coordonndes 
d’uu  poiut  materiel  quelconque  m du  solide,  on  aura  les  forccs  ceu- 
triftiges  partielles,  reprdsentdes  par  les  expressions:  m . S22  . 

l/y7  H-  V*»  m'  .S2%  . y2  -hx"2  . . . et  toutes  ccs  forces  etant 
normales  de  direction  ä Taxe  Ix\  la  somine  de  leurs  projections 
orthogonales  sur  cette  ligne  sera  nulle  d’eile-mdme.  11  faudra  donc 
les  estimer  par  rapport  ä une  autre  droite  ayant  uue  positiou  moins 
particuliere,  et  Fon  pourra  toujours  commencer  par  preudre  ly'  pour 
axe  de  comparaisou. 

La  projection  sur  cette  droite  de  la  force  centrifuge  mQ2 . 

x’2  se  reduit  a m&2y’>  et  de  m£me  sur  Taxe  Ix!  eile  de* 
vieut  mS29.x';  ainsi  d’upres  la  premiere  condition  qui  doit  exprimer 
la  nullitd  de  la  translatiou,  ou  de  la  teudauce  du  solide  k la  trans.  • 
lation,  le  lang  d’uu  axe  quelconque,  il  faudra  poser  les  equations 
anulytiques: 

Si2  . 2 . my'=  0,  S2*  . 2 . mx'  = 0 

lesquelles,  par  suite  de  la  d^ftnition  du  centre  d’inertie,  sont  satis- 
faites  d’clles  - meines,  et  Fon  aura  par  consdquent  pae  besoiu  de 
s’en  embarrusser. 

Quant  au  moyen  d’exprimcr  la  seconde  condition,  on  doit  se 
rappeier  que  l’euergie  totale  de  plusieurs  forces  a tourner  un  corps 
autour  d’une  droite,  teile  que  ly , s’obtient  par  la  projection  de 
toutes  tes  forces  sur  un  plan  perpendiculaire  a la  droite,  et  par 
l’addition  algdbrique  des  moments  des  forces  ainsi  projetles.  Mais 
les  forces  centrifuges,  projetdes  par  exemple  sur  le  plan  des  xfx’ 
donnent  lieu  a un  grouppe  de  forces  puralleles  Q2  . mx,  Si2  . mx', 

Q2  . mx" . . . . , parcequ’clles  sont  tontes  dirigdes  dans  des  plans  per- 
pendiculaircs  a Faxe  Ix?\  de  plus  le  moment  d’une  force,  teile  que 
. mx ',  par  rapport  a Faxe  7y',  se  compose  du  produit  de  Q2 . mx' 
par  la  perpendiculaire  abaissee  de  l’origine  I sur  la  direction  de 
la  force,  ou  par  Fabscisse  x* * de  sortc  que  ce  moment  est  S22.m 
.x'x'  et  le  moment  total  scra  parconsequent  ü2 . 2 . mx'x'.  — 

On  trouvera  de  meine  que  Fenergie  totale  des  forces  a tourner 
le  corps  et  Fcssieu  Ix ' autour  de  Faxe  Ix'  est  reprdsentde  par 
et  pour  exprimer  que  cette  double  teudunce  a la  ro- 
lation  est  nulle,  il  faudra  poser  par  consdquent  les  conditious 
•oalytiques: 


S22 .2 . mx  y’  = 0,  Sl2 . 2 . mx'x'  = 0. 

On  pourrait  peut-etre  croire,  que  ces  couditions  soient  insuflisantes 
|>our  exprimer  que  les  forces  centrifuges  ne  tendent  pas  a deplaccr 
faxe  lx’\  mais  on  doit  remarquer  qo’elles  ne  sont  pas  möme  toutes 
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deux  necessaires,  et  qu’une  seule  d’entr’elles  suffit,  puisque  nous 
n’avons  pas  assigne  jusqu’ici  de  position  particuliere  aux  axes  Ii/, 
.Ix’  dans  le  plan  normal  en  I a Ja;’.  Seulement  desqu’on  se  donoe 
la  direction  de  Iyf,  celle  de  lx’  en  rlsulte,  comme  devant  ötre  nor- 
male a l’autre.  D’ailleurs  11  est  manifeste  que  la  rotation  de  Ix 
n’est  possible  qu’autour  d’uu  axe  situe  dans  le  plan  y*\  Si  Ton 
donnait  toutefois  Taxe  Iyf  dans  le  plan,  il  faudrait  poser  a la  fois 
les  deux  equations  prec6dentes,  parcequ’alors  la  gyration  de  Ix1 
autour  de  /y  pourrait  etre  nulle,  sans  qu’elle  le  fut  en  m&me  temps 
autour  de  l’axe  Ix',  normal  ä ly*. 

Cela  pose  tragons  au  centre  d’inertie  I trois  nouveaux  axes 

. rectangles  Ix,  ly,  Ix  qui  soient  fixes  et  immobiles^  et  supposons 

✓ 

\ % 

cos  (xr,  x)  = a,  cos  ( x ',  y)  = ß,  cos  (x1,  x)  = y 

cos  (y,  x)  =s  cos  (y,  y) = y , cos  (y,  %) = / 

* 

cos  (*',  x)  = a",  cos  (V,  y)  = ß”,  cos  (V,  *)  = y" 

de  plus  x , y,  x denotant  les  coordonn^es  d’uu  point  m,  rapporte 
aux  axes  fixes,  a un  instant  quelconque  de  la  rotation,  pour  lequel 
ce  meme  point  a par  rapport  aux  axes  mobiles  les  coordonndes  x\ 
y,  on  doit  avoir  d’apres  la  transformation  connüe: 

i ' 

. x’=ax-\-  ßy-\-yx 

y = dx  ß’y  -+-  yx 
x'  = a"x  -+■  ß"y  y"x 

% i 

et  les  six  equations  de  condition: 

a*  + ß*  = 1,  tt’2-t-ß'*-t-/*  = l,  a"*-K/J*a-|-y'*  = l 
ao!  ßß'  -hr/  = 0,  0.0."  -+-  ßß"  yf  = 0,  aV  •+-  ß’ß'  -f-  y'y”  = 0, 

Mais  pour  que  l’essieu  Ix',  jusqu’ici  arbitraire  de  direction  dans  le 
Systeme  materiel,  a cause  qu’il  a ete  rendu  fixe,  coincide  avec 
Taxe  d’ dquilibration  des  forces  centrifuges,  partant  pourqu’d- 
tant  rendu  ühre  il  ne  se  deplace  pas  d’un  mouvement  gyratoire, 
pendant  que  le  Systeme  tourne  sur  lui,  il  est  necessaire  que  les  an- 
gles  relatifs  aux  cosinus  a,  ß,  y soient  ceux  que  forme  Taxe  d’dqui- 
libration  avec  les  trois  axes  coordonnds  fixes  Ix,  ly.  Ix  qui  sont 
ind^pendants  du  corps.  Il  faut  donc  que  les  deux  equations  de  con- 
dition posees  plus  baut,  subsistent  ici ; ou  bien  il  sera  necessaire 

du  moins,  que  la  premiere  d’entr’elles  soit  satisfaite,  Taxe  /y  etaut 
deslors  arbitraire  de  direction  dans  le  plan  y'x';  il  faut  et  il  suffit 
parconsequent  que  l’on  fasse  dans  cette  Hypothese : 

S22 . 2 . mx'y’  = 0,  ou  2 . mal1»/  = 0. 

Substituant  la  valeur  du  rectangle  en  x’x',  en  fonction  de  xy, 
a , ß,  y , et  posant  pour  abreger: 

2 . mx2  ==  a,  2 . my2  — b,  2 . m%  2 = c 

' 2 . mxy  = f,  2 . mxx  =s  g,  2.  myx  = h, 

ou  obtieudra  par  un  calcul  rapide  et  facile  la  condition  transformee: 
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a .aa!  + b.ßfi  + c .yy'+f.  + j 

Et  comme  cette  equation  doit  etre  satisfaite,  quelle  qoe  soit  la 
positioa  de  Taxe  ly'  daos  le  plan  normal  (y'/*'),  eile  doit  encore 
itre  remplie  pour  le  cas  oü  apres  avoir  faitx  tourner  les  axes  lt/y  Ix* 
daos  ce  plan  oo  a amene  lt/  dans  uoe  position  pour  laquelle  y'/.r 
= 90°,  c.  a d.  pour  le  cas  de  a'  = 0,  et  pourvu  qu’on  tieune  compte 
de  la  condition  simplifide  ßß*  -f-  y/  = 0.  On  aura  donc  ainsi,  en 
supprimant  le  facteur  commun  ß'\ 

(b  — c) . ßy  4-  /*.  <*r  — g • aß  -+-  (r*  — ß*)h  = o ( I ). 

Mais  l’equation  de  condition  gdnerale  est  encore  satisfaite  pour  la 
position  particuliere  de  l’axe  ly  dans  laquelle  ß’  = 0,  pourvu  qu’on 
tieune  compte  de  la  condition  simplifide  au y/ = 0,  qui  en  rd- 
suite;  on  est  ainsi  conduit  ä une  deuxieme  relation  entre  quantites 
connües  et  inconnües: 

(a  — c)ay  ßy  (y*  — - a2)#-—  a . ß . h = 0 . . . . (II). 

Or  ces  deux  equations  particulieres,  dtant  jointes  a la  relation  per- 
petuelle  a2  -f-  ß7  •+-  y*  = 1 , sont  dvidemment  süffisantes  pour  dd- 
terminer  les  trois  inconnües  a,  ß,  y,  et  partant  la  position  de  Taxe 
d equilibration  des  forces  centrifuges  que  Ton  cbercbe;  mais  rien  ne 
nous  prouve  encore  que  cet  axe  existe,  puisque  nous  ne  savons  pas, 
si  l’dhmination  nous  donnera  des  valeurs  reelles  ou  imaginaires 
pour  u,  ßy  y.  II  y a d’ailleurs  une  aulre  difficultd,  c’est  que  rieu 
n’empeche  de  faire  a so«  tour  y'  = 0 dans  l’equation  gdnerale;  et 
cette  supposition  donnera  la  3eme  equation: 

(a  — b)a . ß -*-/(/Jl  — «’)  •+•  g . ßy  — h . ay  = 0 (III) 

et  Ton  aurait  ainsi  quatre  dquations  pour  ddterminer  trois  incon- 
fiues.  II  importe  donc  d’exaininer  avant  tout  si  la  4eme  equation, 
marqude  par  (UI.))  n’est  pas  uoe  consdquence  des  trois  autres:  car 
si  ce  cas  n’arrive  pas,  toute  recbercbe  ulterieure  sera  in  utile,  et 
l’axe  chcrchd  sera  impossible.  Or  on  voit  aisdment  qu’en  multi- 
pliant  l1  equation  (1)  par  a,  et  l’dquation  (11)  par  ß , et  retrauchant 
les  rdsultats  membre- a- membre,  on  obtient  en  effct  l’dquation  (III). 
Ainsi  ccs  conditions  analytiques  s’accordent  d’une  moniere  remar- 

Iuable  avec  l’observation  qu’on  a presentde  plus  baut  sur  le  nombre 
’equations  de  condition  de  la  forme:  2 . mall/ = 0.  De  plus  en 
opdrant  sur  l’dquation  - . mal V = 0,  comme  oo  l’a  fait  a l’dgard 
de  celle  S.mat’y’  = 0,  on  obtiendra  manifesteiuent  une  equation  gd- 
nerale qne  l’on  trouve  sans  nouveau  calcul , en  cbangeuut  a\  ßf.  y' 
dans  celle  ddja  trouvde,  en  a",  ß",  y"  respectivemeut.  Kt  si  l’on 
pose  eusuite  a"  = 0,  ß"  0,  y"  = 0,  on  retrouvera  encore  une  fois 
les  relations  (I),  (II),  (III);  ce  qui  offre  la  confirmation  de  ce  qu’on 
avait  prdvu  sans  calcul,  et  par  le  simple  examen  de  la  nature  me. 
canique  de  la  question. 


2. 

Toutes  les  difficultds  de  la  question  sont  donc  ramendes  a dd- 
terminer  les  trois  inconnües  a,  ß,  y par  le  moyen  de  deux  quel- 
conques  des  equations  (I),  (11),  (111)  et  de  la  relation  perpdtuelle  a2 
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-fr- y*  = 1.  Si  dans  la  vue  de  ramener  celle -ci  h une  iden- 
tite  doot  tl  ne  soit  plus  besoin  de  teuir  compte,  on  designe  par  & 
Finclioaison  de  Taxe  reel  ou  imaginaire  sur  le  plan  des  (a:,  y) , et 
par  rj  l’angle  compris  entre  sa  projection  sur  cp  plan,  et  entre  Faxe 
Ja:,  ou  devra  faire  d’aprds  une  traosformatiou  connüe: 

• * t 

u =:  cos  rj . cos  ß = cos  & . sin  i y,  y = sio  &. 

Si  Ton  pose  ensuite,  pour  mieux  abreger  l’dcriture  des  formules: 

taug  & = tang  iy  = £, 

on  reduira  les  couditious  trouvees  plus  Laut  aux  formules  sui- 
vautes: 

(a  — c+f.  — g— //.£=0....  (I) 

K«— gt-#*=o....  (») 

(gt— a).x.vt+?  +/.(£*— au). 

Si  Ton  multiplie  Fdquation  (I)  par  h , Fdquation  (II)  par  g , que  Ton 
retranche  eusuite  1‘uue  de  Fautre,  et  qu?on  cousidere  la  quantite 

"E*  comme  une  seule  inconnüe  auxiliaire  «/,  on  aura  une 
equation  du  premier  degre  en  «,  pour  determiner  celle- ci  cn  fonc- 
tion  des  autres  quantites;  de  meine  l’equution  (111)  donnera  encore 
tt  par  le  premier  degre  en  fonction  des  donoees  et  de  Pincoonüe  £. 
Egalant  donc  cette  double  valeur  de  */,  on  en  tirera  par  un  cal- 
cul  peu  complique  une  equation  du  troisieme  degre  en  £ qui  aura 
la  forme  suivante: 

+ + 0, 
dans  laquelle  on  a pour  abrdger: 

Ax  = (/a  — g3)h  — (b  — c).g.f 

Bx  = g(2/i*  — g * — /*)  — (a  — b)(b  — c)g  -+-  (2a  — b — c)f/i 
Cx  s /t(2 g*  — h * — /*)  -4-  /i{a  — b)  (a  — c)  -f-  (2b  — a — c)/g 
Bi  = si/3  — A2)  —/'  h.{a  — c). 

Remarquons  que  quand  on  fait  Fdliminntion  entre  (I)  et  (II)  seule- 
ment,  on  parvient  a une  equation  du  4eine  degre  dans  laquelle  le 
terine  constant  se  reduit  a f*  . h — f2  ,/iz=z  0;  de  sorte  que  cette 
dquation  aura  une  meine  nulle,  ce  qui  est  facile  a interpretcr,  et 
Fautre  facteur,  apres  la  suppression  de  cette  raciue  nulle,  repro- 
duira  P equation  du  3eme  degrd,  trouvee  par  la  premiere  metbode 
d’elimination,  cette  dquation,  avant  au  moins  une  racine  rdelle,  mon- 
tre,  qu’au  centre  d’inertie  d’un  Systeme  matdriel  quelconque  donne 
, il  existe  toujours  au  moins  un  axe  d’dquilibration  des  forces  cen- 
trifuges:  un  tel  uxe  est  ce  qu’on  pourrait  nommer  pour  plus  de  brid- 
vetd  encore,  axe  de  libre  rotation,  axe  d’inertie  du  corps, 
et  que  Pon  nomine  communement  axe  principal. 

Au  contraire  quand  un  solide  est  mis  en  inouycment  de  rotn- 
tion  autour  d’un  axe  excentrique,  et  qu’il  continue  a tourncr  sur 
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cet  axe  pourvu  d’un  scul  point  fixe,  sans  que  cet  axe  tourne  ou 
tende  ä tourner  sur  le  point  fixe,  sous  l’action  des  seules  forces 
centrifuges,  l’axe  sc  nommera  axe  d’dquilibratiou  relatif,  axe 
principal  relatif  a ce  point,  ou  enfin  axe  permanent  de 
rotution:  nlors  les  forces  centrifuges  ne  suuraient  plus  s’dquilibrer 
d’une  moniere  absolüe,  et  sans  Intervention  d'uu  point  fixe  au  moins, 
atteudu  que  pour  un  point  difldrent  du  centre  on  ne  saurait  plus 
avoir  les  deux  conditions  2 . my  = 0,  = de  sortc  que  sans 

an  point  fixe  l’axe  de  rotation  du  solide  serait  au  moins  emportd 
d'un  mouvement  de  translation  rcctilignc  parallele,  cu  meine  tcmps 
que  le  solide  tourncruit  sur  lui. 


dU 


s 


'S 


Ut] 


3. 


»Jl 


L’existence  d’un  axe  d’inertic  dans  les  solides  dtant  dejä  re- 
connue,  si  l’on  dirige  l’axe  fixe  des  abscisses  Ix  suivant  cettc 
ligoe  Ix' , on  devru  uvoir  d’upres  la  condition  mdcauiquc  de  la 
question : 

3 . mx'y  = 0,  — . mx’x  = 0 

ou  bien 


• » 


2 . mxy  = 0,  IS . mxx  = 0 ; a cause  de  xt  = x: 


car  Ix  coincidunt  avec  Jx ',  les  deux  autres  uxes  fixes  Vy,  Ix  des 
coordoundes  doivent  elre  dans  un  plan  normal  a Ix\  puisque  pur 
iiypotbese  uos  trois  axes  directeurs  Ix , /y,  Ix  sout  rectanguluircs, 
et  que  d’un  autre  cdte  tout  axe  d’equilibration  ubsolu  exige  que 
les  sommes  de  la  forme  2.mxy,  2. mxx  soient  nullcs,  quelle  que 
soit  d’ailleurs  la  direction  des  deux  axes  restante  /y,  Ix , traeds 
dass  le  plan  normal.  Donc  pour  le  Systeme  de  coordoundes  ainsi 
disposd  il  faudra  avoir  f=  2 . mxy  = 0 , g=  2 . mxx  = 0,  et  ecs 
conditions  nous  douneront,  dtaut  introduites  duns  les  vuleurs  de 

4, 


Ax  — 0,  B , *=  0,  Bt  =0,  Cl=A.[(a  — b)  (a  — c)  — / \ *J. 
Mquation  du  3eme  degrd,  rdduite  au  seule  termc  = 0 devient: 


[(«  — b)  («  — c ) — /i2\  . h . £ = 0. 


I 


Celle  -ci  peut-etre  satisfuitc  1)  pur  l’hypotesc  £ = 0,  et  cliacune 
des  dquations  (I),  (II),  (III)  dounera  pour  x la  vulenr  correspon- 
daute  a = 0:  ainsi  l’ou  est  rumeud  ii  conclure  ce  qu’on  savuit  ddja, 
ue  l’axe  d’dquilibration  absolu  existe  et  qu’il  coincidc  avec  Ix.  — 
) L’equation  peut  encore  et  re  remplie  par  la  supposition  //  = 0, 
cc  qui  donnern  encore  uue  fois  * = 0,  £ = 0,  et  cette  circonstunce 
prouve  qu’outre  l’axe  Ix>  celui  des  7y,  ou  des  Ix  peut  dtre  un  axe 
dinertie  a cause  qu’on  u deja /'=0,  «==:0:  mais  nous  ne  suvons 
cocore  rien  de  positif  ä cet  egard,  puisqu’aucun  Symptome  ne  uous 
aunonce  qu’il  soit  ndccssaire  de  poser  / = 0,  pour  sutisfaire  a l’d- 
galitd  C^  = 0.  Enfin  il  est  possihle  que  le  fucteur  eutre  cro- 
cbets,  suvoir:  ( a — b)  (a  — c)  — soit  nuli  eprouvous  donc  uussi 
cettc  supposition:  et  soit  eu  cousdqucuce: 


lJ  I 


\ 


^ * 


ic  unsei 

fl«  CLO- 

» w 
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(a  — b)(a — (A) 

Kn  vertu  de  /*=  0,  #■  = (),  les  trois  Equation  (I),  (II),  (III)  donneront: 

( A — c)ßy  -h(y7  — ß*)/i  = 0 \ 

( a — c)  .ay  — a . ß . h = 0 j • . • • (B) 

(a  — b)uß  — a . y . h = 0 , ) x 

Si  l’on  supprime  aux  deux  dernieres  le  facteur  a,  ou  si  sans 
le  supprimer,  un  transporte  chaque  terme  en  h dans  le  second  mem* 
bre,  et  qu’on  multiplie  les  resultats  membre-a- membre  on  reproduit 
la  condition  h2  = (a  — b)  (a  — c),  admise  ci-dessus  comm  » 3eme 
cas  possible.  De  plus  la  seconde  ou  la  3eme  equation  donne  y en 
valeur  de  ß:  et  substituant  cette  valeur  dans  la  premiere,  on  n’eu 
deduit  aucune  valeur  d&ermin^e  de  ß:  parceque  tous  les  termes 
du  r^sultat  renferineront  le  facteur  ß2 : ainsi  les  quantites  a,  ß,  y 
relatives  ä chaque  axe  d’dquilibration  different  de  celui  Ijc  ou  Ijc\ 
resteraient  indeterininees,  et  le  probleme  general  serait  par  cons£- 
quent  aussi  indetermine;  or  les  quantites  a,b,c,f=Sb, h,  depen- 
dent  non  seulement  de  la  position  de  Taxe  Ijc’  ou  Ijc , mais  encore 
de  la  forme  du  corps,  et  de  la  position  des  axes  ly,  Ix,  qui  soot 
arbitraires  de  direction  dans  un  plan  defini:  il  est  donc  impossible 
d’avoir  generalement  h2  = ( a — b)  ( a — c);  car  quand  meine  cette 
equation  subsisteeait  pour  une  position  speciale  des  axes  ly.  Ix; 
eile  ne  saurait  pas  rester  vraie  pour  toutes  les  positions  differentes. 
Ainsi  l’operation  dans  la  quelle  on  supprimait  d’abord  le  facteur  a, 
cornmun  a tous  les  termes  des  deux  dernieres  equations,  ou  a sup- 
primer le  facteur  commun  a2ßy  aux  termes  de  la  combinaison: 

% 

( a — c)  (a  — b)a2ßy  — a2ßy,/i2z=z  0 

\ 

n’est  point  permise  generalement.  Donc  il  faut  qu’on  ait: 

* 

ou  az=z  0,  ou  a la  fois  ß = 0,  y z=z  0. 

Or  l’hypothese  de  ß = 0,  yc=z  0,  donne  a = l,  et  ramene  a l’axe 
Ijc  deja  trouve.  11  faut  donc  encore  voir  si  celle  de  a = 0 ne 
pourra  pas  amener  quelque  nouveau  resultat  Dans  ce  cas  les 
trois  equations  posees  plus  haut  se  reduisent  a la  lere: 

(b  — c)ß . y ( y 2 — ß2)/i  = 0 

a la  quelle  il  faut  associer  ce  que  devient  la  relation  perpetuelle, 
savoir: 

=i 

* 

Si  l’on  pose  ß=.  cos  <p,  partant  y = sin  y,  la  derniere  deviendra 
identique,  et  la  l&re  donnera  pour  l’angle  (p: 

tang  2 y = (c) 

Legal  ite  de  a = 0 montre  d abord,  que  s’il  existe  un  2ieme,  3ieme, 
axe  d’equilibration  absolu,  il  doit  se  trouver  dans  un  plan  nor- 
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mal  a celui  Ix1  qu’on  a ddja  reconnu.  La  valeur  de  tang  2y  dd- 
montre  ensuite,  en  calculant  taug  (p  ou  taug  2 <p,  que  daus  ce  plau 
il  existe  deux  axes  rectangulaires  eutr’eux,  propres  ä remplir  clia- 
cud  la  condition  prescrite.  Notre  examen  des  dift'drentes  manieres 
de  satisfaire  a l’dquation  £?,£  =0  prouve  d’ailleurs  avec  dvidence 
que  tout  autre  axe  en  (7)  ne  saurait  remplir  cette  mdme  condition 
d’dquilibre  des  forces  centrifuges  dans  le  cas  gdndral  de  la  question. 

Si  Ton  applique  le  raisonnement  prdcddent  au  cas  d’uu  point  fixe 
«Tan  corps  quelconque,  on  trouvera  evidemment  la  mdme  conclusion: 
ainsi  l’existence  des  trois  axes  d’dquilihration  absolus  ou  des  trois 
axes  principaux  du  centre,  et  des  trois  axes  permanents  de  rota- 
tioo,  relatifs  a un  point  fixe  quelconque  d’un  solide,  se  trouve  dd- 
montree. 

Remarque  1.  Les  axes  coordonnds  fixes  dtant  disposes  de  )a 
saniere  indiquee,  si  la  forme  du  solide  est  teile  qu’on  ait  h = 
*.iwyx  = 0 et  b = c ou  fy*dm  z=/x2dm  pur  rapport  aux  7y,  7*, 
Pequation  (C)  donnera  tang  2 y = {*,  c.  a d.  que  dans  le  plan  nor- 
mal  a un  axe  d’inertie  d’un  solide  il  peut  y avoir  uoe  infinite  d au- 
tres  axes  d’inertie,  pour  certaines  formes  particulieres  de  corps  so- 
lides; et  alors  l’dquation  du  3ieme  ddgrd  devient  identique. 

Remarque  11.  Nous  concevons  encore  la  possibiütd  d’exi- 
stence  d’unc  espece  de  solides  pour  lesquels  I’dquation  ( A ) soit 
remplie;  mais  comme  alors  les  dquations  (B)  laissent  inddtermindes 
a la  fois  les  trois  quantites  a,  ß,y,  relatives  a l’axe  d’dquilibration 
nouveau  qu’on  cherche,  il  s’ensuit  que  quand  l’egalitd  (A)  est  rem- 
plie seulement  par  rapport  a deux  axes  particuliers  rectangles,  si- 
tues  daus  un  plan  normal  en  7 ä un  axe  d’inertie  donnd,  il  y aura 
ou  que  du  moins  il  pourra  y avoir  urie  infinitd  d’axes  principaux 
pour  de  certaines  formes  spdciales  de  corps  solides. 

Remarque  III.  Pour  abrdger  le  plus  que  ^ossible  notre  dis- 
sertation  nous  passerons  sous  silence  quelques  propridtes  bien  con- 
nues  que  les  personnes  qui  voudraient  suivre  notre  mdtbode  dans 
l’enseigDement,  pourront  iutercaler  ici  avec  facilifd,  et  nous  insiste- 
rons  sur  quelques  observations  qui  nous  paraissent  utiles.  , 

1)  Si  un  Systeme  matdriel  plan  est  disposd  par  rapport  a une  droite 
centrale  de  fu^on  ä avoir  des  quantites  de  matiere  dgales  etädgules  di- 
staoces  de  part  et  d’autre  de  cette  droite,  sur  une  mdme  normale, 
nous nommerous  cette  droite  une  ligne  de  symdtrie  mdcanique 
du  Systeme,  ainsi  p.  ex.  pour  une  surface  plane  elliptique  chacun  des 
deux  axes  conjuguds  rectangles  est  une  ligne  de  symdtrie  directe, 
tandis  qu’un  simple  diametre  scrait  seulement  une  ligne  de  sy- 
®dtrie  inverse. 

Le  plan  de  la  base  commune  d’un  Systeme  polyddrique  et  de 
$on  symdtrique  est  ce  qu’on  nommera  plan  de  symdtrie  directe 
du  Systeme  entier;  on  con^oit  de  mdme.ce  qu’il  faut  entendre  par 
plau  de  symdtrie  inverse.  La  ligne  u’intersection  de  deux 
piaug  de  symdtrie  directe  d’un  systdme,  si  toutefois  ces  plans  exi- 
8^nt,  est  ce  qu’on  peut  nommer  ligne  de  symdtrie  directe  du 
Systeme;  on  con^oif  de  tndme  ce  qu’il  faut  entendre  par  ligne  de' 
symdtrie  inverse  dans  les  solides.  Ces  uotions  posdes,  il  est  dvi- 
deat  par  la  thdorie  des  moments,  que  tout  axe  de  symdtrie  directe 
d’un  Systeme  matdriel  homogene  est  un  axe  absolu  d’dquilibratinn 
dps  forces  centrifuges,  partant  que  pour  de  certaines  classcs  de  so- 
lides, qui  existent  en  grand  uorabre  par  le  fait  de  la  unture  ou  de 
TWl  V.  12 
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l’art,  le  calcul  laborieux  de  la  recherche  d’un  axe  principal  au 
moios  devieot  i n utile,  et  les  deux  autres  se  trouveront  ensuite  dejk 
moins  laborieusemeot  pur  le  calcul  des  quantitäs  h,  6,  c de  l’£qua- 
tion  (C).  Si  le  solide  a deux  axes  de  sym£trie  directe,  il  n'y  aura 
plus  aucun  calcul  a faire,  puisque  le  3ieme  axe  d’inertie  sera  nor- 
mal au  plan  des  deux  autres. 

2)  Dans  tout  solide  cylindrique  ou  prismatique  homogene,  en- 
. gendrä  par  le  mouvement  de  transport  parallele  d’uoe  figure  plane 

suivant  une  droite  normale  au  plan  les  trois  axes  principaux  coi'n- 
cident  l’un  avec  Taxe  central  normal  au  plan,  et  les  (deux  autres 
avec  les  axes  d’inertie  de  la  section  plane,  faite  dans  le  solide  par 
un  plan  du  centre,  normal  a la  directrice  du  mouvement.  Cette 
propri£t£  a Dahlie  par  Mr.  Binet  (Journ.  de  l’Ec.  polyt.).  Nous 
en  omettons  pour  le  moment  la  ddmonstration. 

3)  L’equation  generale  des  surfaces  du  second  ordre  rapportees 
a trois  axes  coorüonnes  rectangles  demontre  que  ces  surfaces  ad- 
mettent  gdneralement  trois  plans  de  sym&rie  directe:  eiles  admet- 
te nt  donc  aussi  trois  axes  de  cette  cspece:  or  si  Fon  considere  une 
teile  surface  comme  un  Systeme  mat£riel  continu  et  homogene,  les 
trois  axes  de  symetrie  deviennent  a leur  tour  trois  axes  d’lquilibra- 
tion  des  forces  centrifuges:  mais  ces  trois  derniers  sont  rectangles 
entr’eux;  les  trois  premiers  le  sont  donc  aussi:  ce  qui  Itablit  l’exi- 
stence  des  diametres  conjuguds  rectangles  dans  les  surfaces  du  se- 
cond  ordre;  et  Ton  en  rattache  ainsi  la  thlorie  ä la  th£orie  plus 
gdnlrale  des  axes  d’inertie  des  systemes  raatcriels,  qui  comprennent 
en  effet  le  cas  des  courbes  et  des  surfaces  courbes,  censles  materia* 
lisdes,  et  cette  materialisation  est  permise,  quisqu’elle  n’enleve  a ces 
courbes  aucune  de  leurs  propridt^s  geom&riques. 

4)  Pour  un  Systeme  matlriel  plan,  c.  a d.  ayant  toutes  ses  par* 
ties  materielles  sititäes  dans  un  mime  plan,  ( xly ) par  exemple,  on 
a identiquement^.^i^rx  = 0,  2.ma:y=  0,  ou  g*=0,  /‘==0,  Taxe 
Ijc  coincidant  avec  la  normale  en  1 au  plan:  et  des  £quations 
(I,  lf,  111)  on  conclut  que  deux  des  trois  axes  d’inertie  sont  ä angle 
droit  dans  ce  plan,  et  que  le  3ieme  tombe  sur  la  normale  Iac\  la 
Position  des  deux  lers  axes  se  calculera  donc  par  l’equation  (£*), 
en  £?aluant  //~2.  myz  a l’instar  d’un  moment  d’inertie,  et  les 

Juantitd  6 z=z  2 .my2,  c=z  2.mx2i  cette  disposition  des  axes  d’inertie 
u cas  actuel  est  aussi  Evidente  par  la  thlorie  des  moments,  puisque 
cbaque  force  centrifuge  dlementaire  ( , S22my)  passe  par  le 
centre  d’inertie,  et  que  par  cons£quent  son  moment  ä tourner  l’es- 
sieu  de  rotation  Iac  autour  d’un  axe  quelconque  en  I , situe  dans 
le  plan  est  evidemment  nulle  d’elle*m6me. 


§.  II.  Theorie  des  axes  permanents  de  rotation. 

Extension  de  la  m^thode  precedemment  expos^e,  et 
dltermination  des  axes  permanents,  relatifs  a un  point 
fixe  quelconque  du  solide,  par  rapport  aux  axes  princi- 
paux, dejä  censes  connus. 


4. 


D’apres  ce  qu’on  a deja  remarqu£,  il  est  manifeste  qu’un  corps 


i 
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solide  dtabt  mis  eb  mouvement  de  ratatiob  autour  d’un  axe  OK, 
passant  par  un  point  ddsignd  ( O)  du  solide,  les  forces  centrifuges 
ne  sauraient  plus  se  faire  dquilibre  d’une  maniere  absolüe;  que  si 
le  point  (O)  n’cst  pas  fixe,  ce  point  et  Taxe  OK  seront  empörtes 
dans  Pespace  d’un  mouvement  plus  ou  moins  compliqud,  en  meine 
temps  que  le  corps  tourne  sur  OK:  la  question  precddemment  rdsolue 
doit  donc  dtrc  modifide,  et  posde  de  la  maniere  suivante. 

Un  corps  solide  est  in  variablement  lid  a un  certain 
point  fixe  ( 0),  intdrieur  ou  extdrieur,  et  Ton  demande 
autour  de  quel  axe  OK  en  ce  point  il  faut  le  faire  tour* 
ner,  pour  que  les  forces  centrifuges  qui  naisseut  de 
cette  rotation,  se  fassent  dquilibre  par  le  moyen  duseul 
point  fixe. 

Solution.  La  condition  d’dquilibre  est  dvidemment  remplie,  si 
Pon  exprime  par  le  calcul  que  la  somme  algdbrique  des  dnergies  des 
forces  centrifuges  a tourner  l’axe  de  rotution  OK  autour  d’une  droite 
quelconque  en  ( 0 ),  situdee  dans  le  plan  perpendiculaire  est  nulle. 
A cet  enet  considdrons  la  rotation  k un  instant  quelconque  autour 
de  OK  censd  d’abord  fixe,  comme  dans  le  1er  cas,  et  coucevons  par 
le  point  donnd  trois  axes  rectangles  OX,  OY,  OZ , dont  le  1er  se 
superpose  sur  la  droite  OK,  inconnüe  de  direction,  et  dont  les  deux 
autres  se  trouvent  dans  un  plan  normal  en  ( 0)  a OK.  A ce  mdme 
instant  le  centre  d’inertie  (J)  du  solide  occupera  dans  Pespace  une 
certaine  position. 

Concevons  en  (/)  trois  autres  axes  rectangles  Ja:,  Jy,  1% 
respectivement  paralleles  aux  premiers  OX,  OY,  OZ:  enün  ima* 
ginons  en  ce  mdme  point  (/)  les  trois  axes  d’inertie  du  solide  Ja ?, 

Jx\  qui  seront  en  gdndral  autrement  dirigds  que  ceux  du  se- 
cond  Systeme,  et  resteront  cependaut  perpdtuellement  rectangulaires 
entr’eux. 

Soient  (X,  Y,  Z),  (a:,  y,  x) , (ar’,  y , V)  les  coordonndes  d’un 
point  quelconque  m du  solide,  rapportd  respectivement  aux  systemes 
(OX,  OY,  OZ),  ( Ja :,  Jy , /*),  (J&\  Jy\  /*')  pour  l’instant  ou  l’on 
considere  le  mouvement;  et  nommons  a:lylxl  les  coordonndes  au 
ntdme  instant  du  centre  (/),  rapportd  ou  premier  Systeme,  tandis 
que  S,T,U  ddnoteront  les  coordonndes  du  point  fixe  ( O)  par  rupport 
aux:  directrices  d’inertie  (Ja:',  Jy1,  /*'),  les  quelles  sont  mobiles  avec 
le  corps. 

Si  pour  obrdger,  et  soulager  la  mdmoire,  on  dresse  le  tableau 
de  notations: 


cos  ( X,  a /)  =r  cos  ( a:,  a:)  = a, 
cos  (X,  y')  = cos  (a:,  y)  = a', 
cos  (X,  *')  = cos  ( a,  x’)  = a" , 


cos  ( Y,  a/)  = cos  (y,  a?)  = ß, 
cos  ( Z,  a:’)  ss  cos  (x,  a/)  = y 

cos  ( Y,  y')  = cos  (y,  y)  = ß\ 
cos  ( Z,  y')  = cos  (*,  y)  ==  y' 

cos  ( Y,  x')  = cos  (y,  *')  = /?", 
cos  (Z,  *')  = cos  (*,  x')  = y" 


on  obtiendra  par  la  trausformation  coun&e: 

12 1 
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x = ux  -f-  a'y  a"%’  \ a*  -+•  a'*  -f-  a"*  = I \ 

y=ßx'+ß'y’  + ß’'x’  ( /?94-^a4-r2  = I 

* ss  yar  -+*  /y*  -f-  /'*'  ) y2  -+-  y'*  -f- p"3  cs  1 J 

aß  -f-  a'ß’  4-  «T  = 0 
a/  -+-  a’y'  -f-  a’Y'  — 0 

/%'+/*>'“*“  0V'  = °- 


Pour  fixer  les  idees,  supposons  que  le  centre  (/)  se  trouve  dans  le 
tri- rectangle  des  X,  Y,  Z positifs,  et  comptons  les  je,  y,  x dans 
le  mdme  sens,  que  les  X,  Y,  Z;  le  point  ( 0)  se  trouvera  donc  ainsi 
dans  le  tri -rectangle  des  je,  y,  x ndgatifs,  et  les  quantitds  — jcx, 
— yM  — äj  expnmeront  parconsequent  les  coordondes  du  point 
(0),  rapportd  aux  axes  Ix,  Jy,  Jx.  Mais  ddja  S , T,  U expriment  les 
coordonndes  de  (0)  rapporte  aux  axes  d’inertie  Ije?,  1 ]/,  Jx':  on 
aura  donc  par  les  formules: 

. — je , = aS  a’  T a"  U 

-Vl  =*ß&  + pT+ß"U 

— = yS  + y'T-Yy"U. 


Pour  passer  ensuite  des  coordonndes  X,  Y,  Z aux  coordonndes 
paralleles  je,  y,  x,  on  a les  equations: 


X=zje-Yje„  Y=y-\-yl,  Zzzzx  + x, 

Xy=^+F.  -Y-xj/x  -YXxVx 
XZ  =:  jcx  xje t -f-  jex , ~Yxlxl 


‘ YZs=yx-Yxyl  -Yyxt  -f-y,*,; 

et  comme  par  hypotbese  les  plans  coordonnes  (jex,  jcy,  yx)  passent 
par  le  centre  d’inertie,  on  a 2.mx  = 0,  S.my=z:0,  2.mx=:  0,  et 
partant,  M exprimant  la  masse  entiere  du  corps: 

i I 

\ 

X . mX  Y — Mjexyx  mjcy 

2 .mXZ  = M:e Xx , -f- 2 . mjcz 

2,mYZ  = Mylxl  -4 -2.myx. 

* * * 

Mais  Taxe  OK  ou  OX  devant  etre  un  axe  d'dquilibration  des  forces 
centrifuges,  il  faut  que  la  somme  de  Jeurs  moments  ä tourner  OX 
autour  d’un  axe  qnelconque  tel  que  OF  ou  OZ  soit  nulle;  c’est 
ce  qu’on  pourra  exprimer  en  posant  a la  fois  S.mX  y=0,  X.mXZ 
= 0;  ou  bien  en  dcrivant  simpleuient  wX  F = 0,  l’axe  0F  etant 
alors  dirige  d’une  maniere  quelconque  par  le  point  fixe,  dans  un 
plan  normal  a OX.  Ainsi  en  se  donnant  cette  latitude,  on  doit  se 
Dorner  a faire: 

I.otXF=0 


ou  bien: 


Mxxyx  -{-2 . mjey=:0.  . 
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■ Si  l*oo  substitue  dans  cetle  derniere  dquation  les  valeurs  de 
(•*,  y),  (&x>yx)  en  fonction  de  a: , y\x\  a,  /?,  y,  a\  ß', / Sf 

Ty  U,  on  obtiendrn  l’dquatiou  de  condition  gdndrale: 

% 
v 

aß(MS*+2  -\-2  .mi/')  . 

4-  a!,ß"(MU'1  4-  2 . mx’*) 
4-  MST.  ( aß ’ 4-  a'ß)  4-  MSU(aß"  4-  a"/S) 

4-  MTU(dß"  -4-  «"/?). 


Cette  Iquation  devaot  subsister,  quelle  que  soit  la  valeur  de  /?,  ß\ 
ß”,  aura  encore  lieu,  quand  on  fait  tour- a- tour  cbacune  de  ces 
quantit^s  nulle.  Si  donc  on  pose  pour  abrlger: 


MST=fy  M8U=g,  MTU=h 
2 . mi/2  — 2 . mx '*  -4-  MT*  — MV*  = 
2.mx*  —2.mxn  4-  AfS*  — Ml U*  = 


on  obtient  les  £quations  suivantes,  toutcs  issües  de  la  condition 
gdndrale: 


o.'a"B’  -f-  faa " — gaa!  - f - h (<*"a  — «'*)  = 0 . . . . (IA) 
aa''A’-t-  fda!’ 4-  g(a"%  — a 7)  — hao!  = 0 ....  (11') 


aa\A  — B ')  4-/(«'a  — «*)  4-  £«'«"  — Aaa'  = 0 . . . . (III'). 


Multipliant  la  Ire  par  oc,  la  seconde  par  et  retrancliant  meinbre* 
a-membre,  puis  supprimant  le  facteur  a"  commun  aux  termes  re- 
staats,  on  obtient  la  3ieme  dquation.  Ainsi  cette  derniere  n’cst 

Su’une  conscquencc  des  deux  autres,  ce  qui  prouve  que  jusqu*ici 
n’y  a aucune  impossibilitl  a la  question  proposle;  car  on  n’a  de 
cette  maniere  que  deux  Iquations  distinctes,  lesquelles  etaut  jointes 
a la  relation  perp&uelle  «*  4-  a'3  4-  «"*  = 1,  serviront  & faire  con- 
naitre  les  angles  relatifs  aux  cosinus  a,  a",  et  compris  eutre 
l’axe  0KX  et  entre  les  axes  d’inertie  Ix\  lij,  Ix\  De  plus  comrne 
l’llimination  de  a',  u'  se  r£duit  a une  Operation  toute  analogue  a 
celle  qu’on  a deja  efVectuee  pour  le  cas  du  ceutre'  d’inertie , et  que 
d’un  autre  cdte  les  trois  dquations  precedentes  sont  aux  cogfficients 
multiplicateurs  pres  les  mömes  que  celles  du  premier  cas,  il  s’cnsuit 
que  si  l*on  pose  encore  une  fois:  ' 


a = cos  & . cos  T]x  a'  = cos  # . sin  q,  a"=sin^ 


puis: 

tang  & — tang  q = £, 
on  obtiendra  l'cquation  du  3ieme  degre: 

^.■c+ä.c*  +«’.(:+ />.=«, 

- 1 

dans  la  quelle  on  a sans  nouveaux  calculs  et  par  comparaisou  avcc 
ie  cas  traitd: 


f 


\ 


1S2 

==  A(/*  — g*) — gfB' 

",  = g(U'  -/>  - g')  ■+■  hfA  -+-  (A/-  gB<)  (A  - if) 

",  = A(2g”  - A’  -/’)  + (A^'  - «/)  (A — B') 

",  = g(f*  — A’)  — fkA. 

# % 

Soient  /?,  C les  trois  moments  d’inertie  principaux  du  corps, 
relatifs  au  centre  (/):  oo  aura  donc: 

A — B =z  2 . m(y n — a?2),  A — C=2.m(x'2  — #'*), 

B—C=:2.m(x'*  — f/')i 

» 

et  pour  plus  de  clartd  daus  les  notations,  il  scra  utile  de  dresser 
le  tubleau  suivant: 


A-C—AA-  M(S2  — U2) 
ß=C—  B + M(T*—  U2) 

Ä — B’ ■=.  B — A-\-  M(S2  — T2) 
fz=z  MS Ty  gz=zMSU,  h = MTU. 

Si  l’on  developpe  maiutenant  les  valeurs  de  Alx  B ,,  Ciy'Dl  en 
fonction  des  constantes  A,  B,  C,  qui  expriment  eu  calcul  par  leurs 
valeurs  respectives  le  mode  de  distribution  de  la  mutiere  inerte,  ou 
ce  qu’on  pourrait  nommer  la  forme  m£canique  du  corps,  et  en 
fonction  des  quantitäs  S>  T,  L\  coordonnees  du  point  fixe  ( 0 ) par 
rapport  aux  trois  axes  d’inertie  du  solide,  on  trouvera  par  des  rd- 
ductions  longues  mais  faciles: 

Ax  = — C)S*TUy 

BX=M2{C—A)ST2U+M2(B- A)SV'A-M2(C—B){T2-U2)SU 

— M(C — B)  (ß — A)SU,  . 

Cl=M2{C-B)S2  TU-M'(B-A)  TU2-t-M2(C—A){S2—T2)TU 

-h  M(ß  — A)  C — A)  TU, 

Dx  = M*(A  — 0)ST*  V. 

* N 

Ainsi  donc  le  probleme  gdneral  tel  que  nous  voulions  l’cnvisager, 
se  trouve  completement  resolu:  car  un  solide  homogene  continu  ou 
discontinu  Itant  donne  de  grandeur  et  de  position  dans  l’espace, 
et  connaissant,  comme  cela  arrive  souvent  (remarq.  111.  No.  3.)  la 
position  de  ses  trois  axes  d’inertie,  on  obtiendra  celle  de  ses  trois 
axes  permanente,  relatifs  a un  point  fixe  quelconque  par  l’lvalua- 
tion  simple  des  quantit£s  Ay  By  C,  M , et  des  coordonnees  Sy  T,  47, 
qui  donnent  la  position  du  point  fixe  par  rapport  aux  trois  axes 
d’inertie.  Car  ces  quautites  etant  counües  en  nombres,  on  obtien- 
dra la  valeur  de  £ par  la  rdsolution  d’une  cquation  numerique  du 
3ieme  degre.  Pour  tirer  ensuite  de  la  la  valeur  de  x = taug  &,  il 
faut  se  rappeier  que  dans  le  cas  du  centre  (/)  nous  avons  trouve 

pour  *l/l  la  valeur  — “5  de  sorte  qu’alors  la 

valeur  de  % etait  couuüe  en  fonction  de  £,  deja  ccnse  calcull.  De 


/ 


l 
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plus , pour  nasser  de  ce  premier  cos  au  cos  actuel , il  faut  cbaoirer 
b — c eu  a — c en  A\  partout  a — b en  A*  — B,i  puis  les 
quautites  f,  g,  b,  qui  d’abord  ddsignaient  les  sornmes  £ 

~ .m&x,  * .myx,  d&ignent  prdsentement  les  quantitds  MS  T,  MSL/X 
MTU:  dooc  ou  aura  daos  le  cas  actuel: 

+-/K*-0 

(h-gtgl  + P 

ou  bieu: 

% 

MS*— MT*  +B—A+MS1\C  — \) 

m{T-s(VIT¥ 

Connaissaut  £ et  x,  on  connaitra  les  quantitds  a,  «',  a’  relatives  a 
ou  m6me  axe  iucooou  OK,  lequel  sera  par  suite  couuu  de  positiou 
et  de  direction  daos  le  solide  proposd. 

L’axe  OK  ou  OX  Itaut  ainsi  trouvd,  comme  les  Iquations  (I', 
II',  111)  sont  absolument  aualogues  aux  dquations  (I,  II,  111)  du  1er 
cas,  il  s’ensuit  que  les  deux  autres  soot  daos  un  plan  normal  en  (O) 
a cet  axe,  et  qu’on  en  calculera  les  directions  par  requation  sui- 
vante  qui  est  l’analogue  de  l*£quation  ((C).  No.  3.): 

(cos’y — sin *(p),2,mYZ  — sin 9. cos (p. JS.m(  Y * — Z’)= 0.. ..  (C’) 

5. 

Il  importe  de  rdmarquer,  que  les  valeurs  des  coefßcients 
AliBiyCliDt  dlpendant  pour  tous  les  termes  en  A,  Bt  C,S,  T,  LJ  de 
la  diffirence  des  moments  d’incrtie,  pris  deux -a- deux,  ne  peuvent 
pas  se  simplifier  d’avantage  dans  le  cas  particulier  d’une  forme  de 
corps  donn£e,  a moins  que  cette  forme  ne  soit  donnee  en  me  me 
temps  par  ses  dimensions.  On  voit  aussi  par  les  formules  g4udrales 
que  deux  solides  semblables  et  semblablemient  placds  ont  les  meines 
axes  principaux , ou  du  moins  des  axes  paralleles  en  deux  points 
bomologues  quelconques. 


6. 

Quand  le  solide  est  de  Evolution  autour  d’un  axe  d’inertie 
/ar%  on  a B — f7=  0,  partant  Ax  =0,  et  l’dquation  trouvle  prd- 
cddemment  s’abaisse  au  second  degrl,  car  eile  devient: 

Ä.P+CM+Ä.ssO,...  W) 

1 

Dans  ce  möme  cas  on  cooclut  deja  par  la  tbdorie  du  §.  I.  que 
tont  plan  conduit  suivant  Taxe  de  rdvolution  est  un  plan  principal 
ou  d’inertie,  c.  a d.  renfermant  deux  axes  principaux  du  centre: 
douc  de  quelque  moniere  que  le  point  fixe(0)  est  place,  il  peut  ßtre 
cens^  situö  dans  un  plan  d’inertie  central  ( x’Jy^ ),  et  il  est  parsuite 
permis  de  faire  £/  = 0,  ce  qui  donne  Bx  =0,  Cx  =0,  Dx  =0,  et 
x = 00.  Ainsi  des-lors  un  des  axes  permanents  de  rotation  en  (0) 
est  normal  au  plan,  que  d£terminent  Taxe  de  r^volotion  et  le  point 
dono£  (0);  et  les  deux  autres  sont  parcons&juent  dans  ce  plan. 
Pour  y trouver  leur  positiou , on  peut  proc^der  par  le  moyen  de 
l’dquation  ( C).  D’oilleurs,  si  avant  que  de  faire  £/—  0 commun  a 


\ 
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tuus  les  termes  de  l’equation  (/>),  oo  supprime  ce  facteur,  et  que 
l’on  pose  cnsuite  U 0,  ou  obtient  par  Substitution  de  B liCl,D x 
et  en  £gard  a B — Cz=  0,  la  relation  suivante: 


Ja-4- 


M'ST 


£-i  = o, 


laquelle  donne  la  valeur  des  angles  que  forment  avec  l’axe  de 
figure  Ja/  les  deux  axes  principaux  en  ( O)  situ£s  dans  le  plan 
(OJa/),  et  Ton  voit  encore,  ce  qu*on  savait  d6ja  g^ndralement,  que 
ceux-ci  sont  ä u Dgl  es  droits,  puisque  les  racines  ?,  £''  donnent  la 
condition  £'£"  -4-1  = 0. 

Quand  en  uu  point  d'un  solide  donne  il  existe  une  infinite 
d’axcs  permanents,  tous  situds  dans  un  m£me  plan,  ce  point  peut 
3tre  considdrd  comme  un  centre  d’axes,  et  on  le  nommera  par  cette 
raison  centre  de  rayonnement  ou  centre  de  radiation 
plane,  tandisque  nous  nommerons  centre  de  radiation  abso- 
lue  tout  point  d’un  solide  pour  lequel  il  existe  une  infinitd  d’axes 
suivant  toutes  les  directions  possibles  de  l’espace. 

D’apres  ce  qui  precede,  il  est  facile  d’obtenir  les  centres  de 
radiation  plane  des  solides  de  revolution.  Gn  effet  pour  trouver  led 
coordonndes  d’un  tel  point,  il  faut  exprimer  que  les  racines  £*,  t? 
sont  inddtermindes,  ce  qui  exige  qu’on  fasse  ä la  fois: 


ST=0,  et  B — A = M(T*—  tf2). 


La  Ire  de  ces  dgalitds  est  satisfaite  par  iV=0,  et  par  J’=0.  Si 
Taxe  de  figure  est  un  axe  de  moment  d’inertie  maximum,  on  fera 
T=:0,  et  il  vient: 


— B 
M * 


Ainsi  dans  ce  cas  le  solide  renferme  deux  foycrs  de  radiation 
plane,  situ£s  sur  l’axe  de  figure  ä egale  distauce  du  centre:  ce 
sont  donc  deux  foyers  de  radiation  conjugues. 

Si  l’axe  de  figure  est  un  axe  de  moment  d’inertie  minimum, 
il  faudra  faire  au  contraire  S — 0,  ce  qui  donne: 


=±\/“ 


— A 


M 


Ainsi  dans  tout  solide  de  Evolution  autour  d’un  axe  de  moment 
minimum,  il  existe  une  infinitd  de  centres  de  radiation  plane,  tous 
distribuls  sur  le  lieu  d’une  circooference  de  cercle,  tracee  dans  le 
plan  normal  a Taxe  de  figure,  et  le  quel  plan  passe  par  le  centre 
d’inertie:  le  ruyon  de  cette  circonfdrence  est 

1 /HÄ 

V M ' 

t 

• / 

A la  veritd  la  solution  precldente  ne  semble  d’abord  donner  que  deux 
points  conjugues  de  cette  espece:  mais  il  convient  de  se  rappeier 
que  toule  droite,  tirec  par  le  centre  d’inertie  normalement  a l’axe 
de  revolution  est  un  axe  d’inertie,  et  en  realit£  la  solution  nous 
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indique  qu’une  teile  droite  renferme  deux  points  de  radiatioo  con- 
jugues:  eile  montre  donc  qu’eu  eft'et  chaque  point  de  la  circonfd- 
rence  eo  question  est  uu  centre  de  radiation  plane. 


7. 

Observons  que  les  proprietes  precddentcs  subsistent  encore  pour 
de  certaines  classes  de  solides  qui  ne  sunt  pas  de  rdvolution.  Con- 
cevons  p.  ex.  le  solide  matdriel  homogene,  engendrd  pur  le  mou- 
vement  d’une  figure  plane  dont  le  centre  d’inertie  se  meut  sur  une 
droite  normale  a son  plan,  et  d’un  mouvement  de  transport  commun 
a tous  les  points  de  la  figure.  Si  pour  les  deux  axes  d’inertie  de 
la  figure  plane  les  moments  d’inertie  correspondants  sont  dgaux 
entr’eux,  le  solide  engendrd  aura  aussi  ses  moments  dgaux  relati- 
vement  ä ses  deux  axes  principaux  lesquels  sont  dans  un  plan  nor- 
mal a Taxe  directeur,  et  de  plus  paralleles  aux  axes  principaux  de 
la  figure  mobile,  tel  est  p.  ex.  le  cas  d’un  parallelipipede  droit  a 
base  quarrde  ou  a base  lozange,  d’un  cylindre  a base  circulaire, 
quoique  appartenant  deja  aux  solides  de  revolution.  II  existe  d’ail- 
leurs  d’autres  cas  de  solides  qui  sans  etre  compris  dans  l’une  ni  dans 
l’autre  des  deux  especes  prdcddentes  ont  ndanmoins  deux  moments 
d’inertie  principaux  du  centre  dgaux  entr’eux:  tel  est  p.  ex.  l’octae- 
dre  forme  par  deux  pyramides  dgales  regulieres,  appuydes  sur  une 
meine  base  quarrde,  et  mdme  lozange.  Les  diagonales  de  cette  base 
sont  dvidemment  deux  axes  principaux  ä moments  dgaux,  tandis  que 
le  3ieme  axe  d’inertie  central  rdpondra  en  general  a un  moment 
plus  fort  ou  plus  faible.  * 

Si  l’on  demandait  les  axes  permanents  de  rotation  d’un  tel  so- 
lide, relatifs  a un  point  fixe  quelconque  ( 0 ),  la  solution  de  la  que- 
stion se  trouverait  toute  faite  par  nos  formules  gdndrales.  En  nom* 
mant  Iac  l’axe  du  moment  d’inertie  inegal,  on  aurait  ici  B = C, 
partant 

Ax  =0,  Bx  = M'(B  — A)S.  17»), 

C,  = M\B  — A)TL\S 1 — T2  — U*  + 

D, =  — M’(B  — J)S7*U, 

Ä.t* -4- C, £+/*,=  0.  . 

Si  l’on  porte  maintenant  dans  cette  derniere  les  valeurs  de 
CXi  Dxx  oo  pourra  y supprimer  ensuite  le  facteur  commun 
M2(B  — A)U  toutes  les  iois  que  le  point  fixe  (0)  ne  se  trouve 
point  place  dans  le  plan  yV:  car  alors  U ne  sera  pas  nul.  Ayant 
une  fois  f par  Tdquation  ainsi  prdparee,  on  aura  egalement  % con- 
formement  aux  indications  de  la  fin  du  No.  4.  Ainsi  la  question 
actuelle  est  resolüe. 

Si  l’on  resout  l’equation  en  £,  on  reconnaitra  que  pour  les 
points  de  radiation  des  solides  de  cette  classe  il  faut  avoir  encore 
=0,  Bx  =0,  partant: 

M'(B—J)SU=0,  M'(B—A)TL\S*  —T*  — ü'  + ~^)  = 0. 


i 
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De  Ib  od  conclnt  1)  que  quand  Taxe  directenr  du  mouvement  de  la 
figure  gdnlratrice  (ou  Taxe  du  moment  inegal  dans  d’autres  cas) 
est  uo  axe  de  momeat  d’inertie  maximum,  il  existe  sur  cet  axe  deux 
foyers  conjugues  de  radiation  plane,  et  distants  du  centre  d’inertie 
i n —ff 

d’unc  quantitd  y — — — : que  si  au  contraire  cet  axe  central  est  un 


axe  de  moment  d’inertie  minimum,  les  foyers  de  radiation  plane,  con- 
jugues  deux -a- deux,  se  trouveront  sur  une  circonflrence  de  cercle 
situle  dans  le  plan  normal  en  (/)  ä Faye  dont  il  s’agit,  et  dicrite 


avec  uu  rayon 


Examinons  de  plus  prbs  la  derni&re  by- 


potbese  laquelle  admet  B^A,  et  donne  parconsequent: 


Sz=  0,  et  IXS*  — T*  — 17* 


B — A 
M 


) = 0. 


L’equation  S = 0 montre  d’abord , que  si  les  centres  de  radiation 
plane  existent,  il  faut  les  chercher  tous  dans  le  plan  La 

«i&me  equation  est  ensuite  satisfaite  par  Pegalite  a zero  de  chacun 
de  ses  facteurs,  ce  qui  donne  tour- ä- tour: 

i 

T=  0,  et  T» -+-  U*z= 

B — A 

Mais  Fdquation  T=0  prouve,  que  le  point  U= — ^ — du  solide 

est  lui-rodme  un  foyer  de  radiation  plane,  c.  a d.  que  tous  les  axes 
en  ce  point  situls  dans  un  certain  plan  peuvent  Stre  des  axes  per- 
manents  de  rotation:  mais  dvidemment  ce  n’est  la  qu’une  solution 

particuliere  de  la  circonfdrence  T*  17*  = Si  Fon  a encore 

ß = A,  ce  qui  est  la  limite  de  l’inlquation  B^A,  il  viendra  a 
la  fois  S = 0,  T*+£/*=  0,  ou  S = 0,  T=0,  17=0:  c.  a d. 
qu’alors  le  centre  d’inertie  est  un  foyer  de  radiation  plane  d’axes 
principaux,  ce  qui  n’est  encore  qu’une  suite  nlcessaire  de  la  cir- 
conference  recoonüe. 

11  est  du  reste  facile  de  se  convaincre,  que  les  points  ainsi  ob- 
tenus  sont  de  radiation  plane;  car  par  exemple  la  supposition  de 
= 0,  T=  0 donne  x = oo,  de  sorte  qu’il  y a toujours  un  axe 
permanent  qui  coincide  au  point  donn£  avec  la  normale  au  plan 

o?y. 

L’bypothese  S = Q,  U%)  = B — A reduit  la  valeur  de 

* a x = et  fait  voir  que  Fun  des  trois  axes  permanents  en 

un  point  queiconque  pris  sur  le  cercle  l/*)  = B — Ay  a 

une  inclinaison  d£termin£e  sur  le  plan  dependante  de  la  Po- 

sition particuliere  de  ce  point,  et  que  les  autres  axes  permanents 
en  nombre  illimite,  sont  cependant  tous  situ£s  dans  un  m£me  plan 
normal  au  1er  axe. 

La  condition  de  — 4 BlDl  =0,  qui  exprime  que  les  deux 
racines  de  £ sont  Egales  entr’elles,  ne  conduit  a aucune  conclusion 
qui  ne  soit  deja  connüe;  on  trouverait  facilement  qu’elle  ne  saurait 
etre  satisfaite  que  par  la  supposition  de  C'1  = 0,  /?,  = 0 qu’on  a 
deja  examin£e,  > 
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Les  racines  de  l’dquution  Zf,f3  -+•  Cx  £-f-  Dx  = 0 ne  sauraieut 
jamais  devenir  imaginaires,  parceque  la  quantitd  C\ 2 — 4 BX  DX  se 
reduit  a uue  quantitd  essentiellement  positive: 

M*(B  — A )>  T » — T*  — Ux  ^jf^Y 

-+-  4itf*(Ä  — Ays*  T*  [/‘(T*  + V >). 

Ainsi  conformdment  aux  conclusions  de  la  methode  gdndrale  il 
u’existe  ici  uucun  point  extdrieur  du  solide,  qui  n’admette  au  moins 
trois  axes  permaueots. 

Les  deux  racines  de  l’dquation  trouyee  sont  egales  et  de  signes 
contraires  daus  tous  les  cas  particuliers  oü  Ton  a C\  ~ 0,  et  eiles 
devieunent: 


r 1- 1/  1 — — 

; y jj- \zrrfjp' 


* 

Daus  ce  cas  il  faut  que  le  point  ( 0 ) soit  placd  sur  une  Burface  du 
second  ordre  Cx  =0  ou: 


£*  — T*  — £/3  = 


A-B 
Bi  ’ 


la  quelle  coupe  les  plans  principaux  (a: V,  j?V)  suivant  deux  hy- 
perboles,  et  le  plan  (yV)  suivant  une  circonfdrence  imaginaire  ou 
reelle,  selou  que  l’axe  Iac'  du  moment  indgal  est  de  maximum  ou 
de  min  im  um:  ainsi  la  surface  sera  un  hyperboloide  de  rdvolution  a 
deux  nappes  dans  le  premier  cas,  et  a une  seule  nappe  dans  le  se- 
cond  cas.  On  obtiendra  d’aillcurs  sans  difliculte  la  valeur  de  % 

T 

correspondantc  a celle  de  J = dans  la  formule  gdnd- 

rale  qui  donne  » en  f,  S,  T,  U,  etc 

rour  l’espece  de  solides  dont  on  vient  de  s’occuper,  on  ne 
saurait  faire  sdpardment  /J,  = 0,  ni  /?,=(),  sans  admettre  que 
le  point  (0)  soit  placd  dans  Tun  des  trois  plans  principaux  du  so- 
lide. Or  cette  position  purticuliere  du  point  ( 0 ) mdrite  sans  doute 
quelque  attention:  muis  on  peut  l’envisuger  d’une  moniere  plus  gd- 
ndrale et  mdme  pour  les  corps  qui  ont  a la  fois  leurs  trois  moments 
d’ioertie  principaux  du  centre  iuegaux  entr’eux.  Cet  examen  fera 
i’objet  du  No.  suivant. 


8. 


On  demande  de  ddterminer  les  axes  permanents 
d’un  solide,  relatifs  ä un  point  situd  dans  Tun  quel- 
conque  des  trois  planB  principaux  du  centre  de  ce  so- 
lide. 

Solution.  Supposons  d’abord  que  le  point  (0)  soit  situd  daus 
le  plan  priucipul  y)\  ou  auru  donc  £7  = 0,  partant  ^,=0, 
B , =0,  Cx  =0,  Dx  =0,  car  U est  un  facteur  commun  a tous 
ces  coefficients.  11  semble  donc  que  pour  le  point  ainsi  placd  il  y 
ait  une  infinite  d’axes  permanents,  ou  que  du  moins,  s’il  n’y  en  a 
que  trois,  leur  determiuation  dchappe  a la  mdthode  gdneralc.  Muis 


188 


' I 


od  s’appergoit  eu  meine  temps  qu’en  supprimant  le  facteur  U com- 
mun  a tous  les  termes  de  Tdquation  du3ieme  degre,  et  cherchant 
ensuite  ce  que  deviennent  les  quantitls  Axi  £7,  ßx  : U , Cxi  £7, 
DX:U  par  la  supposition  de  £7=  0,  od  parvieut  a l’dquation  vdri- 

table  qui  convient  a ce  nouveau  cas.  Nommant  la  valeur  de 

jj-  qui  rlsulte  de  cette  bypothese,  celle  de  et  ainsi  de 

suite  pour  CxyDxy  on  aura 


et  cette  Iquation  pourra  servir  a determiner  les  trois  axes  perma- 
nents.  Mais  eile  ne  fait  pas  connaitre  d’une  maniere  g^n^rale  la 
position  mutuelle  de  ces  lignes,  et  c’est  cependant  la  Tobjet  auquel 
il  faut  attaclier  ici  le  plus  d’importance.  En  se  reportant  ici  aux 
equations  g^n^rales  (T,  II',  III')  et  remarquant  que  £7=0  donne 
gz=0,  h ~ 0,  on  obtient  les  relations  simplifiees: 


(1)  4- /««"  = 0 . \A'  = MS*  4-  C — A \ 

(2)  aa!’ A' fa a’'  =0  . lß'=  MT*  -h  C—B  | 

(3)  aa'(A' — B')  4-  /(«' 1 — a* ) = 0 ) A’—  B=z  M{S * — T*)-+-B—A ) 

Si  Ton  supprime  d’abord  le  facteur  a"  dans  chaque  membre  des 
deux  premieres  conditious,  on  a: 

tt1 B’  4” /ß  ~ 0,  ccA  4"  fü'  ^ 0. 


Tirant  de  la  les  valeurs  de  <%',  et  les  egalant  entr’elles,  on  obtient 
la  condition: 

(f*—A'ß)a  = 0, 


et  comme  on  ne  peut  avoir  gdn^ralement  le  facteur  f%  — AB'  dgal 
a z^ro,  a moins  que  le  point  (O)  dejä  situ6  dans  le  plan  (oc’i/)  nTy  , 
occupe  une  position  particuliere,  il  est  manifeste  qu’on  doit  faire 
a = 0;  ce  qui  donne  parsuite  a'=0;  ces  valeurs  dtant  introduites 
dans  la  relation  perp^tuelle  a*4-....=  l donneront  a'  = ri:  1. 
Ainsi  dans  ce  cas  Tun  des  trois  axes  cherches  est  paralelle  a Ix 
ou  se  trouve  normal  au  plan  principal  dans  lequel  on  a placd  le 
point  ( O ).  Quant  aux  deux  autres,  i!s  seront  parconsequent  situds 
„ dans  ce  plan  möme  oü  ils  occupent  une  position  qu’on  peut  deter-  . 
miner  par  la  m&hode  de  l’equat.  (£?').  No.  4.;  mais  on  peut  aussi  . 
les  d&luire  des  £quctions  de  conditions  posees  ci-dessus.  En  effet 
les  deux  premieres  doivent  Atre  satisfaites  aussi  par  la  supposition 
de  a " = 0,  ce  qui  laisse  les  cosinus  «,  a encore  inconnus.  Mais 
comme  on  a outre  la  3ieme  equation  celle*ci:  a2  4 -a'*  = l,  on 
uura  deux  relations  pour  determiner  deux  inconnües.  L’dlimination 
donnera: 


a 


/ 

a{A  — B) 


11/  {A'-By 

2 V {A'-iry+*f2' 
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Si  donc  on  pose  a = cosy,  et  que  l’on  denote  par  y',  y''  les  an- 
gles  qui  rdpondent  aux  deux  meines,  on  obtient: 


pour  abrdger.  La  valeur  ar  = 0 montre  qu’un  ou  deux  des  uxes 
eberebds  sont  situes  dans  le  plan  d’inertie  (arV),  et  les  valeurs 
y',  y"  qui  donnent  tang  y'  . tang  y"  -f-  1 = 0 nous  apprennent 
qu’effectiyement  ces  axes  sont  au  nombre  de  deux  et  qu’ils  sout 
a angles  droits.  De  plus  leurs  directious  par  rapport  a Ja:  se 
trouvent  ddtermindes  par  les  dquations  en  y',  y".  Ainsi  la  question 
actuelie  est  resolAe. 

Pour  comprendrc  la  direction  de  ces  deux  axes  dans  une  seule 
formule,  on  observera  que  cos*  y = -J  -f-  \K  donne: 

sin5y=Y — iJC,  cos*y — sin *y=Ä]  4sin*y  cos*y  = l — 


partant: 


« 2/  _ 2 MST 

tang  _ A.  _ p — _ T*y 


rdsultat  auquel  ou  parvient  aussi  par  la  indthode  qui  emploie  di- 
rectement  l’angle  auxiliaire  y.  Le  rdsultat  prdeddent  et  notamment 
la  \aleur  de  cos  y ou  celle  de  tang  2 y nous  fournit  le  moyen  de 
de  ddterminer  les  centres  de  radiation  plane  situds  duns  le  plan  prin- 
cipal  (or'i/),  On  voit  en  effet  qu’ou  n’a  qu’a  exprimer  analytiquc- 
ment  la  condition  que  l’angle  y reste  iuddtermind , ce  qui  revient 
a faire  ä la  fois: 


ST=  0,  ß-A-\-  M{SZ  — T*)  = 0. 
Si  l’on  a on  fera  S=z0,  et  il  vient: 

T== fcl/5- 
V , 


— A 
M 


Si  l’on.a  on  fera  T^rrrO,  et  il  vieut: 

s=d=y*L 


— A 
Al  * 


On  conclut  de  lä  que  Taxe  du  momeut  d’inertie  maximum  dans  un 
solide  quelconque  renferme  toujours  deux  foyers  conjuguds  de  ra- 
diation plane,  qui  a lieu  dans  le  plan  principal  nid  ine  formd  par  les 
deux  autres  axes  d’inertie  du  centre. 

On  demontrerait  de  mdme  que  Taxe  principal  du  moment  d’iner- 
tie moyen  du  solide  renferme  deux  foyers  conjuguds  de  rudiation 
plane  qui  se  fait  dans  le  plan  formd  par  les  deux  uutres  axes  prin- 
cipaux.  La  distance  des  foyers  au  centre  est  dans  ce  dernier  cas 


_ 4 

% 


Digitized  by  Google 


I 


190 


egale  a |/ On  suppose  alors  A^>  B et  ß > C:  l’axe  du 

moment  d’inertie  minimum  ne  renferme  que  des  foyers  de  radiation 
imaginaires.  Dans  le  cas  des  solides  de  rdvolution  oü  Ton  a Bz=C, 
la  distance  focale  devient  nulle.,  et  l’on  en  conclut  ce  qu’on  savait 
ddja:  que  duns  les  solides  de  Evolution  et  dans  ceux  ayant  seule- 
ment  deux  moments  dgaux,  tous  les  axes  du  centre,  traces  dans  le 
plan  normal  a Taxe  de  figure  ou  a Taxe  du  moment  inegal,  sont 
des  axes  principaux. 


9. 

> 

Nous  avons  conclu  de  l’dquation: 


(/’  - A’B’)a  = 0, 

que  Tun  des  trois  axes  permanents  est  normal  au  plan  principal  oü 
le  point  fixe  ( 0)  se  trouve  placd:  mais  si  le  point  avait  dans  ce 
plan,  dans  celui  des  V)  p-  ex.  une  position  particuliere  propre 
a satisfaire  a l’dgalitd  a zdro  du  1er  facteur  c.  a d.  a l’dgalitd: 

f*  — AB’  = 0, 

f 

on  ne  serait  plus  en  droit  d’admettre  cette  conclusion,  relative  a 
la  direction  de  l’axe  chercbd;  car  les  quantitds  a,  a',  ar  dtant  tou- 
jours  assujetties  aux  conditions  (1,2,3)  resteraient  inddtermindes 
entre  de  certaines  limites.  Or  la  condition  f* — A'B  z =0  peut 
etre  remplie  de  deux  manieres:  1)  par  l’hypotb&se  de  f~=-  0,'  A'B 
= 0 a la  fois;  2)  par  l’bypotbese  d e f*z=  A’B,  equation  qui  peut 
subsister  sans  qu’aucune  des  quantitds  /*,  A ',  B soit  sdpardment 
nulle.  Examinons  d’abord  le  cas  de  la  premiere  supposition.  Elle 
t exige  qu’on  ait  a la  fois  /*= =0,  A’  z= rO,  ou  bien  f=  0,  /?'  = 0. 
Or  chaque  Systeme  de  ces  dquations  ramene  aux  propridtds  particu- 
lieres  que  Ton  a dejä  reconnues.  Reste  donc  a interpreter  l’hypo- 
tbese  plus  gdndrale:  , . 


/■  = A’B\ 

laquelle  dtant  ddveloppde  deviendra: 

JMS*(C—  B)  MT*(C—  A)  = — (C—A)  (C — B). 

Si  C est  le  plus  grand  des  trois  moments  d’inertie  principaux,  la 
courbe  prdcddente  est  imaginaire. 

Si  C est  le  minimum  de  ces  trois  moments  d’inertie,  la  courbe 
de  cette  dquation  sera  une  ellipse,  tracde  dans  le  plan  formd  par 
les  axes  du  moment  maximum  et  du  moment  moyen. 

Si  C est  le  moment  d’inertie  moyen,  il  y aura  un  terme  positif 
dans  le  premier  membre,  tandis  que  l’autre  est  ndgatif,  et  le  second 
membre  devient  positif.  Ainsi  deslors  la  courbe  de  l’equation  sera 
une  byperbole  concentrique  au  Systeme  et  tracde  dans  le  plan  prin- 
cipal formd  par  les  axes  des  moments  minimum  et  maximum. 
De  plus  la  supposition  f2=ABf  rcduit  les  dquations  (1)  et  (2) 
a une  möme  condition:  * 
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(aA’  =«, 

• I 

a laquelle  il  faut  joinilre  la  relation  perpetuelle: 

a*  -f-  a * Hh-  a"*  — 1 

et  l’dquation  (3): 

* » 

aa!(A  — &)  /(«'2  — «*)  = 0. 

Si  I’on  slippose  d’abord  a"  = 0 , il  restera  pour  la  determinatiob 
des  quantitds  a,  a'  les  deux  dquations  de  condition: 

i 

«,  + al  = 1, 

au'(A'  — B’)  + /(«'*  — «*)=:  0; 


car  alors  cette  derni&re  n’est  plus  une  consequence  des  deux  autres 
a cause  de  a"  = 0.  Or  ce  cas  d’elimination  a £te  deja  trnite,  et  il 
nous  a donne  un  Systeme  d’axes  permanents,  Tun  normal  au  plan 
d’inertie  ( x'y' ) , et  les  deux  autres  situ£s  dans  ce  plan  au  point 
donne  (S,  T).  Pour  Pun  de  ces  derniers  on  a trouve  qu’il  fait  avec 
Paxe  des  abscisses  un  angle  <p  donne  par  Pequation  (D)  du  No.  8. 
laquelle  devient  ici  en  vertu  de  la  valeur  de/*: 

cos»  SP’=  \ -f-  et  tBDg*  <f  =3  -p. 


Ainai  Tun  de  ces  axes  forme  avec  Taxe  des  abscisses  un  angle  dont 
la  tangente  est  et  Pautre  un  angle  de  tangente  zp  n 


Mais  nos  equations  de  condition  doivent  etre  satisfaites  aussi  inde- 
pendamment  de  la  valeur  particuliere  a'  = 0 attribuee  a a".  L’d- 
quation  (3)  n’est  d’ailleurs  qu’une  consequence  des  deux  autres 
(1,2)*  si  Pon  ne  suppose  pas  d’avance  a''=:0;  et  il  suffira  parcon- 
s^quent  de  poser  gdneralement 


aA'  -p  /«'  =0,  aJ-4-  a'2  -p  arz  = 1. 

✓ 

Or  si  Pon  d&iote  par  tj  Pangle  compris  entre  Paxe  Ix  et  entre  la 
projection  sur  le  plan  (x'y ) de  Paxe  d’equilibration  chercbe,  et  par 
# son  inclinaison  ä ce  plan,  on  pourra  faire: 

a = cos  & . cos  rj,  a ' = cos  & . sin  rj , a = sin 


De  la  on  conclut: 

i 

A'  cos  & . cos  tj  cos  & . sin  rj  = 0, 

car  la  relation  perpetuelle  devient  identique.  La  derniere  equation 
se  partage  en  deux  facteurs,  Pun  cos#  = 0,  qui  reproduit  la  solu* 
tion  de  Paxe  normal  au  plan,  et  Pautre: 

A'  cos  rj  -pf  sin  tj  = 0 

donne: 


v 


# 


i 
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et  Tangle  & restera  indetermine  partant  arbitraire.  II  en  est  par- 
consequent  de  m&me  des  trois  cosinus  a,  a , a Ainsi  toutes  les 
lignes,  situees  au  point  donne,  d’uue  maniere  quelconque,  dans  un 
plan  normal  au  plan  d’inertic  et  passant  au  point  donnd,  sont  des 
axes  d’equilibration.  Mais  en  substituant  pour  A\  B ' leurs  valeurs 
dans  l’expression  de  tang  rjy  on  peut  s’appercevoir  que  tous  les 
axes  se  projettent  suivant  la  normale  a la  section  conique  au  point 
donn£,  et  que  la  solution  particuliere  qui  provient  de  a"  = ö est 
comprisc  dans  la  solution  g£n£rale.  Nous  sommes  donc  en  droit 
d’dnoncer  les  propositious  suivantes,  dont  la  premiere  n’est  qu’une 
negation: 

1)  Dans  le  plan  principal  du  centre,  forme  par  les  axes  de  mo- 
ments  mojen  et  min  im  um  il  u’existe  aucun  point,  aucun  lieu  geo- 
metrique  de  fojers  de  radiation  plane. 

2)  Dans  le  plan  principal  du  centre,  forme  par  les  axes  de  mo- 
ments  maximum  et  minimum,  il  existe  toujours  une  hjperbole 
concentrique  au  solide  dont  chaque  point  est  un  fojer  de  radiation 
plane  normale  d’axes  permanents:  c.  a.  d.  que  ccs  axes  sont  tous 
distribuds  dans  le  plan  normal  au  plan  principal,  et  mene  suirant 
la  normale  a la  section  conique  au  point  donne. 

3)  Dans  le  plan  principal  formd  par  les  axes  des  moments  ma- 
ximum et  mojen  il  existe  toujours  une  ellipse  concentrique  au 
solide,  dont  chaque  point  est  un  fojer  de  radiation  plane  normale: 
c.  a.  d.  que  tous  les  axes  permanents  en  ce  point  sont  situes  dans 
un  plan,  normal  au  plan  principu!  et  mend  suivant  la  normale  ä la 
section  conique;  de  plus  la  tangente  en  ce  m£me  point  ä la  courbe 
est  Taxe  permanent  isol£. 

Si  l’on  se  reporte  sur  la  valeur  de  tang  17,  on  voit  qu’elle  est 
inddtermin£e  pour  le  cas  de^f'=:0,  fz=z  0;  c.  ä.  d.  pour  STz=zQ9 
et  AfS2  -f-  C — ^ = 0,  dquations  aux  quelles  on  peut  satisfaire  en 

prenant  T~  0 et  S =r dz  Cette  circonstance  semble  an- 


noncer  que  les  sommets  du  grand  axe  de  l’ellipse  soient  des  fojers 
de  radiation  absolüe  et  universelle:  mais  il  n’en  est  pas  aim  ‘ 

qu’en  dcrivant:  — — =: — p?==;,  on  obtient  tang  77  “ 

, l’hjpothese  de  A'  = 0,  0 donnant  B’  = C — B , il  en  resulte 

tang  rj  = zfz  = 0,  ce  qui  est  conforme  a l’enonce  gdneral, 


etabli  plus  baut.  Mais  pour  la  classe  de  solides,  qui  auraient  deux 
moments  d’inertie  dgaux  C\  B , et  dont  le  troisieme  A serait  le 
plus  grand,  la  quantitd  tang  rj  devient  eu  effet  indeterminec:  ainsi 
pour  cette  espece  de  solides  les  deux  points  de  Taxe  du  maximum 

1 / A C 

situes  a la  distance  y — ^ — du  centre  sont  des  fojers  de  ra- 


diation absolus  et  universels  d’axes  permanents.  Cette  derniere  pro- 
pridte,  et  celles  relatives  aux  deux  sections  coniques  de  radiation  ont 
ete  decouvertes  pour  la  premiere  fois  par  M.  Biuet  (Journ.  de  l’Ecole 
poljtechn.).  Plus  tard  Ampere  j est  parvenu  de.  son  cöte  (Nou- 
veaux  Mlmoires  de  l’Institut).  Nous  les  avons  dgalement  trouv^es, 
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avant  que  d’avoir  nris  une  connaissance  approfondie  du  memoire  de 
M.  Binet.  Quant  a )a  propriete  des  deux  foyers  de  radiation  abso- 
lus  ddmnntrde , son  analogue  se  trouve  aussi  demontree  dans  la 
note  p.  490.  lere  Edition  de  la  mdcunique  de  Poisson:  mais  nous 
prions  le  lecteur  de  revoir  ce  passagr  et  le  memoire  de  M.  Binet; 
il  pourra  se  convaincre  que  la  question  s’y  trouve  envisagde  sous 
un  poiot  de  vöe  different  de  ce  que  nous  venons  de  präsenter;  c’est 
ce  qu’on  concevra  d’autaut  tnieux,  si  Ton  a dgard  a cc  que  uous 
dirons  sur  les  nioments  d’incrtic  egaux  entr’eux. 

% • 

10. 

On  voit  par  les  valeurs  des  coefficicnts  AliBliCliDl,  que  pour 
tous  les  solides  ayant  leurs  moments  d’inertie  principaux  du  centre 
egaux  entr’eux,  les  meines  de  l’dquatiun  en  £ restent  inddtermindes 
ou  inconnües:  mais  il  y a ici  ou  du  rnoins  il  peut  y avoir  un  ddgrd 
d’inddtermination  plus  ou  moins  considerable  et  avant  que  de  rien 
pronoucer,  il  fauura  souinettre  encore  ce  cas  particulier  a un  exa- 
men  spdcial.  On  suit  deja  que  quand  les  nioments  principaux  du 
centre  sont  dgaux,  tous  les  moments  relatifs  a des  ligues  centrales 
quelconques  du  solide  sont  dgaux  eutr’eux.  De  la  il  cst  aise  de 
conclure  que  de  tous  les  axes  en  un  point  ciuelconque  ( 0)  d’un  tel 
solide  la  iigne  droite  Ol , me  nee  du  point  Jonnd  par  le  centre  d’i- 
nertie , est  pour  le  point  ( O)  Taxe  du  moment  d’inertic  minimum; 
cette  droite  est  aussi  inanifestement  une  l’igne  d’iuertie  centrale,  et 
de  plus  tous  les  axes  en  ( 0 ) situds  dans  un  plan  normal  a Öl  cor- 
respondent  a des  moments  d’inertie  dgaux.  Eufin  tous  les  axes  en 
(Ö)  situds  en  debors  de  ce  pluu,  mais  distribu^s  sur  une  m6me  sur- 
faceconique,  concentrique  a Ol,  ont  encore  des  moments  d’inertie 
egaux  dont  la  valeur  commune  cst: 

A M . Ol*  . sin*  a , 

A dfoiguant  le  moment  central,  et  a l’inclinaison  de  la  gdndmtrlce 
a la  Iigne  Ol , considdree  comme  axe  coninue.  De  la  on  est  con- 
duit  a penser  que  si  pour  le  point  ( O)  il  existe  une  multiplicifd 
d’axes  d’lquilibration,  ils  doivent  au  moins  se  trouver  tous  dans  un 
plan  normal  en  (0)  a Ol.  Or  cette  propridtd  peut  6tre  en  eft’et  dd- 
■Dontrde  d’une  moniere  rigoureuse  a l’aide  des  dquations  de  condi- 
tion gdneralcs  (!',  11',  111',  No.  4.);  car  de  quelque  maniere  que  le 
p&int  fixe  ( O)  se  trouve  placl,  on  peut  dire  qu’il  est  place  sur  un 
a«  principal  du  centre /jc',  et  faire  en  cousdquence  T=0,  (Jz=z 0: 
ce  qui  donne  /*:= rO,  ^-  = 0,  h = 0,  partant: 

£'=0,  ad'B'zzz 0,  ««"^'=0,  Z?')r=0  . ..:  (#) 

i 

et  ä cause  de  B' = 0,  il  restera  simplement: 

aa"  A = 0,  aa’A'  = 0. 

fes  conditions  sont  satisfaites  1)  par  a"  = 0,  a'  = 0 a la  fois:  ce 
qui  donne  a = l,  et  fait  voir  que  l’uu  des  axes  cberchds  coincidc 
a?ec  01  ou  jc'1\  ce  qui  est  dvident.  Mais  clles  sont  encore  satis- 
faites  par  a = 0;  et  comme  on  a deslors  «'*  u'2  = 1,  il  s’ensuit 
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qae  les  antres  axes  chercbfe  sont  dans  un  plan  normal  en  O ä OJ\ 
et  qo'iis  s’v  trooreot  en  nombre  infini,  puisque  les  qoantit£s  a\  a'\ 
quoiqne  liees  par  la  relation  o/1  ■+•  a * = 1 , restent  arbitraires  on 
indeterminees.  — Ainsi  en  nommant  avec  Enler  solides  de  lere 
classe  ceux  des  solides  qoi  ont  leors  trois  moments  principaux  du 
centre  egaux,  nous  pouvoos  etablir  dans  nbtre  laogage,  que  tont 
poiot  fixe  d’un  solide  de  lere  classe  est  nn  centre  de  radiation  plane 
normale  d’axes  permanents,  tandisque  le  centre  d'inerUe  est  un  foyer 
de  radiation  absoiüe  et  universelle. 

Remarque.  On  nous  objectera  peut  * etre  que  notre  raison  - 
nement  est  insuffisant,  en  ce  que  nous  admettons  a la  fois  les 
trois  equations  tandis  qu'ailieurs  nous  avons  remarqn£ 

que  Tune  d’entr’elles  n!est  qu'une  consequence  des  deux  autres. 
Mais  il  eonvient  d’observer  que  dans  le  cas  particulier  actuel  la 
lere  condition  a,a,,ß>  = 0 est  satisfaite  d’elle  - meine  ä cause  de 
si  donc  on  la  supprime  ou  qu'on  la  neglige,  il  faudra  te- 
nir  compte  des  deux  autres  a la  fois,  car  on  doit  dans  tous  les  cas 
exprimer  completement  la  natnre  mecanique  de  la  question  qui  veut 
qae  l’energie  totale  des  forces  centrifuges  a tonrner  Fessieu  de  ro- 
tation  du  solide  autour  de  deux  axes  au  moius,  situes  dans  un  plan 
normal,  soit  nulle.  Notre  raisouuement  ne  nous  parait  donc  pour  le 
moment  susceptible  d’aucune  objection  fondee. 

11. 

En  examinant  avec  qnelqu’attention  la  loi  de  composition  des 
coefficients  -dl,B1,CtiDl  de  Feqüatioo  dn  3eme  degre  en  f,  00  r®’ 
connait  qu’ils  ne  changent  pas  de  valenrs  quand  on  change  ä la  fois 
les  signes  des  coordonnees  S,  T,  L\  sans  älterer  lenrs  valeurs.  Donc 
en  joignant  un  point  quelconque  (O)  de  l’espace  au  centre  d’inerti e 
d un  Systeme  rigide,  et  prolongeant  la  droite  Ol  d’une  qnantitd 
on  obtient  uo  point  ( O pour  lequel  les  axes  permaneuts 
de  rotatiou  du  solide  sont  respectiyement  paralleles  a ceux  du  point 
( 0).  Cette  propriete  a ete  aussi  reconnüe  par  Mr.  Binet,  mais  par  sa 
marcbe  plus  savante  et  plus  iaborieuse. 

12. 

Les  racines  de  Flquation  du  3eme  degre  en  £ ne  sauraient  de« 
xenir  indeterminees  que  quand  on  suppose  a la  fois  ^1=0, 

Cx  =0,  Dx  — 0.  Si  donc  on  se  reporte  de  nouveau  ä la  decom« 
Position  de  ces  coefficients,  on  s’apper^oit  que  dans  des  solides 
quelcouques  il  ne  saurait  exister  aucun  foyer  de  radiation,  qui  ne 
soit  situe  dans  Fon  des  trois  plans  principaux  du  centre  du  solide, 
et  comme  ces  plans  ne  renferment  que  des  centres  de  radiation  plane 
normale,  il  s’ensuit  que  les  solides  en  general  n’admettent  aucun 
centre  de  rayonnement  absolu  et  ttniversel.  Le  cas  exceptiooel  a 
cet  egard  a ete  signal£  plus  haut. 

13. 

Pour  determiuer  les  axes  permaneuts  de  rotation  d?un  Systeme 
mat&iel  plan , relatifs  a nn  point  fixe  ( O)  du  plan , on  fern  passer 
par  ce  point  deux  axes  rectangles  ( Ot r,  Oy)  paralleles  aux  axes  prin- 
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cipaux  (Ix’ylf/),  et  en  designant  par  g>  I'angle  inconnu  de  Taxe 
cherchd  avec  Oa. ?,  et  par  S,  T les  coordoundes  de  ( O)  relatives  a 
Jx\  Jy',  ou  ce  qui  revient  au  mdme  ici,  celles  de  I relatives  a Os r, 
Oy , ou  aura: 

A „ . *MST 

taug  29>  — b)+m{T*— s*y 

* 

Pour  avoir  taug  2qp  = $,  il  faudra  donc  poser  a la  fois: 

JMST=  0,  A — 


Soit  A>  B,  et  posons  en  consdquence  T=0;  d’oü  Ton  tire: 


11  s’ensuit  de  la  que  pour  tout  Systeme  materiel  plan  il  existe  sur 
faxe  du  momeut  d'inertie  maximuin  central  du  plan  deux  foyers  de 
radiation  plane  conjugues.  11  est  bien  eotendu  que  le  3eme  axe 
permanent  est  uuique  ou  isole  et  normal  au  plan.  L’exemple  de  la 
surface  elliptique  homogene  est  bien  remarquable  ici.  En  eilet  nom- 
mant  q sa  dcnsitd,  «,  b les  demi-axes  principaux  du  centre,  on 
obtient: 


Az=.\nqa%b,  B = \Ttqab* ; M ee  nqab  » 

ce  qui  donne: 

S = ± K öl  — Ä*. 

Ainsi  les  foyers  mdcaniques,  ou  les  centres  de  radiation  plane 
de  la  surface  elliptique,  se  trouvent  places  sur  le  petit  axe  de  la 
figure,  de  la  mdme  mauiere  dont  les  foyers  gdometriques  ou  op- 
tiques  de  la  courbe  sont  ranges  sur  le  grand  axe. 

On  peut  encore  ddmontrer  facilement  que  pour  un  point  fixe 
(0)  pris  sur  l’un  des  deux  axes  d’iuertie  d’unc  surface  plane  ma- 
terielle les  trois  axes  permanents  sont  constamment  paralleles  a eux 
meines  et  a ceux  du  centre;  qu’enfin  le  lieu  des  centres  de  paral- 
ldlisme  d’axes  permanents  dans  le  plan  est  une  hyperbole. 


14. 

• « 

Sur  le  plan  d’inertie  central,  comprenant  les  axes  des  moments 
maximuin  et  moyen,  decrivons  l’elüpse,  lieu  des  foyers  de  radiation: 

(B  — C)ST>  + (A—  C)T*  — {~  ~ 

\ 

et  concevons  en  un  point  quelconque  du  perimetre  curviligne  un 
Systeme  d’axes  rectangulaires,  l’un  Ox  tangent  a la  courbe,  l’autre 
Oy  normal,  et  le  3eme  0%  parallele  a /*'.  Si  Ton  denote  par  a$ 
b,  c les  trois  angles*  d’une  droite  quelconque  OK  avec  ces  axes  • 
coordonnds  et  par  fp*dm  ou  pa r2.aip%  le  moment  d’inertie  du  so- 
lide par  rapport  a OK,  on  aura  en  nommant^',,  B\,  C\  les  trois 

13* 
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moments  d’inertie  du  solide,  relatifs  aux  axes  permanents  Oi v, 
Oy,  Ox: 

2 . mp * =s  A x cos*  a B , cos*  b •+-  C\  cos*  c. 

Si  Fon  appelle  r\'  l’auglc  de  Faxe  Ox  avec  Faxe  Ix*,  on  aura: 

B*  j/f 

tang’  if  ss-j,  co81i|'  = ^,  + g.; 

. / 

et  si  rj  exprime  Fauglc  de  la  normale  Oy  avec  Ix,  il  vient: 

A , R 

tang*  rj=:jp,  cos*  7]  = A + K 

0 

Or  en  concevant  par  le  centre  I deux  axes  Iu,  Iv  paralleles  a 
Ox,  Oy,  respectivement,  on  aura  le  moment  d’inertie  relatif  a Iu 
egal  a: 

A cos*  tj'-f-  B cos*  rj,  car  cos(*#/*)=:0; 
et  celui  relatif  a Iv  dgal  a: 

A cos*  q-H  B sin*  ij ; *. 
et  par  Substitution  ces  quantitds  deviendront: 

AA  + BK 


A + B 


pour  Iu, 


AK  AB  . 

pour  Iv 

Pour  obtenir  maintenant  les  valeurs  de  A\,  B, , on  n’a  qu’a 
ajouter  aux  prdcddentes  le  produit  de  la  masse  par  le  quarrd  de  la 
distance  p entre  Iu,  Ox,  et  par  celui  de  la  distance  q entre  Iv 
et  Oy.  Mais  on  a: 

pi — (A  — Q(B  C) » — T* ®* 

p M[(A  — C)2T*  + (B  — C)*S *1  ’ * “ ^ p ’ 

N 

d’oü  Fon  tire: 


A\  = + Mp2  ....( Ox), 

et  Fon  aura  ensuite  pour  C\ : 

Cr x C •Ar  j/1*). 

11  n’y  aura  plus  qu’a  substituer  ces  valeurs  de  A\,B’l,C\  dans  l’d- 
quation  premiere  pour  avoir  le  moment  2. mp2. 

Si  Fon  tient  compte  de  la  relation  entre  S et  T,  on  trouvera 
aisdment : 
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U-CHB-C) 

' — r+ß-  > 


«l’oii: 


A\  = 


AA  -b  BB  — (A  — C)(ß  — C) 
A-\-B  > 

a,  _AB'  + AB  + (A  — C)(B -C) 
A+ir 


M(8'  +•  7’"); 


de  la  od  coDclut  aussi: 


A\  4-  B\  C\  = C-h  2M(S'  T2),  ‘ 

♦ 

ce  qui  exprime  une  propridtd  facile  a enoncer  en  langagc  ordi- 
naire.  x % 

Pour  avoir  le  moment  d’iuertie,  relatif  a une  droite  OK,  situee 

dans  le  plan  de  rayonnement  normal  a la  conique,  on  fera: 

* 

cos  a ==  cos  & . cos  r],  cos  h ==  cos  & . sin  r\ , cos  c = sin  &,  . 

* 

ce  qui  donne: 


cos  b = cos  & . 


2 (A\  B‘  -f-  B\  A')  4-  C' sin1 

Donc  le  moment  d’inertie  relatif  a cette  position  particuliere  de 
OK  change  avec  son  inclinaison  sur  le  plan  principal  (a/tf),  et 
cependant  toutes  les  lignes  en  ( 0 ) situees  dans  le  plan  normal  sont 
des  axes  permanents  de  rotation.  11  n’est  donc  pas  exact  de  suppo- 
ser,  comme  on  le  fait  dans  la  thdorie  ordinaire,  que  les  lignes 
droites,  pour  dtre  axes  permanents  de  rotation  en  un  point  quel- 
conque,  doivent  correspondre  a des  moments  d’inertie  egaux  entr’eux. 
L’hypothese  rdciproque  serait  egal  eine  nt  erronnde,  puisque  l’on  a ddja 
reconnu  plus  Laut  des  axes  a moments  egaux  qui  ne  sont  point  des 
axes  permanents. 

Si  l’on  considere  t’un  des  sommets  du  grand  axe  de  la  courbe, 
on  aura:  MS*  = A — C,  T=  0,  A'  =r=  0,  B'  = C — B ; purtant 
A'+ß'~  C — B,  et  A\=ß~hA—  C,  B\=A , C\=A\ 
ce  qui  est  evident  aussi  par  la  transformation  directe,  parcequ’alors 
Oy  coincide  avec  Ja/.  Par  rapport  a la  droite  en  ce  sommet,  situd 
dans  le  plan  (#',«'),  le  moment  d’inertie  devient: 

2 . mp*  = A •+■  (B — C)  cos*  &. 

Au  contraire  Jiour  une  droite  en  ce  sommet,  dirigec  d’une  maniere 
quelconque,  on  doit  avoir: 

mp2=:(ß-t-A — C)coa*a-\-A  cos  *b-+-A  cos  zc=zA-\-{B — C)coz*a. 
Ainsi  toutes  les  gendratrices  d’une  surfacc  conique  concentrique  a 


cos  a 


cos 


\ 


i 


L 
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1a  tangentc  a la  courbe  parallele  a Jy\  et  ayant  son  summet  a Fun 
des  sommets  du  grand  axe  repondent  ä des  moments  d’inertic  ögaux; 
et  cependant  aucune  de  ces  gdueratrices  n’est  doude  de  la  propriete 
d’un  axe  permaneut.  Pour  cliaque  sommet  du  petit  axe  de  la  courbe 
on  a: 

■2? . mp’2  = B -4-  (A  — C)  cos2  «, 

' • • . 

ce  qui  repond  a une  propriete  analogue.  Pour  les  tangentes  aux 
quatre  sommets  Ja  valeur  commune  du  momeut  d’inertie  sera -df B 
— C.  On  pourra  rdpeter  les  calculs  precedents  pour  Fliyperbole  de 
radiation,  et  pour  tout  axe  de  Fespace,  passant  par  un  sommet  de 
la  courbe,  on  trouvera: 

2 . mp 2 ==  B cos*  a -f—  A sin2  a, 

ce  qui  suppose  le  plan  des  axes  maxi  in  um  et  minimum  daos 
celui  des  ( x'y').  De  la  on  ddduit  encore  Fanalogue  d’une  conclusion 
deja  etablie. 


15. 

Supposons  que  le  point  fixe  (O)  soit  situe  d’une  maniere  quel- 
conque  sur  Fun  des  trois  axes  principaiftx  du  ceutre,  sur  Ix'  par 
cxemple.  On  autai  donc: 

* ' a'a"(2 . my 2 — - . = 0, 

* s * aa"(2 . mx'2  — 2 . mx’2 ) = 0, 

. mx’2  — ~ . my’2 )=0; 

et  coonne  pour  des  formes  quelconques  de  solides  oti  n’a  pas  dgalite 
entre  les  quantites  — ,mx’2^  2.my’2i  J.m'*,  on  devra  poser  simple- 
meut: 

aa ' = 0,  aod’  = 0,  a’ar  0. 

« 

Ces  equations  de  condition  ne  sauraient  etre  remplies  que  par  l’hy- 
pothese  de  Fegalitd  a zdro  de  deux  quelconques  des  trois  quantites 
a,  a".  On  conclut  de  la,  couformement  a ce  que  Poisson  a re- 
connu  par  une  autre  voie,  que  pour  tout  poiut  situe  sur  Fun  des 
trois  axes  d’inertie  d’un  solide,  Fun  des  trois  axes  permanents  coin- 
cide  toujours  avec  cet  axe  meine.  Mais  contrairement  a son  asser- 
tion,  les  deux  autres  axes  permanents  en  ce  point  sont  paralleles 
respectivement  aux  deux  autres  axes  d’inertie,  car  en  dirigeant 
Faxe  Oi v suivant  Ix  qui  renferme  (Ö),  et  faisant  Oyy  Ox  paral- 
leles a ly,  /s,  on  aura  pour  un  point  materiel  quelconque  y=zy\ 
et  %=:%':  partant  2.myx  -=z2  .my’z’  = 0;  et  comme  on  a deja  Ox 
permanent,  il  s’ensuit  a lu  fois  2.my%  =0,  2 .mxx=:0}  2 . mxy =0  • 
c’est  ce  qu’on  pourrait  aussi  deinoutrer  eucore  par  d’autres  moyens. 

ie. 

Continuons  a placer  le  poiut  fixe  (O)  sur  Fun  des  trois  axes 
d’iuerlie,  sur  Ix  par  exemplc,  et  admettons  que  le  solide  soll  de 
Evolution,  partant  qu’il  ait  ses  deux  momeuts  d’iuertie,  relatits  aux 
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axes  ly , Ix,',  dgaux  entr’eux:  deslors  tous  les  axes  dans  Ic  (»lau 
(*//*' ) seront  des  axes  d’inertie.  Donc  puisquc  les  deux  lignes 
Oy,  0%  paralleles  a cos  axes  sont  permanents,  et  que  dans  le  plan 
(y'1%)  chaque  axe  d’inertie  ly  reste  arhitraire  de  direction,  il  eu 
est  de  nidme  de  la  direction  de  Oy,  0%  dans  le  plan  (y,  x).  Oh 
conclut  de  la,  que  quaad  un  solide  a deux  momeuts  d’inertie  prin- 
cipaux  du  centre  dgaux,  un  point  quelconque  de  Taxe  d’inertie 
a moment  inegal  est  un  foyer  de  radiation  plane  d’axes  permanents, 
tous  situes  dans  un  plan  normal  eu  ce  point  a l’axe,  ou  pour  le 
dire  plus  abreviativeinent,  c’est  un  foyer  de  radiation  plane  uormule 
d’axes  permanents.  Cette  propriete  reproduit  celle  du  No.  10.  rela- 
tive aux  solides  de  premidre  classe. 

Remarque.  Nous  terminerons  cette  dissertation,  en  suppri- 
mant  quelques  developpenients  et  detaiis  qui  ne  nous  paraissent  pas 
d un  intdret  Capital;  mais  il  nous  reste  a faire  une  derniere  Obser- 
vation, et  a reparer  une  omission.  Les  deux  sommets  de  l’ellipse 
de  radiation,  relative  aux  extremites  de  son  grand  axe,  son  situes 
sur  Taxe  du  moment  d’inertie  maximum,  aux  distances  du  centre 


±v 


— — ; mais  ce  mdme  axe  renferme  les  deux  sommets  de  Pby- 


i / 4 (j 

perbole,  distants  du  ceutre  des  quantitds  dtz  y — jf~:  deux  ex- 


trdmitds  du  petit  axe  de  Pellipse  se  trouvent  au  contraire  sur  IVvc 
du  moment  moyen.  Concluons  de  LH  que  dans  tout  solide  l’axe 
central  du  moment  d’inertie  maximum  renferme  deux  couplcs  de 
foyers  conjugues  de  radiation  plane  normale,  exprimes  par  les  di- 
stances d = & = dh.  taudisque  Taxe  moyen 


ne  renferme  qu’uu  Systeme  uuique  de  foyers  conjuguds,  doune  par 
la  distance: 


ß — C 


M 


17. 


Notice  bistorique.  Scgner  a le  premier  recouuu  l’existencc 
des  axes  principuux  et  des  axes  permanents  de  rotutiou,  qui  tut  en* 
suite  ddmontrde  par  rimuiorlel  Euler.  Sa  demonstration  analytique  se 
trouve  reproduite  avec  plus  ou  moius  de  inodiücations  par  les  gdo- 
me  t res  mdcanicieus  plus  recents,  Laplace,  Prony,  Poisson,  etc.  La 
methode  de  Laplace  nous  parait  plus  rigoiireuse  que  celle  de  Pois- 
sou,  cn  ce  qu’il  fait  voir  d’ubord  l’exisieuce  des  trois  axes  priuci- 
paux,  pour  eu  couclure  ensuite  la  rdalite  des  trois  raciues  de  l’e-» 

Suutiou  du  3dme  ddgrd;  tandisque  Poisson  adinet  par  une  espece 
e reductiou  a l’absurde  la  rdalitd  des  trois  raciues  pour  en  conclure 
l’existence  des  axes  principaux,  ce  qui  nous  semble  laisser  quelque 
chose  a desirer.  Ü’ailleurs  cette  derniere  moniere  de  proedder  n’est 
pas  entierement  conforme  a l’esprit  de  l’analyse,  en  ce  que  Ton 
admet  d’abord  l’existeuce  de  ces  axes,  pour  !u  vdrilier  eusuite  par 
le  calcul;  ensuite  eile  offre  l’incouvduient  de  rendre  solidaires  eu- 
tr’eux  ces  trois  axes  et  de  uc  pouvoir  les  delinir  que  par  les  ex- 
pressious  anu!ytiques~  .mxy  ===  0,  in.vx  = 0,  2.Myz=z  0.  D’un 
autre  edle  uous  faisons  coutre  cette  methode  une  < objection  que 
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uoub  reproduisons  ici , sans  pretendre  toutefois  qu’elle  soit  fondde. 

II  nous  parait  que  2a  rdalitd  des  trois  racincs  de  L’dquation  du  3eme 
degre  a Ia  quelle  ou  parvient  dans  toutes  les  metbodes  est  impossi-  . 
ble  a prouver;  et  il  se  peut  mdme  dans  de  certains  cas  qu’il  n’y 
ait  qu’une  racine  reelle,  fen  effet  les  coefficients  des  termes  de  l’e- 
quation  depcndent  des  coostantes  a , b , c,  ft  g,  h les  quelles  dd- 
pendeut  elles-memes  des  dimensions,  de  la  forme  et  de  la  masse  du 
Systeme  et  de  la  dispositioo  des  axes  coordonoes  fixes  aux  quels 
il  est  rapporte:  il  se  peut  donc  que  ces  axes  se  trouvent  disposds 
de  faqou  que  Tdquation  de  condition  entre  constantes  qui  doit  etre 
remplie  pour  rendre  deux  racines  imaginaires  soit  en  eftet  satisfaite, 
mais  deslors  on  aurait  un  axe  principal  seulement,  ce  qui  dans  la 
definition  purement  analytique  est  absolument  ddpourvu  de  signifi- 
cation.  Dans  sa  mecanique  analytique  Lagrange  traite  aussi  la 
question  des  axes  principaux;  mais  loin  de  les  rendre  solidaires  en- 
tr’eux  il  demontre  d’abord  par  ses  formules  gdnerales  du  mouvement 
de  rotation  des  solides  l’existence  d’un  axe  de  libre  rotation,  et 
ddduit  ensuite  facilement  les  deux  autres  de  la  mdme  analyse. 

Dans  un  mdmoire  insere  dans  lejournal  de  l’ecole  polytechnique 
M.  Binet  traite  la  question  par  une  mdthode  fort  gdndrale  dont  nous 
ne  saurions  ici  donner  Tidde;  et  le  premier  il  a ddcouvert  cettc 
belle  propridtd  de  Tellipse  et  de  Tbyperbole  de  radiation  que  Ton 
a etablie  ci  - dessus.  Plus  tard  Ampere  s’est  occupd  de  la  mdme 
question  dans  les  nouveaux  memoires  de  Tinstitut  de  France;  et  ses 
resultats  sont  pour  la  plupart  identiques  a ceux  de  M.  Binet;  sa 
mdtliode  est  plus  gdomdtrique,  mais  Tenoncd  des  propridtds  qu’il 
etablit  devient  embarrassant  et  quelque  fois  meme  fort  difficile  a 
bien  saisir.  De  plus  aucun  de  ces  illustres  maitres  ne  s’etait  occupd 
de  la  ddtermination  des  axes  permanents  par  rapport  aux  axes  prin* 
cipaux  ddja  censes  connus.  Ainsi  donc  dans  notre  maniere  de  voir 
il  y avait  encore  des  difticultes  a vaincre  et  des  conclusions  nou- 
velles  a etablir,  conclusions  qui  devaient  resulter  de  cette  determi- 
nation.  En  commen^ant  notre  tacbe  nous  avions  pour  but  de  faire 
une  thdorie  generale  complete  des  axes  principaux  et  permanents, 
une  tbdorie  susceptible  de  comprendre  toutes  les  propridtds  connues 
et  nouvelles  de  ces  axes,  et  de  figurer  en  mdme  temps  dans  Ten* 
seignement  ordinaire  de  la  mecanique.  Nous  allions  oublier  de  par- 
ier de  M.  Caucby  qui  a traitd  la  question  des  axes  principaux  par 
une  metbode  gdometrique  remarquable  de  simplicitd  et  que  dans 
Tenseignement  on  j)Ourrait  prefercr  a toute  autre  marche,  quand  on 
aurait  peu  de  temps  a consacrer  a cette  matiere:  en  outre  plus  re« 
cemment  dans  le  journal  matbdm.  de  M.  Liouviile,  M.  Gasebeau  a 
montrd  le  moyen  de  ddduire  de  l<a  les  deux  sections  coniques  de  ra- 
diation; de  sorte  qu’il  scrait  maintenant  facile  de  faire  de  cela  un 
tout  bien  homogene  qui  suppose  toutefois  Texistence  des  diametres 
coujuguds  rectangles  des  surfaces  du  secoud  ordre.  Mais  nous  ne 
croyons  pas  que  notre  trovail  devienne  par  la  inutile,  et  c’est  ce 
qui  uous  a decidd  a le  livrer  a la  publicitd. 
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XII. 

Ueber  Euler’s  Princip  der  Differenzialrechnung, 
ein  Zusatz  zu  des  Herrn  Dr.  Gerhardt  Aufsatz 
im  II.  Band,  2.  Heft  des  Archivs  für  ' 
Mathematik  und  Physik. 

Von 

Herrn  Doctor  Ludwig  Felix  Oftcrdingcr 

I 

zu  Tübingen. 


9 


Die  Derivations- Methode  fand  bei  den  Deutschen  solchen  An- 
klang, dass  sie  in  fast  allen  Lehrbüchern  der  Differenzialrechnung 
iu  Grunde  gelegt  wurde,  und  gilt  jetzt  noch  bei  manchem  Mathe- 
matiker als  die  wahre  Grundlage  des  höheren  Calculs.  Es  ist  dies 
am  so  auffallender,  als  Euler0)  schon  vor  Jahren  gezeigt  hat,  wie 
jenes  Princip  nicht  die  Grundlage  eines  wissenschaftlichen  Gebäudes 
sein  kann,  als  ferner  Lagrange  selbst  in  seiner  Mdcaniaue  analy- 
tique  jenes  Princip  nicht  weiter  anwenden  wollte,  als  endlich  Cau- 
chy  dos  wahre  Princip  mit  einer  Wissenschaftlichkeit  und  Elegunz 
aufstellte , welche  ihm  den  Beifall  aller  wissenschaftlichen  Mathe- 
matiker verschaffte.  Es  war  daher  von  Herrn  Dr.  Gerhardt  sehr 
verdienstlich,  dass  er  die  Sache  in  dem  Archiv  für  Mathematik  und 
Physik.  (II.  2.  200.)  zur  Sprache  gebracht  hat  und  das  wahre,  ein- 
zig wissenschaftliche  Princip  der  Differenzialrechnung  klar  aus  ein- 
ander setzte00);  aber  eben  wegen  der  Wichtigkeit  der  Sache  möchte 
ts  erlaubt  sein,  einen  Vorwurf  zu  beseitigen,  welcher  einem  der 


*)  Euler  institutiones  calculi  differentialis. 

H t 

An  der  Tübinger  Universität  wurde  noch  im  Jahre  18*2  folgende  Preisr 
aufgabe  gegeben:  „die  Erfahrung  lehrt,  dass  die  Methode  des  Un- 
endlichk  leinen,  selbstständig  vorgetragen,  für  den  Anfänger  etwas  seh- 
Mysteriöses  hat,  und  dass  ihm,  wenn  auch  dieses  durch  Gründung 
derselben  auf  die  Ablcitungsmethode  vermieden  wird,  die  Sicherheit  der 
Anwendung  in  allen  Fällen  zweifelhaft  erscheint,  in  welchen  er  nicht 
im  Stande  ist,  die  Ableitungsinethode  der  Methode  des  Unendlichklei- 
neu  zu  subsdtuiren.  Da  nun  die  letztere,  ihrer  Kürze  wegen,  in  den 
Schriften  über  angewandte  Mathematik  die  herrschende  ist,  ihre  Uebcr- 
tragung  iu  die  Ableitungsinethode  aber  noch  in  manchen  Fällen  Schwie- 
rigkeiten darbietet,  so  würde  die  Beseitigung  dieser  Schwierig- 
keiten ein  verdienstliches  Werk  sein.  Die  Fakultät  macht  daher  das- 
selbe zur  Aufgabe  mit  dem  Wünsche,  dass  bei  Lösung  derselben  das 
Gehrbuch  der  Mechanik  von  Poisson  besonders  berücksichtigt  werde.” 
Diese  Aufgabe,  in  einer  Stadt  gegeben,  in  der  L’Huilier  seine  p rin- 
cipiorum  calculi  differentialis  ct  iutcgralis  expositio  eie- 
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grössten  Mathematiker  gemacht  wird.  Herr  Dr.  Gerhardt  sagt  näm- 
lich pag.  202: 

„öhngcachtet  dieser  Vorgänge  entbehrte  doch  noch  das  um  diese 
,.Zeit  im  Jahre  1755  abgefasste  Lehrgebäude  der  Differenzialrech- 
nung unseres  unsterblichen  Euler  die  feste  Begründung  durch 
„die  Grenzmethode,  aber  er  setzte,  in  der  üeberzeuguug,  dass  vor 
„allen  Dingen  die  so  vagen  unendlich  kleinen  Grössen  aus  der  Dif- 
ferenzialrechnung entfernt  werden  müssten,  mittelst  eines  kühnen 
„Gewaltstreiches  dieselben  =0  und  legte  diesen  Nullen  einen 
„intensiven  Werth  bei.  Nach  seiner  Meinung  müsse  man  auf  ihre 
„Entstehung  Rücksicht  nehmen,  dann  dürften  sie  auch,  je  nachdem 
„sie  aus  einer  grossem  oder  kleinern  Grösse  entstanden  wären, 
„einen  verschiedenen  Werth  unter  einander  haben,  obgleich 
,,sie  durch  dasselbe  Zeichen  dargestellt  würden.  Diese  Annahme 
„veranlasste  aber  bei  der  Bestimmung  der  Differenziale  vielfache 
„Schwierigkeiten,  zumal  da  Euler  durch  die  Differenzenrech- 
„nung  und  mittelst  der  Entwickelung  der  Functionen  in  Reihen 
„dahin  gelangen  wollte,  und  in  der  Tbat  ist  die  Dunkelheit  und, 

' „Unverständlichkeit,  die  in  den  ersten  Capiteln  der  Euler’schen 
„Differenzialrechnung  herrscht,  eine  merkwürdige  Erschei- 
nung für  jeden,  der  mit  der  äusserst  lichtvollen  Darstellung 
„Eulers  vertraut  ist.” 

Es  ist  diese  Ansicht  über  Eulers  Differenzialrechnung  nicht  neu, 
denn  schon  im  Jahre  1786  hat  sich  W.  J.  G.  Karsten  in  seinen 
mathematischen  Abhandlungen.  Halle  1786.  pag.  92  seq.  ver- 
anlasst gesehen,  gegen  dieselbe  zu  schreiben.  Wäre  das  Werk  von 
Karsten  der  jetzigen  Generation  so  bekannt  als  das  Archiv,  so 
könnte  man  einfach  darauf  verweisen,  so  aber  wird  es  nicht  uiraö- 
thig  sein,  an  der  Hand  des  Euler’schen  Werkes  das  Irrige  obiger 
Behauptung  zu  zeigen. 

Euler  eröffnet  die  Vorrede  mit  der  Frage:  quid  sit  calculus  dif- 
ferentialis,  atque  in  genere  analysis  inlinitorum?  Er  beantwortet 
diese  Frage  dahin:  dass  eine  Antwort  nicht  möglich  sei,  so  lange 
nicht  bestimmte  Begriffe  vorher  festgestellt  seien,  daher  er  zuerst 
die  Begriffe  von  Function  aus  einander  setzt.  Ferner  sei  y = 
und  ac  wachse  um  ca,  so  muss  y um  % wuchsen,  und  es  ist  also  • 
* = 2^rw  + ca2 , also  s : (o  =r2.r-f-  to  : 1.  Ebenso  kann  man  in 
allen  andern  Fällen  beide  Incremente  vergleichen,  ja  sogar, 
wenn  w,  also  auch  % wieder  verschwinden,  wo  x:?v  = 2a::l  sich 
verhalte.  Jetzt  erst  gab  Euler  eine  Antwort  auf  obige  Frage;  er 
sagt,  die  Differenzialrechnung,  qui  est  metbodus  determinandi  ra- 
tionern  incremeniorum  evanescentium , quae  functiones  quaecunque 
accipiunt,  dum  quantitati  variabili,  cujus  sunt  functiones,  incremeo- 
tum  evanescens  trihuitur.  — Calculus  igitur  differentialis  nou  tarn 
in  bis  ipsis  incrementis  evanescentibus,  quippe  quae  sunt  nulla, 
exquirendis,  quam  in  eorum  ratione  ac  proportione  inutua  scrutanda 
occupatur;  et  cum  hae  ratioues  finitis  quantitatibus  exprimantur,  etiain 


mentaris  vor 49  Jahren  und  Bohnenberger seine  Anfangsgründe  der 
höheren  Analysis  vor  33  Jahren  geschrieben  hat,  und  welche  den 
jetzigen  Stand  der  Wissenschaft  völlig  ignorirt,  daher  vor  30  Jahren, 
aber  nicht  jetzt,  an  derZeit  gewesen  wäre,  konnte  natürlich  keine  be- 
friedigende Lösung  erhalten,  und  der  Verf.,  der  sich  mit  der  Lösung  dieser 
Aufgabe  abnnjhtc,  konnte  nicht  einmal  eines  Lobes  theilhaftig  werden. 
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hie  calculus  circa  quantitates  finitas  versari  est  censendus.  Quam  vis 
enim  praecepta,  uti  vulgo  tradi  solent,  ad  ista  incrementa  evauescentia 
definienda  videautur  accomodata;  nunquam  tarnen  ex  iis  absolute  spe- 
ctatis,sed  potiussempcrexeorumrationecouclusionesdeducuntur0).  Die 
verschwindenden  Incremente,  fährt  Euler  fort,  heissen  Differenziale, 
auch  unendlich  kleine  Grössen,  die  der  Natur  der  Sache  nach  gleich 
0 gesetzt  werden  müssen,  was  in  einem  Beispiel  gezeigt  wird,  wobei 
aber  Euler  bemerkt,  dass  man  ja  nicht  glauben  müsse,  die  Differenzial- 
rechnung gebe  Regeln,  die  Differenziale  zu  finden,,  sondern  nur  ihre 
Verhältnisse,  welche  endliche  Grössen  seien.  Cum  autem  hoc  modo, 
qui  solus  est  ratioui  consentaneus,  principia  calculi  differentialis 
stabiliuntur,  omnes  obtrectationes , quae  contra  hone  calculum  pro- 
ferri  sunt  solitae,  sponte  corruunt;  quae  tarnen  summam  vim  retiue- 
rent,  si  differentialia  seu  infinite  parva  non  plane  annihilarentur. 
Pluribus  autem,  qui  calculi  differentialis  praecepta  tradidere,  visum 
est  differentialia  a nihilo  absoluto  secernere,  peculiaremque  ordinem 
quantitatum  infinite  parvarum,  quae  nqn  penitus  evanescant,  sed  • 
quantitatem  quandam,  quae  quidem  esset  omni  assignabili  minor,  re* 
tineunt,  constituere:  bis  igitur  jure  est  objectum,  rigorem  geome- 
tricum  negligi  et  conclusiones  inde  deductas,  propterea  quod  hu- 
jusmodi  infinite  parva  negligerentur,  merito  esse  suspectas:  quan- 
tumvis  enim  exigua  haec  infinite  parva  concipiantur , tarnen  nou 
solum  singulis,  sed  etiam  pluribus  atque  adeo  innumerabilibus  simul 
rejiciendis,  errorem  tandem  inde  enormem  resultare  posse  *•).  Es 
zeigt  nun  Euler,  dass  der  Sache  durchaus  nicht  geholfen  sei,  wenn 
man*  die  Uebereinstimmung  der  Resultate  mit  denen  anführe,  welche 
durch  scharfe  geometrische  Schlüsse  gefunden  worden  seien,  denn 
ein  Irrthum  könne  den  andern  nicht  aufheben,  vielmehr  werde  die 
Sache  nur  noch  verdächtiger.  Wenn  die  Differenzial-  oder  unend- 
lich kleinen  Grössen  wirkliche  Nullen  seien,  so  entstehe  allerdings 
die  Frage,  wie  sie  mit  einander  verglichen  werden  können,  worüber 
Euler  sagt:  incrementum  quantitatis  .r,  quod  in  genere  indicavimus 
per  w,  ad  incrementum  quadrati  a:2 , quod  est  2,ra> o>a,  rationem 
habet  ut  1 ad  2^r  + b>,  quae  semper  differt  a ratione  1 ad  2^r,  nisi 
sit  (0  = 0;  at  si  statuainus  esse  io  = 0,  tum  demum  vere  affirmare 
possumus  banc  rationem  fieri  exacte  ut  1 ad  2.z\  Interim  tarnen  per- 
spicitur,  quo  minus  illud  incrementum  w accipiatur,  eo  propius  ad  ' 
hanc  rationem  accedi;  unde  non  solum  licet,  sed  etiam  naturae  rei 
conveuit,  haec  incrementa  primum  ut  finita  considerare,  atque  etiam 
in  figuris,  si  quibus  opus  est  ad  rem  illustrandam , finite  repraesen- 
tare;  deinde  vero  haec  incrementa  cogitatione  contiuuo  miuora  fieri 
■ concipiantur,  sieque  corum  ratio  continuo  magis  ad  certum  queudam 
limitem  appropinquare  reperietur,  quem  autem  tum  demum  attingant, 
cum  plane  in  nihilum  abierint.  Die  autein  limes,  qui  quasi  ra- 
tionem ultimam  incrementorum  illorum  constituit,  verum 
est  objectum  calculi  differentialis;  cujus  igitur  prima  funda- 
menta  is  jecisse  existimandus  est  cui  primum  in  mentem  veuit,  has 
rationes  ultimas,  ad  quas  quantitatum  variabilium  incrementa,  dum 
continus  inagis  diminuuntur,  appropinquant,  et  cum  evaneseuut,  tum 
demum  attiugunt,  contemplari 0*0). 


9)  Pag.  VIII.  und  IX. 

Pag.  XI. 

0M)  Pag.  XIV.  . 

/ t 
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Diese  Sätze,  welche  Euler  noch  weiter  ausführt,  sind  ebenso 
lichtvoll  geschrieben  als  alles  andere,  was  aus  der  Euler’scben  Fe- 
der geflossen  ist;  sie  geben  dem  III.  Cap.  der  inst,  calcul  diff.  ein 
ganz  anderes  Aussehen,  als  es  ohne  dieselben  hat;  denn  wenn  jetzt 
Euler  die  Differentiale  =0  setzt,  wenn  er  denselben  verschiedene 
Wertbe  beilegt,  so  hat  er  deutlich  gesagt,  auf  welche  Art  diess  zu 
verstehen  sei,  nirgends  ist  ein  „Gewaltstreich”;  die  Dunkel-  " 
beiten  und  Unverständlichkeiten  in  dem  ersten  Capitel  des 
Eulerschcn  Werkes  verschwinden,  so  wie  die  Vorrede  genau  stu- 
dirt  ist.  Der  einzige  Vorwurf  möchte  Euler  gemacht  werden  kön- 
nen, dass  er  das,  was  er  in  der  Vorrede  gesagt  hat,  nicht  als 
den  Anfang  des  III.  Cap.  gesetzt  bat;  denn  die  Vorrede  wird  häufig 
entweder  gar  nicht  oder  nur  oberflächlich  gelesen,  und  deswegen 
wurde  Euler  von  so  vielen  missverstanden  und  manches  für  dunkel 
und  unverständlich  gehalten,  was  klar  ist,  so  wie  man  die  in  der 
Vorrede  erklärten  Begriffe  mitbringt. 


XHI. 

Ueber  einige  merkwürdige  bestimmte  Integrale. 

* 

\ Von 

» 

Herrn  Doctor  O.  S'clilö milch 5 

Privatdocenten  an  der  Universität  zu  Jena. 

* 


Von  dem  berühmten  Fourier’schen  Theoreme: 


f cos  f(t)  cos  utdt  = ~ f(a ) T a ^ 0 

,/\  sin  auduj'^  f(t)  sin  utdt  = ~/(a) , o > « 


(») 

(2) 


lässt  sich  bekanntlich  eine  wichtige  Anwendung  zur  Entdeckung 
bestimmter  Integrale  machen.  Wählt  man  nämlich  die  Function  f 
so,  dass  sieb  die  jedesmalige  erste  Integration  nach  t , nämlich 


cos  utdt 


oder«Ä  /w 


I 

i 

i 


sin  utdt. 


• in  welcher  u als  Constante  figurirt,  ausführen  lässt,  so  bleibt  noch 
eine  zweite  Integration  übrig,  für  welche  a als  constant,  n als  ver- 
änderlich angesehen  wird.  Diese  lässt  sich  sehr  oft  nicht  bewerk- 


J 
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stelligen,  aber  man  kennt  schon  ihren  Werth,  nämlich  und 

auf  diese  Weise  gelangt  man  zur  Kenntniss  eines  bestimmten  In- 
tegrales , das . man  nicht  leicht  auf  anderem  Wege  finden  würde. 
Eine  der  einfachsten  und  bekanntesten  Annahmen  dieser  Art  ist 
— et 

die:  f(d)=ze  . Man  hat  dann. 


£ oo  n 

Jü  f(t)  cos  utdt  =J0  e cos  utdt=  1~  -^, 

fify  sin  utdt  = J ^ e sin  utdtz=z 


1-1 -u* 

und  durch  Substitution  in  die  Gleichungen  (1)  und  (2): 


cos  au 


/o‘r^Ä=iK’  “=°  (*) 

i 

sin  au  , n -a 

0 T^rf"  = 2 e - “>°  W 


X 


und  wenn  man  aß  für  a setzt  und  « = - — nimmt: 

p 

/7^S^=F‘.  -2«  » 

y’*®#  sin  n —aS  gA 

o ß'+x'd*  = '»e  » “>°-  (•)  ■ * . 

So  leicht  man  hier  zu  diesen  wichtigen  Integralen  gelangt  ist,  so 
schwer  schien  es,  die  Werthe  der  ähnlich  gebildeten  Integrale 

y'°°u  cos  au  , , /**  sin  . 

•= rdu  und  / 7— — »fl» 

oI-i-m*  ^0  1+«’ 


aufzufinden,  wenigstens  ist  dieses  Problem  bisher  ungelöst  geblie- 
ben. Es  kommt  offenbar  bloss  darauf  an,  eine  Function  f zu  fin- 
den, welche  die  Eigenschaft  hat,  dass 

^ f(t)  cos  Utdt  = (7) 

oder  auch 

\ 

- ; (8) 

ist,  wobei  k einen  constanten  Factor  bedeutet.  Dergleichen  Func- 
tionen  nun  sind  folgende: 

f(t)  = «+*Ii(«r-< f)  ■+•  e~* *li  (*+*),  für  Gleichung  (7) 

und 

f(t)  = e-^t\i(e-t)  — 6— 1 Mi  («'+*),  fiir  Gleichung  (8) 

♦ 

wobei  das  Zeichen  li  den  Integrallogarithmus  bezeichnen  soll.  Da 
die  Definition  dieser  Transscendenten  selbst  durch  ein  bestimmtes 
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Integra)  gegeben  ist,  so  werden  obige  Substitutionen  für  f(f)  in  den 
Gleichuugen  (7)  und  (8)  eine  doppelte  Integration  nöthig  machen. 
Diese  würde  unter  Anwendung  der  gewöhnlichen  Formel  für  den 
lntegrallogarithmus  besondere  Schwierigkeiten  darbieten^  die  sich 
aber  gänzlich  vermeiden  lassen,  wenn  man  den  Integrallogaritbmns 
in  eine  andere  Form  bringt. 


I. 

Die  Defiuition  des  Integrallogarithmus  liegt  bekanntlich  in  der 
Gleichung:  ' ’ 

n • =yr  ^ oder  u-p  =/z  w ■' 

* 

• • \ 

Nimmt  man  hier  jczzzpy,  so  wird  y = l,  y = 0,  wenn  a?=p 
und  a:  = 0 geworden  ist.  Ferner  ist  dann  da:'s=zpdy>  Ijc  = lp 
folglich 

*•'*** /•*%&: 

s , , k * 

Für  y~e  wird  ferner  ä = 0 und  * = oo,  sobald  y die  Werthe  1 
und  0 angenommen  hat,  mithin 

* l 

' /*0  dz  . /*“  dz  — * 

e = + pJ0  W—e  . 


Für  p = e~f,  p = e~*-e  wird  hieraus 

dz 

. = + £rxe~. 

9 

Setzt  man  endlich  * = &£•,  so  ist 

«+*/<«-*) *=-Jl  . (0)  . ' . 

✓»<»  thr 

e~t li(6r+-t)  q C10)* 

n * 

* 

Mit  Hülfe  dieser  Formeln  wollen  wir  uns'  nun  an  die  Untersuchung 
der  Integrale 


und 


machen. 


^ [e-K  er-*  /»(e-*-*)}  cos  nt  dt 

[e+t  — e*  sin  vtdt 

0“ 
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11. 


Aus  Formel  (9)  folgt  durch  Multiplication  mit  cos  vtdt  und 
Integration  zwischen  den  Gränzen  * = 0,  o: 

y e+*  cos  vtdt  = -/*  cos  nt  dt  f er-**. 

o o •/  o 1 -\-X 

* 

Da  es  aber  in  einem  bestimmten  Doppelintegrale  mit  zwei  Verän- 
derlichen gleichgültig  ist,  nach  welcher  Veränderlichen  zuerst  inte* 
grirt  wird,  so  können  wir  im  vorliegenden  Falle  die  Integrationen 
in  umgekehrter  Ordnung  verrichten  und  zuerst  nach  t integriren. 
Es  wird  dann 

./ö  co*  «tdt=— jÄ-y;  e-*>  c„a  utat 


— yTi 


dx 

l+x  * u1  -\-x 


(ii) 


Die  Doch  übrige  Integration  nach  x hat  nicht  die  mindeste  Schwie- 
rigkeit. Es  ist  nämlich 


1 


x 


1 -+-X  ’ U2  -i-X* 
=- 1 , 1_  -I-  * 

l -k-u*  1 l -+-  x u*  x2 


U‘ 


U' 


X 


ll. 


folglich 


A 


dx 


x 


*+-  x ' u%  -\~x 


— 1 4-  u2  I“  ^ + + £/(«*  -f-  x2)  + u Arctan  ~]  -h  Const. 


Bemerkt  man,  dass 


— /(I  -f-  x)  -fr-  %l(u2  -fr-  x2)  = /-— j 


2 -1-  x2 


X 


= 1 


Vt.+> 


— -fr-  1 

X 


ist,  folglich  für  xzxzao: 

- /(I  + x)  + }l(v 3 -f-  a?Ä)  = /(O  = 0 


und 


Arctan  — = ~ 
4 w 2 


wird,  so  ergiebt  sich  für  «?=:oo,  ;r  = 0: 

y1®  X 1 .TL 

o TTi  • [w 2" “ /w| 

und  die  Substitution  in  die  Gleichung  (11) 
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P Ä(r*0  cos  ut  dt = — r -f-  — . (12) 

Etwas  Aehnliches  erhält  man  aus  Formel  (10)  durch  Multiplicatioo 
mit  cos  nt  dt  und  Integration  zwischen  den  Gränzen  £=0,  £ = oo, 
nämlich 

, e~*  lHjer+t)  cos  utdt-=xf^  cos  vtdtf^  j ~m^e~tx 

y1»*  dx  /»"  ’ 

/ e~~xt  cos  wt  dt 

ol  — x*ß  o 

■ • - -/'Ä-snb*  <13) 


Es  ist  aber 


1 — x ‘ u1  - f-  or2 

— i r 1 .4-  _£ *a  i 

1 4-  w2  Ll  — X U%  - hx*  U*-4-XtJ* 


folglich 


/'  dx  x 

1 — x * u*  -f.  x2 

= Vf -**  -»-«*)  —•  Arctan  ^-]  -+•  Const. 

. ' 

Die  erste  Integration  ist  noch  nicht  uusgeführt,  weil  sie  zwei  ver- 
schiedene Werthe  giebt.  Es  wird  nämlich  für  x^>l 


folglich 


/'  dx  x 

1 — x * u7  -4-  x* 

-YhflX^r—  *— a+«-- 

und  für  x < 1 

J r=r^=- 

folglich 

/>  <£r  x 

l —x'u2-t-x* 

= d^Vl'^T^1-U  Arctan£|  + Const. 

V * 

Der  ersten  Form  bedienen  wir  uns  für  x = <x>,.  der  zweiten  für  x 
— 0.  Wir  bekommen  dann  * 
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r“  ix  £_  _ 1 f_  „n  _ /„) 

J 0 I — x ' »«»-HX1  — 1 2 >' 

folglich  durch  Substitution  io  die  Gleichung  (13): 

f*  e—1  IHf*4)  cos  utdtzxz — . --  ?/  (14) 

Durch  Addition  und  Subtractiou  der  Gleichungen  (12)  und  (14)  er* 
giebt  sich  jetzt: 

* 

J ^ [*+*  /g(e—f)  -f-  e—*  /#(e+0]  cos  utdt  = — \™ü*  (^) 

' J ^ /#(*—<)  — er-1  /i(e+<)]  cos  «/r//  = -f-  y-j— — j.  (16) 

v 

Nimmt  man  jetzt  in  der  Gleichung  (1) 

f(t)  — er*-*  -h 


und  auch 


f(t)  = er^life—*)  — ' /#(£+*) 


« 

und  snbstituirt  die  Integrale  (15)  und  (16),  so  erhält  man  auf  der 
Stelle:  ' * 

U\  '+U*  Ju  — — + «"“/<(<-•-")]  (i7) 

i 

/’^/i/.cos  au  . n . ...  v ...  ..  ,,0v 

0 ~I  + U*  du  — T t«g/»(g~!>)  — g-«/»(g-«»)).  (18) 


111. 

Durch  Multiplication  der  Gleichung  (9)  mit  sin  ?/£</£  und  Inte- 
gration zwischen  den  Gränzen  t=r0  und  £ = oo  ergieht  sich 


/*  i /**  # /»* 
e+t /«(e~0  sin  utdt  = — sin  utdt  J ^ - 


dx 


-t-x 


-tx 


dx  r*  , . 

= — /„  i ~ /„  e~xtz\nutdt 
v o i ' (•*  *r o 


“-r/Tm-srh*-  <19> 


E*  ist  aber 


J 4-ä'  «2  4-  # 


— — ! — r_! -f. 

l4-«J  l_l  4-  .r  u2  4-  x2'  it2  4-  x2 J 


mithin 
Tlieil  V.- 


14 
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dx  1 


x u2  -f-  x2 


= Ml  4-*)-  M«’  4-  .*’)  4-  ^ Arctan  ■£)  4-  Const. 


woraus  sich  für  x = oo,  x = 0 leicht  findet: 

**  dX  - 1 1 r 71 


fr 


1 1 T n 1 . / i 

* 1 u2  ^ 2 * u lu] 


X U2  -f-  X* 

folglich  aus  Gleichung  (19) 

f *** “(«“'>  sin  utdt=  - f-  . - y~ • (20) 

Aus  der  Gleichung  (10)  folgt  ferner  durch  Multiplication  mit 
sin  utdt  und  Integration  zwischen  den  Gränzen  tz=z0,  t = oc: 

■"  dx 


oo  /»»  di 

P e~l  sin  ut dt  = J ^ sin  utdt  J ^ ~ 

__  /*x  dx  r*  . 

=£=  / 7- / C— ^81 

t/  0 1 — xj  0 


-fr 


sin  utdt 


/**  Ar 
7o  1 


.zr  v3  -4-  .r 


?•  (21) 


Es  ist  aber 


1 — x * u2  -j-  xl 

— i r_! , * 

1 -4-  u2  Ll  — x U 2 -f-  X2 

t 

mithin  durch  Integration: 

' t 

/'  dx  . 1_ 

1 — X * U2  X'1 


U2  -+-  A“’]  * 


X 


1 -f-  ud 


[ — l{x — 1)  -h{t(u2  -f-  x*)-\~  — Arctan  — J,  für  x > 1 


u 

x 


= l * U2  [—  W — •*’)  -+-  {/(«*  ^ Arctan  ~],  für  X<  1. 

■ \ 

Bedient  man  sich  der  ersten  Formel  für  47=00,  der  zweiten  für 
.r  0,  so  erhält  man  leicht 

, » 

y’*35  dx  1 ! ' . 1 ^ . 

0 1 — x ' u2  - t-x2  l-f*“2  » * 2 

mithin  nach  Gleichung  (21) 

f* ' er*  li(e+*)  sin  utdt  = (22) 

i , 

Durch  Subtraction  und  Addition  der  Gleichungen  (20)  und  (22)  er* 
gehen  sich  jetzt  folgende  Integrale: 
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^ [ e+>li(e-')  — e-' /«(«+*)]  sin  ul  dt  =—  (23) 

/»*  2 uh/ 

J \e+t  li{e~~l)  -f-  £— * sin  utdt  = — j (24) 

v 

Nehmen  wir  nuu  in  der  Gleichung  (2)  einmal 

, * 

f(t)  = er*-*  li(e~ r)  — e—f 

I 

uud  dann 


f(t)  = li(e-f)  -f-  c— */i(c+-*), 

* i 

i 

so  erhält  man  auf  der  Stelle: 


/#  j^-^</»==  — if«-*-  ' /«'(»-«)  — (25) 

/ !£J— 7^«*»  = — y[e+f,/«(<r-n)  e-«//(e+«)]. 


Diese  Formeln  entsprechen  ganz  den  unter  (17)  und  (18)  dargc- 
stellten.  Man  kann  auch  (17)  aus  (25)  dadurch  ableiten,  dass  man 
die  letztere  Gleichung  partiell  nach  a diiTerenziirt  uud  auf  gleiche 
Weise  die  Formel  (26)  aus  der  in  (18). 

* 

Setzt  man  nun  in  den  Integralen  (17)  und  (26)  w = — und 
schreibt  aß  für  «,  so  ergeben  sich  die  folgenden: 


/T  dx l(rh"ß lKe~aß)  + e~ue *(e+“*)l  (27) 

/0  ^Tqrfi  dx=  — ti(e-*ß)  + e~*f*ii(tr+*a)}.  (28) 

* * * 

. * 

Da  man  für  den  Integrallorithmus  Tafeln  besitzt,  wie  für  die  Lo- 
garithmen uud  trigonometrischen  Functionen,  so  sind  jetzt  die  obi- 
gen Integrale  als  völlig,  entwickelt  und  bekannt  anzu&ebeu. 

oc 

Nimmt  man  auch  in  den  Gleichungen  (18)  und  (26)  « = 

setzt  aß  für  « und  bemerkt,  dass  /-y  = /!#■— - Iß  ist,  so  erhält  mau 
unter  Anwendung  der  Formeln  (5)  und  (6)  die  folgenden  Ausdrücke: 


L 


00  Ix . COS  ax 
o ß*  + x* 


llx 


~lß . e~*ß  -H  tz  — e—u!i  li(e+*£)] 


(20) 


14 


I 
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welche  ebenso  wenig  bekannt  zu  sein  scheinen,  als  die  Formeln 
(27)  und  (28).. 


Wenn  man  in  drei  ihrer  Lage  nach  gegebenen  Punk- 
ten A,AX>A 8 die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel  ge- 
messen hat,  welche  die  von  den  Punkten  A , Ati  A2  nach 
dem  seiner  Lage  nach  unbekannten  Punkte  M gezoge- 
nen Gesichtslinien  AM , AXMX  A2M“  mit  drei  von  den 
Punkten  A , A xx  A2  aus  nach  derselben  Seite  hin  gezo- 
genen einander  parallelen  Linien0)  einsch Hesse u:  so 

soll  man  die  Lage  dieser  Parallelen  und  die  Lage  des 
Punktes  M bestimmen. 

Man  bezeichne  die  bekannten  rechtwinkligen  Coordinafen  der 
Punkte  ui , Ax,  Az  respective  durch  a , b\  ax,bx\  b2 ; die  ge- 
suchten rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punktes  M durch  a?  y y; 
und  setze  der  Kürze  wegen  AM  — q , A XM  = p,,  A2M=zq2. 
Ferner  bezeichne  man  die  von  den  Linien  AM  x u4xM,  A%M  und 
von  den  aus  den  Punkten  Ax  AIX  A2  gezogenen  Parallelen  mit  der 
Richtung  der  positiven  ersten  Coordinaten  eingeschlossenen  Win- 
kel, indem  man  diese , Winkel  von  der  Richtung  der  positiven  er- 
sten Coordinaten  an  durch  den  Ooordinatenwinkel  hindurch  von  0 
bis  360°  zählt,  respective  durch  y,  y , , < p2  und  w ; so  hat  man  of- 
fenbar die  folgenden  Gleichungen: 


Geodätische  Aufgabe. 

Von 

dem  Herausgeber. 


* 


& = a-t-q  cos  (j>,  yz=zb-\-q  sin  y; 
x — ax  -+-  q , cos  y , , y=.bx  -f-  qv  sin  y,; 
&~a2  cos  y2,  y=b2  sin  y3 ; . 


°)  Etwa  mit  der  einen  Hälfte  des  magnetischen  Meridians. 
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• — 

und  kauo,  wie  sogleich  erhellen  wird,  die  Werthe  der  Differenzen 
y — tu,  (px — cu,  gp2 — tu  immer  leicht  aus  den  gemessenen  Winkeln 
finden,  weshalb  man  diese  Differenzen  als  bekannt  zu  betrachten 
berechtigt  ist.  Bezeichnen  wir  nun  die  aus  den  gemessenen  Win- 
keln sich  ergebenden  Werthe  der  Differenzen  (p  — tu,  (px  — tu, 
<p2  — tu  durch  a,  a,,  a2,  und  nehmen  an,  dass  diese  Werthe,  wie 
dies  u.  A.  hei  Messungen  mit  der  Boussole  der  Fall  sein  könnte, 
sämmtlich  mit  einem  uud  demselben  constanten  Fehler  0 behaftet 
sind,  so  dass  nämlich  «4-0,  «,4-0*  a24-0  die  richtigen  Wer- 
tke  der  in  Rede  stehenden  Differenzen  sind;  so  ist  . 

<jp  — tu  = «4-0,  <jp  = « 4- tu  4-0; 

— tu  = «,  4-0,  9,  = a,  4-tu4-0; 

Sp2  — tu  = «2  4-  0,  $pa  =a2  4- tu  4-0; 

folglich  nach  dem  Obigen 

x = a 4-  Q cos(«  4-  tu  4-  0),  y = £ 4-  q sin(«  4-  tu  4-  0) ; 
xz=zax  4-(>,  cos(«,  4- tu  4-0),  y=bx  4-?,  sin(a,  4- tu  4-0); 
x = a2  4-^2  cos(a,  4-W  + 0),  yz=zbz-\-Qz  siu(aa  + w + 0); 

woraus  sich 

taug  (a  + w + 0)  = |rEv 
taug  («,  4-  tu  4-  0)  = “ i”> 
fang  (et,  4-  w 4-  0)  — ~ 

ergieht.  Diese  Gleichungen  bringt  man  aber  leicht  auf  die  Form 

o:sin(«  4- cu  4-0)  — y cos(«4- cu  4- 0)  - 

= « sin(«  4-  cu  4-  0)  — b cos(a  4-  tu  4-  0), 

.r  sin (a,  4- tu  4- 0)  — y cos(a,  4- tu  4-  0) 

= ax  sin(a,  4-  tu  4-  0)  — bx  cos(«4  4-  tu  4-  0), 
x sin(aa  4- tu  4-  0)  — y cos(a2  4- tu  4- 0) 

' ==  <z2  sio(a2  4-  tu  4-  0)  — b%  co s(aa  4-  tu  4“  0)  5 

und  erhält  aus  denselben  durch  Elimination  von  x und  y die  Glei« 
O=jsin(a,4-tu-f:0)cos(a24-tu4-0) — cos(«14-tn4-0)sin(«a+cu-f0)  j 

X {drsin(a4*cu4-0)  — ^cos(a4-tu4-0){ 

+|sin(«24-tu4-0)cos(a4-cu4-0) — cos(aa4- tu  4-0)sin  («4- tu  4-0)  | 
X |«,siu(/eI4-to4-0)  — £,cos(a14-tu4-0)) 

4-  \ sin(a4-tu4-0)cos(a  ,4-tu4~0)  — cos(«4-cu4-0)sin(a , 4-tu4-0)  | 

X |«2sin(«a4-tu4"0) — £acos(«a4-tu4-0)  j ; 

• . / 


/ 
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0=  s\n(ut  — a2)j#  sin(a-f-  o>-|-0)  — £ cos(a  4- w 4- 0) ) 
*4-«i»(«2  -- a)\a1  sin(«,  4-«>  -f-  0)  — cob(«,  -f-  w 4-0)| 
-f-sin( u — at)\a2  sin(a2  + w + 0)-^  cos(aa  4-to4-0)J. 

' “Setzt  mau  der  Kürze  wegen 

» ( i 

JT=  sin(«, — a2)(asina  — b cos  a) 

i 

*+-  sin(«a  — a ) («,  sin  a,  — cos  a,) 

-f-sin(a  — a«,)  (a,  sin  a3 — ^cosa,), 

Ltzzz  sin(«t — a2)  (a  cos  a 4-  b sin  a) 

*+-  sin(a2  — a)  («r,  cos  «,  4-  bx  sin  at) 

* 4-sin(a — «»)  (<r»  cos  a2  4- £a  sin  a2); 

so  ist,  wie  sogleich  erhellen  wird: 

ATcosCw  4“  0)  4-  L sin(w  4-  0)  = 0, 

9 

also 

jf 

tang  (w  + 0)  = - -j-. 

Berechnet  man  die  Hülfsgrössen  p,  filt  Ä, ; fi2i  X2  auf  bekanute 

Weise  mittelst  der  Formeln 

* * 

a = fi  cos  X}  b = fi' sinA; 

«f,  =/*  t-COS&a,  ^l=:/f1sinA1; 
a2  = fi2  cos  Ä2,  = j*2  sin  Ä3; 

, so  ist 

Ks=z  /usin(a,  — «S)sin(« — A)j 
4- /*,  sinfa,  — «)  siuCa,  — A,) 

v 4-/*»  sin(a  — a4)«iii(a3  — %2), 

\ , 

Lz=  fis\ü(ul — cc2)  cos(a — Ä) 

H-/w1  siB(a2  — a)cos(a,  — A,) 

-4-  sinfa  — a,)  cosf«3  — ^.2)^ 

mittelst  welcher  Formeln  die  Grössen  K and  JL  ohne  Schwierigkeit 
berechnet  werden  können.  . 

Zwischen  q und  hat  man  nach  dem  Obigen  die  Gleichungen 

Q cos(a  4-  w 4-  0)  — ^ cos(a,  + w+0)  = «l  — a> 
q sin(«  + w + 0)  —q1  sio(“j  +w  + ®)^=^  — 4 j' 

aus  denen  sich 


. («i  — «)sin(«,  4-w-f-^) — \1jl  — 4)  co s(a, 

9 . J * V 1 . ^ 


I 
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i t 

oder,  wenn  man  die  Hülfsgrössen  k und  * mittelst  der  Formeln 

ax  — a ■=.  k cos  t,  bx  — b ss  k sin  i 
berechnet:  ' ' 


. ' .sin  (re , — i 4-  (Q  -f-  O) 

^ sin(«,  — a) 

l 

ergiebt.  Hat  man  aber  auf  diese  Weise  q gefunden,  so  erkält  mau 
die  Coordinaten  x und  y leickt  mittelst  der  Formeln 

x = a + p cos(a  -f-  w -f-  0),  y = b -+-  q sinfa  w •+-  0) ; 

und  dann  p,  und  p2  mittelst  der  Formeln 


__  x — ax  __  y -bl 

cos  (äj  -f-  o)  0)  sin(«,  -ji  (tf  0) 

= X — a2 __  j y - b2 

cos  (ct2  -f-  u)  4-  0)  sin(a2  cd  Ö)’ 

Auck  bat  man  nack  dem  Obigen  zur  Bestimmung  von  x und  y die 
Gleichungen 


4rsin(a-t“W-|-0) — ycos(a-t-w-t-0)=^sin(a — A+w-f-0), 
-rsinfa,  w-f-0)  — ycos(a,  -f-w-f-0)  sin(a1  — Xx  -f-w-+-0), 
ar8inCa2H-w-|-0) — ycos(a,+w-|-0)=r^2  sin(a2  — Ä2-f-w-f-0); 

i » 

aus  denen  sich  u.  A. 


ftsinfc — il-|-w-|-O)cos(«1-}-<ü-f-0)— /4,sin(ai— Al-+-w-f-0)cos(«-f-a>4-0) 

sin(a  — a,)  • * 

,usin(a — A-4-a>-f-O)sin(a,-f-w-j-0) — ^sinfa, — A,-4-a>+®)sin(a-Hü-4-ö) 

VZZZ  ■■■•  - - 1 : t— — ' ff ■ - 

sm(a  — «,) 


ergiebt.  # 

Da  p immer  eine  positive  Grösse  sein  muss,  so  kann,  wie  leicht 
erhellen  wird,  nie  ein  Zweifel  bleiben,  wie  man  den  Winkel  co 
+ 0 zu  nehmen  hat,  wenn  mau  denselben  mittelst  der  Formel 


tan  g (tu  -+-  0)  = jr 


berechnet.  Weitere  Bemerkungen  über  die  obige  Auflösung  können 
wir  füglich  dem  Leser  überlassen. 


/ 
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XV. 


Remarques  faitcs  a l’occasion  du  No.  XIII. 
T.  IV.  p.  1 13.  de  ce  jourual. 


Par 

Monsieur  Ubbo  H.  Meyer 

de  Groningue. 


Dans  l’article  eile  M.  le  redacteur  a communique  une  equutiou 
'endrale  de  Al.  Bertrand  qui  sert  a trouver  la  valeur  de  l’iutegrule 
4fini 


1 q-  xio) 
1 -f-  cu2 


du*. 


Cctte  dquatiou  est  la  suivante 

• • » 

(1)  ^'^/(u),x')duj  = J ^ (p(x)dx (pt(x)dx 

dans  laquelle  <p(x ) signifie  ee  que  devient  f(x,u*')  lorsqu’on  ecrit 
x au  lieu  de  w,  et  <p,(o>)  ce  que  devient  fr  ^ Cn 

taut  x au  lieu  de  co  apres  la  ditlerentiation  et  l’int£gration.  Sans 
ce  Iong  avertisseinent  la  formule  (1)  n’a  aucune  signilicatiou  et  ce 
serait  donc  un  grave  inconvlnieut  t$i  cette  equatiun  ne  pourrait 
s’exprimer  d’une  maniere  plus  simple.  Or  on  verra  avec  peu  d’at- 
tention  qu'elle  n’est  autre  chose  qu’tin  cas  particulier  du  principe 
de  la  diiierentiation  sous  le  sigue  integral. 

En  eilet,  soient  a et  b aes  fonctions  de  x et  en  desigoant 

di 

pour  plus  de  commoditd  la  derivee  d’une  fonction  quelconque 

jF(x)  par  dxF(x)}  on  a en  g£n6ral 

(2)  dx  J ^ f(ü).x)dü)  =r f(6,x)dxb — /'(«; x) dxa dxf(u)>x)du) 


d’oü  Ton  tirc  en  particulier,  en  faisant  b = x et  a indlpeudant 
de  x:  v 

(3)  dx  P fCtü^du)  ==  f(x,x)  -f-  / dx/^uiyX^dw.  • 

%/  a v a 

» 

, • 

Maintcnant  si  l’on  fait 


# 


dxf(iu.c r)  = fOa.x) 
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on  aura 


et 


(4)  </«>/(  .r,w)  =/'(^,w) 


(5)  / dx/\ w^y/ut  = f f’(wia;)dio. 

.Mais  on  voit  saus  poiue  que  I*on  aura 

1 

• 

(0)  y’  f'(w<x;)dw  = /'(.r,  w) 

en  admettaut  que  le  dernicr  membre  signifie  qu'il  faut  changcr  to 

/X  § 

f\ac^ixi)da:  apres  Integration. 

II  suit  donc  de  (5)  et  (t>)  * 

• /:**-**  — [ /:>(-,  (ü),te],u=.r 
ou  d’apres  (4) 

dxf(w^a:)du)  = /( cT , w ) r/.r  J 

, * 

ce  qui  changc  (3)  en 

V 

(*)  f a f{(x),jc)dü)  =/(jr,o:)  -f-  [/;  ^/(.r , to) 

ör  /(^r,^r)  est  le  meine  que  ce  qu’on  a exprimd  par  y(.r)  duns  la 
formule  (1)  et  u:  tlu)f(ar,  ui)dx  J __  est  le  indme  que  y,(o?) 

«laus  cette  formule.  Douc  d’apres  cette  uotation  la  forinule  (4)  ou 
(3j  se  reduit  k 

t 

/X 

f(Lü,&)dlJü  ==  <j p(.r)  -+-  <P 

ct  en  integrant  pur  rapport  a & entre  les  limites  a:  = « et  .v  — .v 
il  s'eusuit 

y /(juü^&jdu) — y = y 5p(^ya?+  y 


«u  puisque 


est  evidemment  egal  a zero 


(p2(a:)dar. 


H resulte  de  ce  qui  prdcede  que  l’dquation  de  M.  Bertrand  n’est 
qu’un  cas  particulier  de  l’intdgralc  de  la  formule  qui  sert  a difl’d- 
reotier  sous  le  signe  integral  les  integrales  deliuies  par  rapport  a 
une  variable  dont  les  limites  sont  des  fonctions,  et  que  par  consd- 
fjuent  toutes  les  consdquences  que  Pou  en  peut  faire  se  deduirout 
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aussi  de  1a  formule  äquivalente  (3)  et  a fortiori  de  la  formule  gd- 
ndrale  (2). 


f , i 

Ainsi  pour  trouver  la  valeur  de  l’intdgrale  de'finic 

Ton  diflerentie  par  rapport  a x,  et  la  formule  (3)  donne 

, * « 

/Qi  / *(1+J?2)  . Z1^  /0+£w)/Ai1 l{\-\-x2)  . /"x  • 

( ) ,/ o * l-t-a>2  1-+-#*  (H-w2)(1+j:w) 


(i)du> 


mais  on  a 


10 


(1  -f-  io2)  (1  *4“  xco) 


, ___  1_ f X ' O) X N 

1 -f-  ar2Vl  -h  U)i  1 -f-  u)2  1-4 - xutj 


d’oü 

# 

En  substituant  cette  valeur  dans  (9)  on  obtient 

e%  , ’ /(1-f-#2)  , 2#. arctan.# 

2dxy=zr~  + -y— 3- 

«,  * ♦ 

equation  que  Fon  peut  ecrirc  sous  la  forme 

2</jry=  /(I  -q-.#2)//*  arctan  . x -f-  arctan  . xdxl . (1  x%) 

= </*[/(!.  -+-  x2)  X arctan  . x]  ' 

,et  en  integrant  par  rapport  a x: 

2y  = /(I  -f-  x-)  . arctan  . x-\-  C. 

La  quantitd  C independante  de  x est  d’apres  (8)  egale  a zdro. 
Douc  on  a 


, /**£0 
Jo  1 


l(} -4- xio) 


(O" 


du  a=  £/(  1 -f-  x~) . arctan  . x. 


Quant  ä la  formule 

'f'Jy)(x)F(x)dx=\p(x)fn  F(x)dx-fa  (d*yt( &)f*a 

* ✓ 

3ue  Fon  u ddduite  de  Fdquation  (1)  et  la  quelle  ofl’re  une  extensi<*n 
u principe  de  Fintdgration  par  purtie,  eile  s’obtieut  de  iu6ine  de  Fe- 
quatiou  (3),  mais  F equation  (2)  uous  donne  la  formule  plus  gdudraiet 
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( 10  ) ^ xp  (a:)  F(a?)  <L v = x p(v)  da:  — xp(w)  f « F(&)da: 

— y (dxxpa:  f * F(a?)da:)dj? 

u et  v designant  des  fonctions  quelconques  de  a:  et  a une  con- 
stante.  Cependant  on  u’a  pas  besoin  de  trausformer  (2)  pour  obte- 
nir  la  form  ule  precedente,  parcequ’ou  y parviendra  immediateinent 
au  woyen  de  ia  form  ule  connue: 


dx[ip(a:)  y(.r)]  =‘xp(a:)dx(p(a)  dxxp(a?)  . sp(^).  , 

Car  eu  integrant  eutre  les  limites  u et  v par  rapport  a acy  on  aura 

/•v  • rv  p v 

J dx  [ip(a')  y(a:)]da?  — / xp(a?)dx(p(j;)da;  -f-  / dxxf)(.v)  .<jp(.r)r/.'r; 

• / 

mais 

/•v  ' 

«ktyCaOspC*)!^  = ty(v)9(v)  — V'MspMj 

d’oü 


VWiPM  ^-xp(u)(p(u)  Z=J  Xpa:dx(p(a:)da:  -h  J dxxp(a:)y(a:)Ua:. 

* 

* «• 

Posons  *' 

y(^r)==  f F(a:)da:y  ' 

% i 

od  aura 

% « 

t 

<jp(t>)  =r  / F(a:)d&',  <p(u)  = /*  F(a?)tfa?  et  dxtp{a:)  = Z1^); 
par  consequeut 

tp(u)  y F(a)da:  — ^ F(a)d.v  — ^ xf)(a;)  F(a:)da: 

+ /,k*)  f*  ' F{x)da:)dx. 

En  renversant  les  termes  on  obtient  la  formule  (10),  par  laquelle 
’ l’ou  iutegre  par  parties  entre  des  iimites  quelconques. 
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XVI. 

Uebungsaufgaben  für  Schüler. 


Aufgaben  aus  den  Cambridge  problems,  proposed  b y tbe 
modcrators  to  tbe  caudidates  for  m a t b e m at i c a I liouors 
a t tbe  geueral  exauiination  1842  — 43  und  1843. 


Mau  soll  beweisen,  dass  die  Summe  eines  Bruchs  und  seiues 
reciproken  Wertbs  immer  grösser  als  2 ist. 

Man  soll  beweisen,  dass,  wefin  0 den  von  den  Diagonalen 
eines  I*arellelogramms,  dessen  Seiten  a,  b uuter  dem  Winkel  a ge- 
gen einander  geneigt  sind,  eingeschossenen  Winkel  bezeichnet, 
jederzeit 


2 ab  sin  a 2 ah  sin  a 

ti,nS  0 = nrzr^  =(a  + b)  (a  — b) 


ist.  * 

Wenn 


cos  0 2 = 


cos  « 
cos  ß 


, cos  0X  2 z=z 


cos  er, 
cos  ß 5 


tang  G tang  « 

tang  0,  tang  a, 


ist,  so  ist  immer 

t * 

i 

tang  la  tang  = taug  \ß. 

V 

Wenn  E und  F die  Funkte  bezeichnen,  iu  denen  die  Seiten 
AC  und  AB  eines  Dreiecks  von  den  auf  sie  von  den  gegenüberste- 
heuden  Spitzen  B und  C gefällten  Perpendikeln  getroffen  werden, 
so  ist  immer 


BCT’^zAB  .BF+AC.CE. 

Wenn  a.y  b , c die  vSeiten  und  A , B,  C die  gegenüberstehenden 
Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  sind,  und  r den  Halbmesser  des  um 
dieses  Dreieck  beschriebenen  Kreises  bezeichnet,  so  ist  immer 


a cos  A -\-b  cos  B Ar  c cos  6Y=4r  sin  A sin  B sin  C. 

• . 

Wenn  die  Sinus  der  Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  eine  arith- 
metische Progression  bilden,  so  bilden  auch  jederzeit  die  Cotan- 
genteu  der  halben  Winkel  dieses  Dreiecks  eine  arithmetische  Pro-  ' 
gression. 

Wenn  A , B , C und  A\  B\  C Punkte  in  der  Peripherie  eines 
Kreises,  und  die  Linien  AB,  AC  den  Linien  A'Br.  A'C ' bezie- 
hungsweise parallel  sind,  so  sind  auch  jederzeit  die  Linien  BCr 
und  B'C  einander  parallel. 

Ein  rechtwinkliges  Dreieck  durch  eine  auf  seiner  Hypotenuse 
senkrecht  stehende  Liuic  zu  balbiren. 
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Wenn  zwei  Kreise,  deren  Halbmesser  a und  b sind,  sieb  von 
Aussen  berühren,  und  0 den  von  zwei  gemeinschaftlichen  Bertih- 
rungsliuien  dieser  beiden  Kreise  eingescblossenen  Winkel  bezeich- 
net, so  ist  immer 


äi *(«  — £ A »b 

sin  \y=z — 7— — • 

( a b)2  > 

i 

* » 

Wenn  die  Zahl  n sich  in  q Quadrate  zerlegen  lässt,  so  lässt 
die  Zahl  2(q — 1)/*  siel»  immer  in  q(q — 1)  Quadrate  zerlegen. 

Die  stenographische  Projection  eines  Cubus  auf  einer  auf  sei- 
ner Diagonale  senkrecht  stehenden  Ebene  ist,  wenn  das  Auge  sich 
in  der  verlängerten  Diagonale  befindet,  ein  gleichseitiges  Sechseck, 
Befindet  sich  das  Auge  in  einer  der  Diagonale  gleichen  Entfer- 
nung von  dem  Cubus,  so  verhalten  sich  die  Sinus  zweier  eiuunder 
benachbarten  Winkel  dieses  Sechsecks  wie  8 : 5 zu  einander. 

Ein  leuchtender  Punkt  heüudet  sich  in  der  grossen  Axe  einer 
Ellipse  in  der  Entfernung  n vom  Mittelpunkte;  man  soll  beweisen, 
dass  die  Entfernuug  vx  des  Bildes  nach  der  erteil  Reflexion  vom 
Mittelpunkte  durch  die  Gleichung 

ae  — ( — l)-*-?/*  /'l  -j-  e\^x  ae  — u 

ae  -4-  ( — 1 )xux  — e'  ae  ■+■  u 

gefunden  wird. 


Satze  von  den  Kegelschnitten,  welche  zu  beweisen  sind. 

Von  Herrn  Fr.  Seydewitz,  Oberlehrer  a in  Gymnasium 

zu  lieiligeustadt. 

Nennt  inan  eine  jede  Sehne  eines  Kegelschnittes,  welche  durch 
einen  Brennpunkt  geht,  eine  Brennsehne,  und  je  zwei  solche  zu 
einander  rechtwinklige  Seimen  zwei  zugeordnete  Brennsehneu  de?- 
selben,  so  hat  mau  die  Sätze: 

1 . In  jeder  Ellipse  und  Parabel  ist  die  Summe,  und 
in  jeder  Hyperbel  ist  die  Summe  oder  der  Unterschied 
der  r e cj  p r o k e n W e r t h e d e r S t u c k e , i n wr  e 1 c b e e i n e B renn- 
sehne durch  den  Brennpunkt  zerlegt  wird,  jenaclidera 
letztere  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Hyperbel  liegt, 
consta nt,  und  zwar  viermal  so  gross  als  der  reciproke 
Werth  des  Parameters. 

2.  In  jeder  Parabel  ist  die  Summe  der  r e c i p r o k e n 
Werthe  je  zweier  zu  geordneter  Brennsehnen  gleich  dem 
reci  p roken  W ert  h e des  Pa  ra  in  eter  s,  iujedejr  Ellipse  gleich 
der  Summe  der  reci p roken  Werthe  des  Parameters  und 
der  Hauptachse,  und  in  jeder  Hyperbel  ist,  wenn  beide 
Brennsehnen  innerhalb  oder  beide  ausserhalb  derselben 
liegen,  die  Summe;  dagegen,  wenn  die  eine  innerhalb, 
die  andere  ausserhalb  liegt,  der  Unterschied  ihrer  re- 


% 
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ciproken  Werthe  gleich  dem  Unterschiede  der  recipro- 
ken Wertlie  des  Parameters  und  der  Hauptachse. 

3.  In  jeder  Parabel  ist  die  Summe  der  reciproken 
Wertlie  der  Re'chtecke  zwischen  den  durch  den  Brenn- 
punkt bestimmten  Abschnitten  je  zweier  zugeordneter 
Brennsehnen  dem  reciproken  Wert  he  des  Quadrates  des 
halben  Parameters,  in  jeder  Ellipse  der  Summe  der  re- 
ciproken  Wertlie  der  Quadrate  des  halben  Parameters 
und  der  halben  Nebenachse,  und  in  jeder  Hyperbel  ist$ 
wen  u1  beide  Brennsehnen  innerhalb  oder  beide  ausser- 
halb liegen,  die  Summe;  dagegen,  wenn  die  eine  inner- 
halb,  die  andere  ausserhalb  liegt,  der  Unterschied  je- 
ner reciproken  Wertlie  dem  Unterschiede  der  reciproken 
Wertlie  der  Quadrate  des  halben  Parameters  und  der 
halben  Nebenachse  gleich. 

4.  ln  jeder  g leichseitigen  Hyperbel  sind  je  zwei 
zugeordnete  Brennsehnen  von  gleicher  Län  ge,  und  die 
Rechtecke  zwischen  ihren  durch  den  Brennpunkt  be- 
stimmten Abschnitten  von  gleichem  Inhalte. 

5.  Die  Summe  der  reciproken  Wertlie  der  Quadrate 
über  den  vier  Abschnitten,  in  welche  je  zwei  zugeord-  * 
nete  Brennsehnen  im  Brennpunkte  getheilt  werden,  ist 

' für  die  Parabel  24mal  so  gross  als  der  reciproke  Werth 
des  Quadrates  des  Parameters,  und  für  die  Ellipse  oder 
Hyperbel  24mal  so  gross  als  der  reciproke  Werth  des 
Quadrates  des  Parameters,  weniger  oder  mehr  dem  Dop- 
pelten des  Quadrates  der  halben  Nebenachse. 

.6.  ln  jeder  Ellipse  ist  die  Summe,  und  in  jeder  Hy- 
perbel ist  der  Unterschied  der  Rechtecke  zwischen  zwei* 
Paar  Zu^linieu,  welche  von  beiden  Brennpunkten  nach 
den  Endpunkten  zweier  zugeordneter  Durchmesser  ge- 
zogen werden,  von  unveränderlichem  Inhalt.,  und  zwar 
der  Summe  oder  dem  Unterschiede  der  Quadrate  der  hat* 
heu  Achsen  gleich. 


t 


XVII. 

. M i s c e 1 1 e n. 


In  Schumachers  astronomischen  Nachrichten  No.  401.  S.  171. 
hat  Herr  Professor  Anger  zu  Danzig  die  folgende  interessante 
Bemerkung  mitget  heilt. 

Wenn  man  unter  dem  Höhendreieek  eines  Dreiecks  das  Dreieck 
versteht,  welches  durch  Verbindung  der  Fusspunkte  dej*  drei  Höhen 
des  gegebenen  Dreiecks  durch  gerude  Linien  entsteht,  so  giebt  es 
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zwischen  dem  Radius  des  um  das  gegebene  Dreieck  beschriebenen 
Kreises,  dem  Radius  des  in  dasselbe  beschriebenen  Kreises,  dem 
Radius  des  in  das  Höhendreieck  beschriebenen  Kreises,  und  den 
drei  Winkeln  des  gegebenen  Dreiecks  eine  merkwürdige  Relation. 
Bezeichnet  man  nämlich  den  Radius  des  um  ein  Dreieck  beschrie- 
nen  Kreises  durch  /t,  den  Radius  des  in  dasselbe  beschriebenen 
Kreises  durch  r,  den  Radius  des  in  sein  Höheudreieck  eingeschrie- 
benen Kreises  durch  gt  so  ergeben  sich  die  Cosinusse  der  drei 
Winkel  des  gegebenen  Dreiecks  durch  die  Auflösung  der  folgenden 
cubischen  Gleichung: 

' . « 

. ,,  . r . m . r2  -\~2Rr-\-Rg  o 

cos*  a — (1  -f-  ß)  cos3  a -f-  — ■ ^ ‘ ^ c0s  a ~ ä * 

4 • i 

Herr  Professor  Anger  bemerkt  noch,  dass  sich  viele  interessante 
trigonometrische  Sätze  aus  dieser  Gleichung  ableiten  lassen,  die 
wegen  ihrer  einfachen  Form  einige  Aufmerksamkeit  zu  verdienen 
scheine.  G. 


% 


* 

Eine  Rechnungsspielerei 

zur  Sprache  gebracht  v«n  Herrn  Professor  Hessel 

in  Marburg. 

« 

Bei  der  bekannten  Aufgabe,  nach  welcher  man  die  Zahlen 
1 bis  9 so  in  ein  aus  9 Feldern  bestehendes  quadratisches  Täfel* 

chen  wie  \def\  einschreiben  soll,  dass  die  Summen  a -f-  b r, 

\ gM ) 

d-\-  e f \ g h -+-  i , a -1-  d -f-  g , b e //,  c / -4-  *,  • 

, . ' ' (438j  ' 

a-h  e-h  i,  g gleich  gross  werden,  ist  £ = 5,  z.  B.  (951  >. 

( 276 ) 

Man  ändere  nun  vorstehende  Aufgabe  dahin  ah,  dass  gefordeit 
wird,  es  soll  a -f-  b -f-  c = d-\-  e -+-/*=  g-\-  h -f-  i = a d-{-  g 
= b e h z=.  c f i = a -+-  € i nher  verschieden  vou 

c -+-  e gy  und  e eine  von  5 verschiedene  Zahl  sein. 


Auszug  aus  einem  Briefe  des  Herrn  G.  D.  E.  Weyer,  % 

Assistenten  an  der  Sternwarte  zu  Hamburg,  au 

den  Herausgeber. 

Die  von  Gerling,  Hansen,  Clausen,  so  wie  von  Euer  etc. 
selbst  bearbeitete  geodätische  Aufgabe  gehört  nach  meiner  Meinung 
zu  den  einfachen  und  nützlichen  Problemen,  die  beim  ersten  An- 


* 
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blick  die  Auflösung  zu  fliehen  scheinen.  So  findet  sieb  die  leich- 
tere umgekehrte  Aufgabe  z.  B.  fast  in  allen  Navigationsbüchero, 
während  die  gegenwärtige  wohl  mit  demselben  Rechte  einen  Platz 
darin  verdiente,  indem  die  unsichere  Messung  einer  Standlinie  auf 
dem  Wasser  dahei  wegfällt  und  zugleich  die  magnetische  Declina- 
tion  des  Compasses  (mit  Einschluss  der  Lokalattraction ) bestimmt 
wird.  Ich  sehe  solche  Aufgaben  gerne  historisch  naebgewieseo. 
Hier  ist  ein  Beitrag  dazu  aus  William  Payoe's  Elements  of  Trigo- 
nometrie, London  1772: 

iiaving  the  distance  of  two  objects  A and  B (Taf.  II.  Fig.  9.), 
with  the  angles  observed  at  the  stations  C and  D\  it  is  required 
to  find  the  distance  between  the  stations  Cand  D.  — Constructiou. 
IJpon  AB  descrihe  segments  of  circles  thut  will  contain  the  given 
angles  ACB , ADBy  make  the  angle  ABE  = ABC,  draw  AE, 

* upon  AE  descrihe  a segment  of  a circle  AFCE , that  will  contain 
the  supnlement  of  the  angle  ACD>  cutting  the  circle  ACB  in  C, 
draw  ECD , and  the  thing  is  evidently  done.  — Culculation. 
In  the  triangle  CDA  are  given  all  the  angles,  and  by  takiog  CD 
at  pleasure  (suppose  1000)  we  may  find  CA  etc. 


Noch  einige  Aufgaben. 

1.  Wenn  die  Mittelpunkte  A , B , C dreier  Kreise  in  einer  ge- 
raden Linie  liegen,  und  die  Kreise  B und  C den  Kreis  A von 
Innen,  sich  selbst  von  Aussen  berühren,  so  ist  immer  der  ausser- 
halb der  Kreise  B und  C liegende  Theil  der  Area  des  Kreises  A 
der  Area  des  über  der  die  beiden  Kreise  B und  C berührenden 
Sehne  des  Kreises  A beschriebenen  Halbkreises  gleich. 

2.  Die  Seiten  eines  ebenen  Dreiecks  seieu  den  Wurzeln  der 
Gleichung 

-f-  aar2  H-  bx  + r = 0 

Eroportional : man  soll  die  Summe  der  Cosinus  der  Winkel  dieses 
»reiecks  finden. 

4 

3.  Aus  drei  gegebenen  Punkten  als  Mittelpunkten  drei  sich 
gegenseitig  berührende  Kreise  zu  beschreiben. 
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XVIII. 


Theorie  der  involutorischen  Gebilde  nebst 
Anwendungen  auf  die  Kegelschnitte. 

Von 

Herrn  Fr.  Seydewitz, 

Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Heiligenstadt, 


(Fortsetzung  des  Aufsatzes  No.  XXX.  im  dritten  Hefte  des 

vierten  Theils.) 

Heber  das  Wesen  und  die  Eigenschaften  der  einem  Sy- 
steme von  Kegelschnitten  gemeinschaftlichen  Sekanten 

und  Tangentendurchschnitte. 

— * * 

§•5. 

Zwei  in  einer  Ebene  beliebig  liegend e Kegelschnitte. 

Stebt  durch  unmittelbare  Anschauung  fest,  dass  eine  Ellipse 
und  irgend  ein  anderer  Kegelschnitt,  welche  in  einer 
Ebene  beliebig  liegen,  wenn  sie  einen  Punkt  gemein 
haben,  ohne  sich  in  ihm  zu  berühren,  nothwendig  einen 
zweiten,  und  wenn  einen . d ritten , nothwendig  einen 
vierten  Punkt  gemein  haben  müssen,  so  zeigt  man  das  näm- 
liche von  zwei  beliebigen  Kegelschnitten,  indem  man  alle  ihre 
Punkte  mit  einem  beliebigen  Punkte  des  Raumes  durch  Gerade  ver- 
bindet und  die  so  erhaltenen  Kegel  mit  einer  Ebene  schneidet,  wel- 
che  einer  durch  den  gemeinsamen  Scheitel  gebenden  und  einen  der 
Kegelschnitte  weder  schneidenden  noch  berührenden  Ebene  parallel 
ist.  Und  hieraus  schliesst  man  dann,  dass  zwei  beliebige  Kegel- 
schnitte, welche  eine  Tangente  gemein  haben,  ohne  sich  selbst 
längs  derselben  zu  berühren,  nothwendig  eine  zweite  u.  s.  w.  ge- 
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mein  haben  müssen,  weil  die  Polar -Kegelschnitte  derselben  in  Be- 
zug auf  einen  beliebigen  dritten  *)  einen  Punkt  und  folglich  zwei 
Punkte  gemein  haben. 

Es  seien  nun  in  einer  Ebene  zwei  Kegelschnitte  K,  Kx  von 
beliebiger  Gestalt  und  Lage  gegeben;  es  sei  A eine  beliebige  Ge- 
rade dieser  Ebene,  und  ß , Bx  die  harm.  Pole  von  A für  Ky  Kx. 
Ferner  seien  a>h,c,  d....  und  axybxxcxydx  ....  der  Reihe  nach 
und  beziehlich  die  harm.  Polaren  der  Punkte  a,  b,  C,  b ....  von  A 
für  Ky  KXy  und  die  Punkte  B,  Bx  mit  a,  b,  c,  b....  durch  die 
Strahlen  a\  b\  c\  d?  . . . . ; ofxyb\ , verbunden;  so  sind 

je  zwei  Strahlen  <*,  a'\  6,6',.,.  für  J5T,  und  axxa'x  \ 6xi6'x  .... 
für  Kx  zug.  harmonische  Polaren.  Man  hat  also  nach  §.  4.  1.  um 
jeden  der  Punkte  B,  Bx  zwei  involutorisebe,  a potiori  also  projek- 
tivische  Strahlbüschel  B und  B\  B x und  B xt  von  denen  überdiess 
B'  und  B\  perspektivisch  sind,  nämlich:  ' 

ß(a,  6 , Cy  //....)=  B(a\  6\  d9  d’ ....)  = A(a , b,  C,  b ....) 

— B x{ct  i , 6 x , d IX  d x ...,)  — — B x (äm  dx  ....), 

/ 

also  ist  auch 


B(liy  6 y Cy  d • . . .)  — I — B J {ct  | , 6 Xy  C | , d X • . I t|. 


1.  Die  harmonisch«*  Po- 
laren aller  Punkte  einer  be- 
liebigen Geraden  in  Bezug 
auf  zwei  in  einer  Ebene  be- 
liebig liegende  Kegel- 


1.  Die  harmonischen  Pole 
aller  Strahlen  eines  belie- 
bigen Punktes  in  Bezug  auf 
zwei  in  einer  Ebene  belie- 
big liegende  Kegelschnitte 


°)  Sind  nämlich  K,  Kx  zwei  beliebige  Kegelschnitte,  A,  A},  «,  ß,  y , d .... 
Tangenten  von  Kx,  und  B,BX  cc0,ß0,  yoidQ....  die  harmonischen  Pole 
derselben  für  K ; sind  ferner  o,  b,  C,  b....  und  <i1}  b,,  C,,  b,....  die 
Durcbschnittspunkte  von  A und  Ax  mit  a,ß9  y,  d ....,  und  a9b9Cyd.... 
und  axy  bxy  cx,  dx  ....  die  Strahlen,  welche  beziehlich  B und  Bx  mit 
k q,  ßQ,  y0,  dQ  ....  verbinden,  so  sind  a,  b , c , d ....  der  Reihe  nach  die 
harmonischen  Polaren  von  a,  b,  C,  b....,  und  bx,  cxi  dx ....  die  har- 
monischen Polaren  von  a,,  b,,  C,,  b,  ....  für  AT;  also  sind  die  Punkte 
a',  b',  C',  b' ....,  wo  A die  a,  b,  c,d ....  schneidet,  die  zugeordneten  har- 
monischen Pole  von  a,  b,  C,  b....,  und  die  Durchschnittspunkte  fl',,  b',, 

C',,  b'j ... . von  Ax  mit  ax,  bX9  cx,  dx ....  sind  die  zug.  narm.  Pole  von 
Ai,b„  C,,b,  ....  Nun  aber  ist  nach  §.  4.  1.  und  Einleitung  11. 

B\fty  bf  Cyd ..  • .)  £ At(d  y b , C , b ..».)  A (fl,  b)  Cy  b »»»•)  — A b | , C,  ,b  | ». ..) 

==  d ,(a  ,,  b x,  c a,  b j)  = B x{a ,,  bX)  c ,,  d 4 ... .) ; , 

also  auch  B(a,  b,c,  d....)  « /?,(<*,,  bx,  c.,dx ....),  d.  h.  die  harmoni- 
schen Pole  der  Tangenten  von  a,  für  K liegen  auf  einem  dritten  Ke- 
, gelschnitte  JK2.  Ist  nun  die  Tangente  in  Bx , so  ist  e die  Verbin- 
dungslinie von  B und  /?,,  € der  gegenseitige  Durchschnitt  von  A und 
Ax,  e,  der  Berührungspunkt  von  Ax,  also  sind  auch  die  harmonischen 
Polaren  aller  Punkte  von  Kz  für  K Tangenten  von  Kx»  Haben  nun 
zwei  Kegelschnitte  eine  Tangente  gemein,  so  ist  der  harmonische  Pol 
derselben  für  K ein  gemeinschaftlicher  Punkt  ihrer  Polar-Kegelscbnitte 
für  K , und  die  harmonischen  Polaren  der  beiden  gemeinschaftlichen 
Punkte  der  letzteren  sind  gemeinschaftliche  Tangenten  der  erateren. 
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schnitte  schneiden  sich 
paarweise  auf  dem  Umfange 
eines  dritten  Kegelschnit- 
tes,  welcher  auch  die  beiden 
harmonischen  Pole  jener 
Geraden  enthält. 

Ist  a,  der  gegenseitige  Durchschnitt  der  harmonischen  Polaren 
Ton  a,  so  ist  auch  a der  gegenseitige  Durchschnitt  der  harmoni- 
schen Polaren  von  at  für  A,  At  \ daher  nennt  Herr  Punceiet  sol- 
che zwei  Punkte  a,  üx  reciproke  oder  Wechselpunkte  in  Bezug 
auf  Ä,  Kx , und  in  demselben  Sinne  sollen  zwei  Gerade,  deren  jede 
die  harmonischen  Pole  der  anderen  in  Bezug  auf  K,  Kx  enthält, 
Wechselstrahlen;  ferner  soll  der  Kegelschnitt,  dessen  sämmtli- 
cbe  Punkte  mit  denen  einer  Geraden  A Paare  von  Wechselpunk- 
ten bilden,  der  Wechselpunkt- Kegelschnitt  dieser  Geraden, 
und  jener,  dessen  sämmtliche  Tangenten  mit  den  Strahlen  eines 
Punktes  Paare,  von  Wechselstrahlen  bilden,  der  W och  sei  strah- 
len - Kegelschnitt  dieses  Punktes  — in  Bezug  «uf  üf,  Kx  — 
heissen. 

Die  WecbselpUDkt-  Kegelschnitte  zweier  verschiedenen  Geraden 
A%  A ' in  Bezug  auf  i5T,  Kx  haben  nothwendig  einen  Punkt  q,, 
nämlich  den  Wecbselpunkt  ihres  Durchschnittes  q gemein,  a)  Be- 
rühren sie  sieb  nun  nicht  in  diesem  Punkte  q,,  so  haben  sie  noth- 
wendig  einen  zweiten  Punkt  p gemein;  die  harmonischen  Polaren 
dieses  Punktes  p convergiren  sowohl  auf  A als  auf  A\  ohne  durch 
q zu  gehen;  also  fallen  sie  in  eine  einzige  Gerade  P zusammen; 
und  da  diese  Gerade  nun  jede  Gerade  der  Ebene  in  einem  Punkte 
schneidet,  dessen  harmonische  Polaren  für  A,  Kx  durch  p gehen,  , 
so  haben  die  Wecbselpunkt.  Kegelschnitte  aller  Geraden  für  iif, /T, 
den  Punkt  p gemein,  b)  Berühren  aie  sich  in  q,,  so  seien  R,  IV 
die  harmonischen  Polaren  von  q,,  die  also  durch  q gehen  müssen; 
es  sei  B'  der  harmonische  Pol  von  JV  für  K , Bx  der  harmonische 
Pol  von  R für  Kx>  und  es  heisse  q,  als  harmonischer  Pol  von  R 
für  A und  von  R'  für  Kx  beziehlich  BXBX.  Denkt  man  sich  nun 
die  Wechselpunkt- Kegelschnitte  von  R und  R\  und  erwägt,  dass 
die  Geraden  BB\  B}ß\  die  harmonischen  Polaren  von  q für  Kx 
Kx  sind,  und  dass  in  den  projektivischen  Strahlbüscheln  /?,  Bx 
(/?',  B\)y  welche  den  Wechselpunkt- Kegelschnitt  von  /t(/t')  er- 
zeugen, die  Tangente  in  ß(ß\)  dem  gemeinschaftlichen  Strahle 
B xß(B’  B’  x)  entspricht,  so  sieht  man,  dass  die  Geraden  BXB  und 
B'B'X  jede  den  anderen  Kegelschnitt  in  q,  berühren.  Bildeten 
sie  nun  eine  gemeinschaftliche  Tangente,  so  hätte  der  Punkt  q für 
K und  Kx  einerlei  harmonische  Polare;  wo  aber  nicht,  so  hätte 
diess  neue  Paar  von  Wechselpunkt -Kegelschnitten  einen  zweiten 
Punkt  p gemein,  welcher  für  K und  Kx  einerlei  harmonische  Po- 
lare haben  und  sämmtlioben  Wechselpunkt -Kegelschnitten  gemein- 
schaftlich angehören  müsste. 

2.  Sind  in  einer  Ebene  zwei  Kegelschnitte  von  be- 


liegen  paarweise  auf  den 
Tangenten  eines  dritten 
Kegelschnitts,  weicherauch 
die  beiden  harmonischen 
Polaren  jenes  Pnnktes  be- 
rührt. #) 


Da  die  beiderseitigen  Betrachtungen  dem  Wesen  nach  allemal  eins  sind, 
so  wird  man  die  eine  jedesmal  gern  erfassen. 
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licbigerGestalt  uud  Lage  gegeben,  so  g i e b t es  in  dieser 
Ebene  allemal 

einen  Punkt  py  dessen  har- 
monische Polaren  in  Bezug 
auf  beide  Kegelschnitte  in 
eine  einzige  Gerade  P Zu- 
sammenfalle n. 

Dieser  Punkt  p liegt  nun  ebtweder  1)  innerhalb  beider 
Kegelschnitte  JST,  AT,,  oder  2)  innerhalb  des  einen  und  aus-' 
serhalb  des  anderen,  oder  3)  ausserhalb  beider,  und  die- 
sen Fällen  entsprechend  wird  die  Gerade  P entweder  keinen  von 
beiden,  oder  nur  einen,  oder  beide  durchschneidcn.  Die  Involutio- 
nen zug.  harmonischer  Polaren  des  Punktes  p in  Bezug  auf  AT  und 
Kx  bestehen  nach  §.  4.  1.  im  Palle  1)  beide  aus  gl  eich  lie- 
genden', im  Falle  2)  die  eine  aus  gleichliegen  den,  die 
andere  aus  ungleichliegeuden,  im  Falle  3)  beide  aus  un- 
leichliegenden Gebilden;  daher  haben  sie  nach  §.  3.  5.  im 
alle  1)  und  2)  allemal  ein  Paar  zugeordnete  Strahlen  /*,,  P,  ge- 
mein, im  Falle  3)  aber  nur  dann,  wenn  die  beiden  von  p ausge- 
henden Tangentenpaare  sich  ein-  oder  ausschliessen.  Diese  Gera- 
den /*,,  P2  haben  die  Eigenschaft,  dass  eine  jede  die  harmonischen 
Pole  der  anderen  für  A,  Kx  enthält,  Pole,  welche  übrigens  auch 
auf  P liegen  müssen;  also  schneidet  eine  jede  die  P in  einem 
Punkte  p2y  , der  in  Bezug  auf  K und  Kx  der  harmonische  Pol 
der  anderen  ist.  V on  den  beiden  Involutionen  zug.  har- 

monischer Pole,  welche  einer  dieser  Geraden,  z.  B,  P angehören, 
sind  zwei  jener  drei  Punkte  pypi»p9,  also  hier  /?,,/*,,  ein  gern, 
zug.  Paar;  bedenkt  man  also,  dass  px , p2  beide  ausserhalb  eines 
Kegelschnittes  K(KX)  liegen  müssen,  wenn  p in  demselben,  und 
dass  der  eine  innerhalb,  der  andere  ausserhalb,  wenn  p ausserhalb 
desselben  liegt,  so  ergeben  sich  als  die  einzigen  Lagen,  deren  die 
Punkte  py  p x , p2  in  den  genannten  drei  Fällen  fähig  sind,  fol- 
gende: 

lster  und  3ter  Fall. 

p innerhalb  K und  innerhalb  Kx ; 
pt  ausserhalb  K und  ausserhalb  Kx ; 
pt  ausserhalb  K und  ausserhalb  Kx  ; 

2ter  und  3ter  Fall. 

p innerhalb  K uod  ausserhalb  Kx ; • 
p , ausserhalb  K.  und  ausserhalb  Kx ; 

Pt  ausserhalb  K und  innerhalb  Kx ; 

wo  jeder  der  drei  Punkte  mit  den  anderen  verwechselt  werden 

kann. 

Offenbar  aber  muss  von  zwei  beliebigen  Kegelschnitten  A,A, 
entweder  a)  der  eine  ganz  innerhalb  des  anderen  oder  b)  ein 


eine  Gerade  /*,  deren  har- 
monische Pole  in  Bezug  auf 
beide  Kegelschnitte  sich  in 
einem  Punkte  p vereinigen. 
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jeder  ganz  ausserhalb  des  an  de  reu,  oder  c)  zum  Theil 
innerhalb,  zum  Theil  ausserhalb  des  anderen  liefen.  Jm 
Falle  a)  können  von  den  früheren  drei  Fällen  nur  1)  und  3)  cin- 
treten;  denn  läge  p innerhalb  des  äusseren  und  ausserhalb  des  in- 
neren Kegelschnittes,  so  würde  p\  oder  p2  ausserhalb  des  äusseren  * 
und  innerhalb  des  inneren  liegen  müssen,  was  unmöglich  ist.  Tritt 
aber  der  Fall  3)  ein,  d.  b.  liegt  der  einzelne  PunlU  p , den  zwei 
Kegelschnitte  allemal  besitzen,  ausserhalb  des  inneren  und  des 
äusseren,  so  schneidet  die  Gerade  P beide  in  zwei  Puuktenpaaren, 
Welche  sich  einschliessen ; also  existiren  die  Punkte  px9p.x  im  Falle 
a)  allemal.  Im  Falle  b)  ist  der  Fall  1)  nicht  denkbar,  und  da  im 
Falle  3)  die  Gerude  P die  Kegelschnitte  in  zwei  Punktenpaaren 
schneidet,  die  sich  ausschliessen,  so  existiren  auch  im  Falle  b)  die 
Punkte  pl%  p2  unbedingt.  Im  Falle  c)  endlich  haben  die  Kegel- 
schnitte, du  Berührungspunkte  ausgeschlossen  sind,  entweder  vier 
oder  nur  zwei  Punkte  gemein.  Ist  das  erstere,  so  bilden  die  vier 
Punkte  ein  vollständiges  Viereck,  dessen  Gegenseiten  sich  offenbar 
in  drei  Punkten  p9pX9p^,  schneiden.  Demnach  kann  der  Umstand, 
dass  zwei  Kegelschnitte  nur  einen  einzigen  Puukt  p in  ihrer  Ebene 
besitzen,  einzig  nur  dann  statt  finden,  wenn  sie  bloss  zwei 
Punkte  gemein  haben.  Und  zwar  findet  er  dann  nothwendig 
statt;  denn  sonst  könnte  man  einen  jeden  der  gemeinschaftlichen 
Punkte  a , bx  z.  B.  «,  mit  einem  der  Punkte  p9  pl9  p2,  z.  B.  mit 
pxi  durch  eine  Gerade  apx  verbinden,  welche  nicht  in  die  Rich- 
tung ab  fiele,  und  die  folglich  jeden  der  Kegelschnitte  /T,  Kx  in 
einem  zweiten  Punkte  c , cx  schneiden  müsste;  dann  aber  würde 
Px,  als  harmonische  Polare  von  px  für  KXKXX  die  apx  in  einem 
Punkte  schneiden welcher  sowohl  zu  a , c , px  als  zu  a , cx,  px 
der  vierte  harmonische,  dem  px  zugeorduete  Punkt  wäre,  was  un- 
möglich ist,  da  c und  cx  nicht  zusammenfallen  sollen. 

Ebenso  zeigt  man,  dass  zwei  Kegelschnitte,  welche  nur  zwei 
Tangenten  gemein  haben,  auch  nur  eine  Gerade  P9  und  folglich 
auch  nur  einen  Punkt  p besitzen.  Hieraus  folgt  dann,  dass  sie 
allemal  und  nur  zwei  Punkte  gemein  haben,  und  umgekehrt: 
Haben  zwei  Kegelschnitte  nur  zwei  Punkte  gemein,  so  haben  ihre 
Polar- Kegelschuitte  in  Bezug  auf  irgend  einen  dritten  nur  zwei 
Tangenten,  also  auch  nur  zwei. Punkte,  also  die  ursprünglichen 
allemal  und  nur  zwei  Tangenten  gemein. 

3.  Haben  zwei  in  einer  Ebene  beliebig  liegende  Ke- 
gelschnitte ' 


nur  zwei  Punkte  gemein, 
So  haben  sie  allemal  und 
nur  zwei  Tangenten  ge- 
mein. 


nur  zwei  Tangenten  ge- 
mein, so  haben  sie  allemal 
und  nur  zwei  Punkte  ge* 
meiu. 


4.  Zwei  in  einer  Ebene  beliebig  liegende  Kegel- 
schnitte haben  allemal  drei  zugeordnete  harmonische 
Pole  und  drei  zugeordnete  harmonische  Polaren  ge- 
mein, wenn  sie  einerseits  entweder  keinen  oder  vier 
Durchschnittspunkte,  oder  wenn  sie  andererseits  ent- 
weder keine  oder  vier  Tangenten  gemein  haben,  und 
zwar  a)  wenn  einer  der  Kegelschnitte  ganz  inner h alb 
des  anderen  liegt,  so  liegen  zwei  jener  d rei  Pole  ausser*  , 
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halb»  der  dritte  innerhalb  beider»  und  zwei  jener  drei 
Polaren  schneiden  beide»  die  dritte  keinen;  b)  wenn 
ein  jeder  Kegelschnitt  ganz  ausserhalb  des  anderen 
liegt,  so  liegt  einer  der  drei  Pole  ausserhalb  beider, 
und  in  jedem  der  Kegelschnitte  liegt  einer  der  beiden 
anderen;  eine  der  drei  Polaren  scn neidet  beide,  und 
jede  der  beiden  anderen  nur  einen,  nämlich  denjenigen, 
welchen  die  andere  nicht  schneidet;  und  c)  wenn  sie 
sich  in  vier  Punkten  durchdringen,  so  liegen  die  drei 
Pole  und  Polaren  entweder  wie  im  Falle  a)  oder  wie  im 
Falle  b).  Haben  sie  endlich  nur  zwei  Durclisc  ii  nitts- 
punkte  oder  Tangenten  gemein,  so  giebt  es  in  ihrer 
Ebene  nur  einen,  aber  allemal  einenPunkt,  dessen  har* 
moniscbe  Polaren  in  Bezug  auf  beide  zusammenfallen; 
und  dieser  Punkt  liegt  ausserhalb  beider, 

Man  sieht  leicht  voraus,  dass  die  Punkte  p , p%  und  die 
Geraden  PiPi%Pt  ganz  eigentümliche  Eigenschaften  in  sich  ver- 
einigen werden.  Denn  diese  Geraden  allein  sind  es,  deren  Wech- 
selpunkt-Kegelschnitte  sieb  auf  einen  Punkt,  und  jene  Punkte  al- 
leiu  sind  es,  deren  Wechselstrahlen  - Kegelschnitte  sieb  auf  eine 
Gerade  reduciren* 

Es  sei  A ein  beliebiger  Strahl  eines  dieser  Punkte,  z.  B.  p% 
so  liegen  seine  beiden  harmonischen  Pole  Bt  B x auf  Py  und  die  - 
oben  betrachteten  projektiviseben  Strablbüscbel  /?,  /?,  „ deren  ent- 
-sprechende  Strahlenpaare  a , b,  c , bn  </,  .«.*  sich  itt 

den  Wechselpunkten  von  A schneiden,  sind  jetzt  offenbar  perspecti- 
visch,  weil  die  harmonischen  Polaren  von  d.  h.  zwei  entspre- 
chende Strahlen  von  B , Bt  in  eine  Gerade  BBl  zusammenfallen« 

Der  Wecbselpunkt- Kegelschnitt  von  A gebt  also  jetzt  in  ein 
System  zweier  Geraden  über,  deren  eine  (P)  die  harmonischen  Pole 
von  A , die  andere  die  Wecbselpunkte  von  A enthält;  und  zwar 
ist  letztere  selbst  ein  Strahl  von  o,  weil  die  harmonischen  Polaren 
des  Durchschnitte»  von  A und  P durch  p gehen  müssen.  Aehnli- 
cher  Weise  gebt  der  Wechselstellen- Kegelschnitt  eines  Punktes 
von  P in  ein  System  zweier  Punkte  über,  deren  einer  {p)  die  har- 
monischen Polaren  jenes  Punktes der  andere  die  Wecbselstrahien 
desselben  enthält,  und  dieser  liegt  auch  auf  P. 

Zwei  Strahlen  eines  Punktes  pt  deren  Punkte  paar« 

weise  Wechselpunkte  sind,  sollen  zwei  Wechselpunktstrah- 
len, und  zwei  Punkte  einer  Geraden  P , Px , Pti  deren  Strahlen 
paarweise  Wechselstrahlen  bilden  zwei  Wechselstrahienpunkte 
heissen. 

Aus  dem  Vorigen  ergiebt  sieb  eine  lineäre  Construktion  des 
Punktes  p}  wenn  K , Kx  und  ein  beliebiger  Strahl  von  p gegeben 
sind. 

Es  sei  jetzt  A eine  beliebige  Gerade,  und  Bt  Bx  seien  ihre 
harmonischen  Pole  für  JC,  Kx  ; durch  p seien  die  Strahlen  a , b,  c, 
</...*  gezogen,  welche  A in  a,  b,C,b.,..  schneiden,  und  durch 
denselben  Punkt  nach  den  Wechselpunkten  a,,  b,,  c»,  b,  . ...  von 
a,  b,  c,  b....  die  Strahleu  0«,  endlich  werde  entwe- 

der B oder  B i mit  ö,  b,  c,  b . . * . und  d„  b,,  c,,  b|  . . . . durch  die 
Strahlen  a\  b\  c\  d' und  a\ , b\9  c'l%  cFl  ,. ..  verbunden;  so  ist 
einmal 

p(a9  b,  c,  </....)  = B (a’>  c'i  & • • • •)» 
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SO<U«BB 


B{a\  b\  c\  (f )=  ß(a\ y b\x  c\y  d\  ....), 


weil  die  Strablenpanre  u\  a\ ; b',  b\  als  zugeordnete  baruio. 

niscbe  Polaren  für  K , eine  Involution  bilden;  endlich  ist 


B{of i » b>lx  dlx  df  x • • • • j — p{ai i ^i>  ^i>  ••••)» 

weif  die  Punkte  p,  B , ö,,  c,,  b,  ....  auf  dem  Weehselpankt- 

Kegelschnitte  von  A liegen.  Demnach  ist  auch 

p{&i  bx  cf  d . . • .)  i-i  p{& 1 1 bx1  c i)  </j  ... 

Aber  je  zwei  Strahlen  <r,art ; b,bx} ....  sind  Wechselpunktstrahlen  f es 
sind  also  nicht  nur  ein  Punkt  ay  wo  a die  A , und  ein  Punkt  a,, 
wo  ax  den  Wechselpunkt»  Kegelschnitt  schneidet,  sondern  auch 
ein  Punkt,  wo  ccx  die  A,  und  ein  Punkt,  wo  a den  Wechselpunkt* 
Kegelschnitt  schneidet,  sind  Wechselpunkte  von  einander,  d.  h.  die 
Strahlen  o,  ax  entsprechen  sich  in  doppeltem  Sinne;  also  ist 

, bf  Cf  d ....  tt  x,bXfCx,  d | . • < •}  ■ . p(ct  x , b | , €?  | , d | • . < . cf , b , c , d«  ♦ • •) ; 

* 

d.  h.  die  Wechselpunktstrahlen  eines  Punktes  pxplfpt 
für  Kf  Kx  bilden  eine  Involution  von  Strahlen;  und  glei- 
cher Weise  bilden  die  Wechselstrahlenpunkte  einer  Ge- 
raden P,  Pt,  P2  eine  Involution  von  Punkten. 

Die  Hauptstrahlen  einer  Involution  von  Wechselpunktstrahlen 
sollen  ttauptwechselpun  ktstrahl  en,  und  die  Hauptpunkte  einer 
Involution  von  Wechselstrahleopunkten  sollen  Haupt  Wechsel  - 
strahlenpunkte  heissen.  In  jedem  der  ersteren  fallen  zwei  Weck- 
selpunktstrahlen,  in  jedem  der  letzteren  zwei  Wechselstrahlenpunkte 
zusammen;  jener  besitzt  also  die  charakteristische  Kigeuf 
schuft,  dass  die  Wechselpunkte  aller  seiner  Punkte  au- 
ihm  selber  liegen;  dieser  die,  dass  alle  seine  Strahlen  ihre 
Wechselstrahlen  in  ihm  selber  schneiden.  Man  kann  da- 
her als  sekundäre  Definition  der  Hauptwechselpunktstrahlen 
und  der  Hauptwechselstrahlenpunkte  aufstellen,  dass  die  zugeord-  , 
neteu  harmonischen  Pole  der  einen,  und  die  zugeordneten  harino- 
uiseben  Polaren  der  anderen  in  Bezug  auf  den  einen  Kegelschnitt 
es  zugleich  auch  iu  Bezug  auf  den  anderen  sind,  und  »insofern 
könnte  man  einen  jeden  Hauptwechselpunktstrahl  eine  Gerade 
vereinigter  Paare  zugeordneter  harmonischer  Pole  bei- 
der Kegelschnitte,  und  jeden  Hauptwechselstrahlenpunkt  einen 
Miteipunkt  vereinigter  Paare  zugeordneter  harmoni- 
scher Polaren  beider  Kegelschnitte  nennen.  Fasst  man 
endlich  die  Hauptpunkte  der  Involution  jener  Pole,  und  die  Haupt- 
strahlen der  Involution  dieser  Polaren  ins  Auge,  so  begreift  man, 
dass  die  harmonischen  Polaren  eines  solchen  Hauptpunktes  (wenn 
er  existirt)  »n  Bezug  auf  K und  Kx  durch  diesen  Punkt  selber 
gehen,  und  dass  die  harmonischen  Pole  eines  solchen  Hauptstrahles 
auf  ihm  selber  liegen  müssen,  d.h.  ersterer  ist  ein  Durchschnitts* 
punkt,  letzterer  eine  Tangente  beider  Kegelschnitte.  Als 
tertiäre  Definition  der  Hauptwechselpunktstrahlen  und  der 
Hauptwechselstrahlenpunkte  ergiebt  sich  daher,  dass  jene  ge  in  ei  n * 
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schaftliche  Sekanten,  diese  gemeinschaftliche  Taügen- 
tendurcbschnitte  beider  Kegelschnitte  sind;  und  zwar  heissen 
sie  reell  und  ideal,  jenächdera  jene  Hauptpunkte  und  Häuptstrah- 
len  existiren,  oder  nicht. 

- Zu  jeder  Involution  von  Wechselpunktstrahlen  gehören  nicht 
nur  zwei  der  Geraden  P,  Plt  P2X  sondern  auch  die  beiden  harmo- 
nischen Polaren  A,  Ax ; A\  A\  eines  jeden  Hauptwechselstrahlen- 
punktes «?,  welcher  der  dritten  angehört.  Denn  sind  a,  at  zwei 
beliebige  Wechselstrahlen  des  Punktes  deren  jeder  also  die  har-* 
moniscnen  Pole  des  anderen  enthält,  und  schneidet  a die  A in  a$ 
ax  die  Ax  in  a, , so  ist  at  der  harmonische  Pol  von  et  für  Kxy 
weil  dieser  Pol  auch  auf  der  harmonischen  Polare  Ax  von  s für 
Kx  liegt;  und  ebenso  ist  a der  harmonische  Pol  von  a , für  K\ 
also  schneiden  sich  die  harmonischen  Polaren  von  a für  /5f,  Kx  im 
Punkte  <ti,  und  somit  sind  A , Axt  da  sie  nach  zwei  Wechselpunk- 
ten  gehen,  Wechselpunktstrahlen  des  betreffenden  Punktes  pxPx^P%* 

Gleicher  Weise  gehören  zu  jeder  Involution  von  Wecbselstrah- 
lenpunkten  einer  Geraden  /*,  Px , P2  nicht  nur  zwei  der  Punkte 
p,  Pu  Pu  sondern  auch  die  beiden  harmonischen  Pole  n , nx ; n\  n' i 
eines  jeden  Hauptwechselpunktstrahles  Sxy  welcher  dem  dritten 
angehört. 

Jedes  Paar  Hauptwechselpunktstrahlen  eines  Punktes  p,px,p% 
heisst  ein  Paar  zugeordnete  geniei nscliaftliche  Sekanten, 
und  jedes  Paar  Hauptwechselstrablenpunkte  einer  Geraden  /*,  Pxi 
P2  heisst  ein  Paar  zugeordnete  gemeinschaftliche  Tan- 
gentendurchschnitte; und  wieder  heisst  ein  Paar  der  er- 
steren  einem  Paare  der  letzteren  zugeordnet,  wenn  jenes 
einem  Punkte  /*,  und  dieses  einer  Geraden  P zugehört,  welche  die 
harmonische  Polare  von  p für  Kx  Kx  ist.  „ * * 

Es  ist  nun  die  Frage,  ob  zwei  Kegelschnitte  1)  jedesmal  ein 
Paar  zugeordnete  gemeinschaftliche  Sekanten  oder  Tangentendurch- 
schnitte,  und  2)  oh  auch  jedesmal  zwei  zugeordnete  Paare  zugeordnete 
gemeinschaftliche  Sekanten  und  Tangeutendufchschnitte  besitzen? 

1)  Fasst  man  alle  Eigenschaften  eines  Punktes  p , pxi  p2  zu-* 
sammen,  so  erweist  er  sich  als  gemeinschaftlicher  Mittelpunkt  von 
vier  Involutionen  von  Strahlen!  a)  der  zugeordneten  harmonischen 
Polaren  für  AT;  b)  der  zugeordneten  harmonischen  Polaren  für  Kx ; 
c)  der  Wechselpunktstrahlen  für  VT,  K , ; d)  derjenigen  Strahlen- 
paare, welche  nach  den  Wecbselstrablenpunkten  der  entsprechenden 
Geraden  P9  PX1  P2  gehen.  Zu  jeder  von  diesen  vier  Involutionen 
gehören  die  beiden  Geraden  /*,,  P2\  P,  P2 ,*  P , Px  als  zugeordne- 
tes  Paar.  Da  nun  zwei  Gerade  Pti  /%_noth wendig  existireu,  wenn 
eine  oder  zwei  der  Involutionen,  denen  sie  angehören,  gleichlie- 
gende Gebilde  enthält,  und  nur  dann  möglicher  Weise  nicht,  weno 
alle  vier  Involutionen  aus  ungleichliegenden  Gebilden  bestehen;  und 
da  sie  in  zwei  Kegelschnitten , welche  nur  zwei  Punkte  und 
Tangenten  gemein  haben,  in  der  Tbat  nicht  vorhanden  sind,  so 
müssen  in  diesem  Falle  alle  jene  vier  luvolutidnen  aus  ungleichlie* 
geuden  Gebilden  bestehen,  und  demnach  eine  jede  ihre  Hauptstrah- 
len besitzen.  Solche  Kegelschnitte  haben  also  zwei  gemeinschaft- 
liche Sekanten,  und  aus  ähnlichen  Gründen  zwei  denselben  zuge 
ordnete  gemeinschaftliche  Tangentendurchscbnitte;  doch  ist  Datür« 
lieh  die  eine  und  der  eine  reell,  die  anderen  ideaK 

Besitzen  die  Kegelschnitte  drei  Punkte  p,  pti  p2i  und  man 
stellt  sich  irgend  einen  innerhalb  des  Dreiecks  PPxp%  liegenden 


Flickt  d vor,  so  liegt  seio  Wechselpunkt  ax  entweder  a)  ebenfalls 
iooerbalb  desselben,  oder  doch  b)  innerhalb  eines  seiner  Winkel« 
Im  Pall  a)  erhält  man  drei  Paar  Wechselpunktstrahlen  pa,/>at; 

pxat ; />3a,  P7&n  deren  jedes  das  concentrische  Straiilenpaur 
P, , P2 ; /*,  /*, ; Py  Px  ausscbliesst;  und  im  Palle  b)  schliesst  alle- 
mal eines,  aber  auch  uur  eines  der  drei  ersteren  eines  der  drei 
letzteren  aus.  Da  nun  diese  ebenfalls  Wechselpuuktstrahlen  sind, 
so  sind  im  Palle  a)  alle  drei  Involutionen  der  Wecbselpuuktstrahleo 
aus  ungleichliegenden  Gebilden  zusammengesetzt,  und  es  giebt  also 
drei  Paar  zugeordneter  gemeinschaftlicher  Sekanten,  welche  sämmt* 
lirh  reell  sind*  im  Palle  b)  dagegen  giebt  es  aus  demselben  Grunde 
a lemal  ein  Paar  zugeordneter  gemeinschaftlicher  Sekanten,  aber  nur 
eines;  und  da  dieser  Pall  nur  solche  Kegelschnitte  betreffen  kann, 
welche  keinen  Punkt  gemein  haben , so  ist  jede  von  beiden  ideal 
und  geht  somit  duroh  einen  ausserhalb  beider  Kegelschnitte  gele- 
genen Punkt  p. 

Ebenso  zeigt  man  mittels  einer  beliebigen  Geraden  0,  die  alle 
Seiten  des  Dreiecks  ppxp2  ausserhalb  desselben  schneidet,  und  ihres 
Wechselstrahls  0,,  welcher  nothwendig  entweder  alle  3 Seiten  oder 
uur  eine  ausserhalb  des  Dreiecks  schneidet,  dass  zwei  beliebige  Ke- 
gelschnitte entweder  drei  Paar  zugeordneter  gemeinschaftlicher  Tan- 
geotendurchschnitte,  welche  sämmtlich  reell  sind,  oder  nur  ein  ein- 
ziges besitzen,  dessen  Punkte  beide  ideal  sind  und  einer  beide  Ke- 
gelschnitte durchschneidenden  Geraden  P angehören« 

2)  Diese  Präge  betrifft  nur  noch  den  Pull,  wenn  drei  Punkte 
P)  pn  p9  und  drei  Gerade  Py  Pl%  P9  vorhanden  sind.  Geht  durch 
p eine  reelle  oder  ideale  gemeinschaftliche  Sekante  S , und  sind 
P*,pnx  die  zugeordneten  harmonischen  Polaren  von  «V  für  K,  Ä~, , 
10  haben  die  Geraden  Pxy  /*„  weiche  ebenfalls  zugeordnete  harmo-> 
oische  Polaren  für  K und  Kx  sind,  &)  wenn  p innerhalb  K und 
K,  liegt,  sowohl  zu  S und  pn  als  zu  S und  pnx  eine  abwechselnde 
Lage;  b)  wenn  p ausserhalb  K und  Kx  liegt,  so  schliesseu  Px% 
P j sowohl  S und  pn  als  S und  pnx  aus  oder  ein;  c)  wenn  p in- 
nerhalb K und  ausserhalb  Kx%  so  liegen  /*,,  P%  zu  S und  pn  ub* 
wechselnd,  zu  S und  pnx  aus-  oder  einscblicssend.  Io  den  beiden 
fällen  a)  und  b)  müssen  also  die  Geraden  /*,,  P9  die  Geraden  pn 
Qod  pnXi  und  folglich  auch  die  Punkte  pXy  p2  die  harmonischen 
Pole  is, von  S aus-  oder  einscbtiessen,  im  Palle  c)  dagegen  lie* 
pen  PXy  P9  zu  pn.pnXy  und  somit  auch  /?,,/?,  zu  1»,  nx  abwech- 
selnd. Aber  px,,p2  und  iss,  is,  sind  zwei  Paar  Wecliselstrahlen- 
punkte  von  P\  also  giebt  es  in  den  Pälleb  a)  und  b)  allemal,  uod 
**  Palle  c)  nie  ein  der  Sekante  S zugeordnetes  Paar  gemeinschaft- 
licher Tangentendurchschnitte. 

Haben  also  Af,  Kx  vier  Puokte  gemein,  so  besitzen  sie  entwe- 
der drei  Paar  zugeordnete  gemeinschaftliche  Tangentendurch- 
schnitte  und  somit  vier  gemeinschaftliche  Tangenten,  oder  nur  ein 
solches  Paar  und  folglich  keine  gemeinschaftlichen  Tangenten,  je- 
BAcbdem  zwei  der  Punkte  p,  pXJ  p9  ausserhalb  und  der  dritte  in- 
nerhalb beider  Kegelschnitte,  oder  nur  einer  ausserhalb  beider,  ein 
zweiter  nur  innerhalb  K und  ausserhalb  Kx , der  dritte  innerhalb 

und  ausserhalb  K liegt. 

Haben  sie  dagegen  keinen  Punkt  gemein,  so  besitzen  sie  nur 
*wei  gemeinschaftliche  Sekanten,  deren  Durchschnitt  p ausserhalb 
Eitler  Kegelschnitte  liegt,  also  jedesmal  ein  diesen  Sekanten  zu- 
Reordoetes  Paar  gemeinschaftlicher  Tangentendurcbschnitte,  welche. 
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wenn  die  Kegelschnitte  ausser  einauder  liegen,  beide  reell,  wenn 
aber  der  eine  den  anderen  einschliesst,  beide  ideal  sein  müssen. 

Andererseits  ergiebt  sieb,  dass  jedem  Paare  gemeinschaftlicher 
-Tangentendurchschnitte,  deren  Verbindungslinie  P beide  Kegel* 
schnitte  durchschneidet  oder  beide  nicht  durchschneidet,  ein  Paar 
gemeinschaftliche  Sekanten  zugeordnet  sind,  dass  aber  solche  nicht 
existiren,  wenn  P den  einen  schneidet,  den  andern  nicht;  dass  da- 
her zwei  Kegelschnitte  mit  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  ent- 
weder drei  Paar  reelle  gemeinschaftliche  Sekanten  oder  nur  ein 
Paar  ideale  besitzen,  jenaebdem  zwei  der  Geraden  P \ Px , P%  beide 
Kegelschnitte  durchsetzen  und  die  dritte  keinen,  oder  nur  eine  bei- 
den begegnet,  und  jede  der  beiden  anderen  nur  einem;  und  dass 
endlich  zwei  Kegelschnitte,  weiche  keine  gemeinschaftliche  Tan- 
gente haben,  allemal  wenigstens  ein  Paar  gemeinschaftliche  Sekan- 
ten besitzen,  welche  solchen  gemeinschaftlichen  Tangentendurcb- 
schnitten  zugeordnet  sind,  deren  Verbindungslinie  beide  Kegel- 
schnitte schneidet.  ' 

5.  Sind  in  einer  Ebene  zwei  Kegelschnitte  von  be- 
liebiger Gestalt  und  Lage  gegeben,  so  giebt  es  in  dieser 
Ebene 


a)  allemal  entweder  drei 
oder  wenigstens  einen 
Punkt,  dessen  Strahlen 

' paarweise  Wechselpun  kt- 
strablen  bilden,  d.  b.  solche 
Strahlenpaare,  deren  jedes 
lauter  Wechselpunkte  ent- 
hält 

b)  Diese  Wechselpunkt- 
strahlen bilden  eine  Invo- 
lution von  Strahlen,  und 
diese  besteht,  wenn  sie  die 
einzige  ist,  allemal  aus  un- 
gleichliegenden Gebilden, 
und  wenn  ihrer  drei  vor- 
handen sind,  so  besteht 
entweder  eine  jede  dersel- 
ben,  oder  nor  eine,  deren 
Mittelpunkt  ausserhalb  bei- 
der Kegelschnitte  liegt, 
aus  solchen  Gebilden. 


a)  allemal  entweder  drei 
oder  wenigstens  eine  Ge- 
rade, deren  Punkte  paar- 
weise Wecbselstrahlen- 
punkte  bilden,  d.  b.  solche 
Pun kten paare,  deren  jedes 
lauter  Wechselstrablen  ent- 
hält. , 

v 

* 

b)  Diese  Wechselstrahlen- 
punkte bilden  eine  Involu- 
tion von  Punkten,  und  diese 
besteht,  wenn  sie  die  ein- 
zige ist»  allemal  aus  un- 
gleichliegenden Gebilden» 
und  wenn  ihrer  drei  vor- 
handen sind,  so  besteht' 
entweder  eine  jede  dersel- 
ben oder  nur  eine,  deren 
Ricbtungslinie  beide  Ke- 
gelschnitte durchschneidet» 

(aus  solchen  Gebilden. 

c)  Die  Hauptpunkte  einer 
solchen  Involution  oder  die 

Hauptwecbselstrablen- 
punkte  sind  zwei  Punkte» 
von  denen  ein  jeder  lauter 
Wechselstrablen  enthält. 
Daher  ist  ein  jeder  Haupt- 
wechselstrablenpunkt  ein 
Mittelpunkt  vereinigter 
Paare  zugeordneter  harmo- 


c)  Die  Hauptstrahlen  einer 
solchen  I nvolution  oderdie 
Buuptwecliselpunk  tstra  h- 
len  sind  zwei  Gerade,  von 
denen  eine  jede  lauter 
Wechselpunkte  enthält.  Da- 
her ist  ein  jeder  Haupt- 
Vi  ecbselpu  n k tstrahl  eine 
Gerade  vereinigter  Paare 
zugeordneter  harmonischer 
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Pole,  <L  1k  deren  Punkte 
paarweise  zugeordnete  har* 
monische  Pole  in  Bezug  auf 
beide  Kegelschnitte  zu* 
gleich  sind.  Endlich  ist  je- 
der Hauptpunkt  einer  Invo- 
lution vereinigter  Paare 
zugeordneter  harmonischer 
Pole  ein  beiden  Kegel* 
schnitten  gemeinschaftli- 
cher Durchscbnittspunkt, 
und  insofern  ist  jeder 
Hauptwechselpunktstrahl, 
■jenachdem  er  einem  der  Ke* 
gelschnitte  begegnet  oder 
nicht,  eine  reelle  oder 
ideale  gemeinschaftliche 
Sekante  derselben» 


d)  Einer  jeden  Involution 
Von  Wechselpunktstrahlen 
ist*  eine  Involution  von 

Wechselstrahlenpunkten 
zugeordnet,  deren  Ricb- 
tungslinie  die  harmonische 
Polare  des  Mittelpunktes 
der  ersteren  in  Bezug  auf 
heide  Kegelschnitte  ist« 
Diese  letztere  besteht  aus 
ungleichliegenden  Gebil- 
den, wenn  die  erstere  ent- 
weder aus  ungleichliegen- 
den besteht,  und  ihr  Mittel» 
punkt  innerhalb  oder  aus» 
serhalh  heider  Kegel* 
schnitte  liegt;  oder  wenn 
die  erstere  aus  gleichlie- 
genden besteht,  und  ihr 
Mittelpunkt  innerhalb  des 
einen  und  ausserhalb  des 
anderen.  Kegelschnittes 
liegt;  in  jedem  anderen 
Falle  dagegen  besteht  die 
letztere  aus  gleichliegen- 
den  Gebilden». 

e)  Zu  jeder  Involution 
von  Wechselppuktstrahlen 
geboren  , als  zugeordnete 
Strahlen  die-  beiden  Gera- 
den, welche  in  Bezug  auf 
beide  Kegelschnitte  zuge« 


nischer  Polaren,  d.  h.  des- 
sen Strahlen  paarweise  zu- 
geordnete harmonische  Po- 
laren in  Bezug  auf  heide 
Kegelschnitte  zugleich 
sind*  Endlich  ist  jeder 
Hauptstrahl  einer  Involu- 
tion vereinigter  Paare  zu- 
eordneter  harmonischer 
olaren  eine  beiden  Kegel- 
schnitten gemei  a&eh&ftli- 
che  Tangente,  und  insofern 
ist  jeder  Hau  pt  wechsel- 
strahlenpunk  t,  jenachdem 
er  ausserhalb  oder  inner- 
halbein es  der  Kegelschnitte 
liegt,  eiu  reeller  oder  idea- 
ler gemeinschaftlicher  Tan- 
gentendurchschnitt der- 
selben. 

d)  Einer  jeden  Involution 
von  Wechselstrahlenpunk«, 
ten  ist  eine  Involution  von  •* 
Wechselpunktstrahlen  zu- 
geordnet, deren  Mittel- 
punkt der  harmonische  Pol 
der  Richtungslinie  der  er- 
steren in  Bezug  auf  beide 
Kegelschnitte  ist.  Diese 
letztere  besteht  aus  un- 
gleichliegenden Gebilden, 
wenn  die  erstere  entweder 
aus  ungleichliegenden  be- 
steht, und  ihre  Richtungs- 
linie  beide  Kegelschnitte 
durehschneidet  oder  nicht 
durchschneidet,  oder  wenn 
die  erstere  aus  gleichlie- 
genden besteht,  und  ihre 
Richtungslinie  den  einen 
Kegelschnitt  durchschnei- 
det, den  anderen  nicht;  La 
jedem  anderen  Falle  dage- 
gen besteht  .die  letztere 
aus  gleichliegendea  Ge« 
bilden» 

» 

e)  Zu  jeder  Involution 
von  Weehselstrahlenpuuk« 
ten  gehören  als  zugeord- 
nete Punkte  die  neiden 
Punkte,  welche  in  Bezug 
auf  beide  Kegelschnitt'* 
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ordnete  harmonische  Pola- 
ren sind,  und  ausserdem  die 
beiden  harmonischen  Pola- 
ren eines  j eden  Hauptwech- 
selsfra lilen punktes  der  der 
ersteren  zuireordneten  In- 
volution in  Bezug  auf  beide 
Kegelschnitte,  wenn  er 

existirt.  * 

* 

6.  Sind  in  einer  Ebene 
liebiger  Gestalt  und  Lage 
selben: 

a)  wenn  sie  vier  Punkte 
einein  haben,  drei  reelle 
aare  zugeordneter  ge- 
meinschaftlicher Sekunten, 
und  entweder  drei  reelle 
Paare  zugeordneter  gemein- 
schaftlicher Tangenten- 
durchscb  nitt  e,  oder  nur  ein 
solches  und  zwar  ideales 
Paar,  welches  demjenigen 
der  drei  ersteren  zugeord- 
net ist,  dessen  gegenseiti- 
ger Durchschnitt  ausser- 
halb beider  Kegelschnitte 
liegt;  b)  wenn  sie  bloss 
zwei  Punkte  gemein  haben, 
so  besitzen  sie  allemal  nur 
ein  einziges  Paar  gemein- 
schaftlicher Sekanten,  wo- 
von die  eine  reell,  die  an- 
dere ideal  ist,  und  nur  ein 
einziges  und  zwar  ein  dem 
ersteren  zugeordnetes  Paar 
\ gemeinschaftlicher  Tan- 
gentendurebsebnitte,  wo- 
von der  eine  reell,  der  an- 
dere ideal  ist;  c)  wenn  sie 
keinen  Punkt  gemein  ha- 
ben, so  besitzen  sie  nurein 
einziges  und  zwar  ideales 
Paar  gemeinschaftlicher 
Sekanten,  und  entweder 
drei  reelle  Paare  • gemein- 
schaftlicher Tangenten- 
durchschnitte oder  nur  ein 
solches  und  zwar  ideales 
«Paar,  welches  dem  ersteren 
zugeordnet  ist,  und  dessen 
Verbindungslinie  beide  Ke- 
gelschnitte durchschneidet, 


zugeordnete  harmonische 
Pole  sind,  und  ausserdem 
die  beiden  harmonischen 
Pole  eines  jeden  Haupt- 
wechselpunktstrahles der 
der  ersteren  zugeordneten 
Involution  in  Bezug  auf 
beide  Kegelschnitte,"  wenn 
er  existirt. 

zwei  Kegelschnitte  von  be- 
gegeben,  so  besitzen  die-» 

a)  wenn  sie  vier  Tangen- 
ten gemein  haben,  drei  re-*- 
elle  Paare  zugeordneter 
gemeinschaftlicher  Tao- 
gentendurebsebnitte,  . und 
entweder  drei  reelle  Paare 
zugeordnetergemeinsebaft- 
lieber  Sekanten,  oder  nur 
eiu  solches  und  zwar  idea- 
les Paar,  welches  demjeni- 
gen der  drei  ersteren  zu- 
geordnet ist,  dessen  Ver- 
bindungslinie beide  Kegel- 
schnitte durchschneidet;  b) 
wenn  sie  bloss  zwei  Tan- 
enten  gemein  haben,  so> 
esitzen  sie  allemal  nur  ein 
einzigesPaar  gemeinschaft- 
licher Tangentendurch- 
schnitte, wovon  der  eine 
reell,  der  andere  ideal  ist, 
und  nur  ein  einziges  und 
zwar  ein  dem  ersteren  zu- 
geordnetes Paar  gemein- 
schaftlicher Sekanten,  wo- 
von die  eine  reell,  die  an- 
dere ideal  ist;  c)  wenn  sie 
keine  Tangente  gemein  ha- 
ben, so  besitzen  sie  nurein 
einziges  und  zwar  ideales 
Paar  gemeinschaftlicher 
Taugentendurchschnitte, 
und  entweder  drei  reelle 
Paare  gemeinschaftlicher 
Sekanten,  oder  nur  ein  sol- 
ches und  zwar  ideales  Paar, 
welches  dem  ersteren  zü- 
geordnet  ist,  und  dessen 
gegcnseitigerDurchscbnitt 
ausserhalb  beider  Kegel- 
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jenachdem  die  Kegel* 
schnitte  völlig  ausserein- 
mder  oder  ineinander  lie- 


gen. 

, \ ;•  ” v 


schnitte  liegt,  jenachdem 
die  Kegelschnitte  sich 
durchdringen  oder  nicht. 


Mit  Hülfe  der  gegebenen  Sätze  wird  man  nun  leicht  die  Auf* 
lÖsung  folgender  Aufgabe  finden. 

7.  Mittels  des  Liueals  und  eines  festen  Kreises  die 
gemeinschaftlichen  Sekanten  und  Tangentendurch- 
schnitte  zweier  Kegelschnitte,  von  denen  ein  Jeder 
durch  fünf  Punkte  oder  fünf  Tangenten  beliebig  in 
einer  Ebene  gegeben  ist,  zu  finden,  wenn 


nsi 

a)  irgend  einer  der  Punkte 
PiPt’Pil  b)  wenn  irgend  ein 
Strahl  eines  dieser  Punkte; 
c}  wenn  irgend  ein  Punkt 
einer  reellen  oder  idealen 

femeinschaftlichen  Se- 

ante,  der  aber  kein  Durch- 
leb nittspunkt  beider  Ke- 
gelschnitte sein  darf,  be- 
kannt ist. 

* 1 O ! C ' 


a)  irgend  eine  der  Gera- 
den P,  /*, , /*,;  b)  wenn  ir- 
gend ein  Punkt  einer  die- 
ser Geraden;  c)  wenn  ir- 
gend ein  Strahl  eines  reel- 
len oder  idealen  gemein- 
schaftlichen Tangenten- 
durchschnittes, der  aber 
keine  gemeinschaftliche 
Tangente  sein  darf,  be- 
kannt ist. 


Umgekehrt  darf  man  behaupten,  dass  Jede  Gerade,  deren  sämrat- 
tiche  Punkte  paarweise  Wechselpunkte  in  Bezug  auf  zwei  Kegel- 
schnitte bilden,  eine  reelle  oder  ideale  gemeinschaftliche  Sekunte 
derselben,  und  dass  jeder  Punkt,  dessen  Strahlen  paarweise  Wecb- 
selstrahlen  bilden , ein  reeller  oder  idealer  gemeinschaftlicher  Tao- 
gentendurchschnitt  derselben  sei.  Denn  jene  Gerade  S'  schneidet 
zwei  zugeordnete  gemeinschaftliche  Sekanten  von  A7,  Kx  entweder 
im  Punkte  p,  und  dann  fällt  sie,  als  Vereinigung  zweier  Wechsel- 
punktstrahlen, nothwendig  mit  einer  von  beiden  zusammen,  oder 
sie  schneidet  jede  in  zwei  besondern  Punkten,  und  dann  ist  jeder 
dieser  Punkte  ein  gemeinschaftlicher  Durchschnitt  der  Kegelschnitte, 
also  S*  eine  gemeinschaftliche  Sekante;  oder  fiele  einer  derselben 
nicht  mit  seinem  Wechselpunkte  zusammen,  so  würde  letzterer  so- 
wohl auf  S'  als  auf  einer  gemeinschaftlichen  Sekante  liegen,  also 
wiederum  S’  mit  einer  gemeinschaftlichen  Sekante  zusammenfallen. 


Besondere  Fälle. 

■ Sind  je  zwei  zugeordnete  Durchmesser  eines  Kegelschnittes 
denen  eines  anderen  parallel,  was  offenbar  der  Fall  ist,  wenn  es 
von  zwei  Paaren  allein  gilt,  (§.  1.  e ),  so  ist  die  unendlich  - ent- 
fernte Gerade  ihrer  Ebene  eine  Gerade  vereinigter  Paare  zugeord- 
neter  harmonischer  Pole,  also  eine  gemeinschaftliche  Sekante 
der  Kegelschnitte,  und  umgekehrt.  Sind  aber  A , Ax ; /?,  B x zwei 
Paar  zugeordnete  Durchmesserlängen  des  einen,  und  0,  ax  ; £,  bx 
die  Längen  der  ihnen  parallelen  Durchmesser  des  anderen,  so  ist 


r 


Digitized  by  Google 


238 

• 

kraft  §.  4.  #)  A : Ax  = a : »,  und  1?  : Z? , sar  6 : also  auch 

A ,At  :a  .nl'=zA*  ß%B1:b.blz=z  B%  : £*.,  und  nach  §.  4. 
6.  ist  A . At  : B . Zf , = « . «,  : £ . ä,  ; also  A : a B : 6 = C:  c 
u.  s.  w.,  d.  b.  die  Kegelschnitte  sind  ähnliche  und  ähnlich  • lie- 
gende Figuren;  und  umgekehrt. 

8.  Je  zwei  ähnliche  und  ähnlich  - liegende  Ellipsen 
oder  Hyperbeln  haben  beziehlick  eine  unendlich  - ent- 
fernte ideale  oder  reelle  Sekante  gemein. 

9.  Zwei  in  einer  Ebene  beliebig  liegende  Kreise  ha« 
ben  eine  unendlich-entfernte  ideale  Sekante  gemein. 

Sind  die  Achsen  zweier  Parabeln  parallel,  so  haben  sie  nicht 
nur  die  unendlich  - entfernte  Tangente,  sondern  auch  deren  Berüh- 
rungspunkt gemein;  da  nun  die  harmonische  Polare  jedes  Punk- 
tes einer  Tangente  durch  den  Berührungspunkt  gebt,  so  folgt  auch 
für  diese  Art  Kegelschnitte: 

10.  Zwei  in  einer  Ebene  beliebig,  aber  mit  paralle- 
len Achsen  liegende  Parabeln  haben  eine  unendlich* 
entfernte  Sekante  gemein,  welche  zugleich  deren  ge* 
meinschaftl iclie  Tangente  ist. 

Oie  zugeordneten  harmonischen  Polaren  eines  Brennpunktes 
sind  zu  einander  rechtwinklig,  also  bildet  jedes  Paar  derselben  in 
zwei  Kegelschnitten,  welche  einen  Brennpunkt  gemein  haben,  zwei 
Wecbselstrahlen: 

11.  Fällt  ein  Brennpunkt  eines  Kegelschnitten  mit 
dem  eines  andern  zusammen,  so  ist  er  ein  idealer  ge- 
meinschaftlicher Tangenten  durchschnitt  derselben. 


Es  möge  jetzt  eine  beliebige  Gerade  A zwei  beliebige  Kegel- 
schnitte $(,  33  in  den  Punktenpaaren  a,  0,  ; b,  bt  nod  zwei  zugeord- 
nete gemeinschaftlich«  Sekanten  S , Sx  derselben  in  den  Punkten 
d,  d,  schneiden;  so  giebt  es,  wenn  a,  a,  ond  b,  b,  nicht  etwa  ab- 
wechselnd liege«,  allemal  zwei  Punkte  g,$,  die  sowohl  mit  a,  a, 
als  mit  b.  b,  harmonisch  sind.  Solche  zwei  Punkte  g,  i)  sind  aber 
Wechselpunkte  für  Ä,  23,  also  die  Strahlen,  welche  sie  mit  dem 
Durchschnitte  p von  S , Sx  verbinden,  Wechselpunktstrablen;  wor- 
aus folgt,  dass  g,  b auch  mit  6,  d,  harmonisch,  folglich  die  Punk- 
tenpnnre  a,  a,;  b,  b, ; d.  d,  eine  Involution  von  sechs  Punkten  bil- 
den. Haben  21,  23  keinen  Punkt  gemein,  so  schliessen  die  Punkte 
a,  a, ; b,  b,  einander  ein  oder  aus,  und  das  nämliche  gilt  von  den 
Tangenten,  welche  von  einem  beliebigen  Punkte  gezogen  werden. 


•)  Denn  nach  der  dortigen  Bezeichnung  ist 


A\:B* 


m*  . : Mt * , 

««»  1 


tnj  Ma*  Mm  fl/a*,  Mm 
‘ aa4  **  J/rn*  * ma  ’ Mm2 ' ma,  ’ 


also  wenn  a,  a,  die  Winkel  sind,  welche  Alf  Bt  mit  der  Achse  Afuj  bilden: 

not.«  ctft.a.  . . • _ . Ä 

A2i  : B2 , ==— — — : - — - — 1 »sin«.,  . cos  a.  :sjn  «.  cosa=sin2«.  : sin  2a: 
cos*.a  cos* . at  * 1 ’ 

(and  ebenso  ist  rechts  tng* .« : tng*.«,  ==ÜTa, : Ma).  Nach  der  jetzigen  Be. 

Zeichnung  also  ist  A 2 : A2 , sa  sin . 2a  , : sm . 2«  =s  a*  : a* , . 
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Der  Fall,  dass  diese  Punkte  oder  Tangenten  abwechselnd  liegen, 
kann  also  nur  dann  eintreten,  wenn  51,  53  vier  oder  nur  zwei 
Punkte  gemein  haben. 

Es  seien  B , Bx  irgend  zwei  den. Kegelschnitten  51,  53  gemein- 
schaftliche Punkte;  durch  B sei  eine  beliebige  Gerade  gelegt,  wel- 
che 51,53  zum  andernmal  in  ß2%ß2  schneidet,  nnd  durch  ßx  die 
Strahlen  6n  cl9  dx  welche  5(  in  a,  b,  c,  uBd  53  in 

ö,,  h,,  C,,  b, ....  schneiden;  endlich  gehen  von  ß2  nach  d,b,c,b.... 
die  Strahlen  a29b2xc2)d und  von  ßx  nach  , b, , C, , b, . . .. 
die  Strahlen  aX9  bX9  cx,  dt ....;  dies«  vorausgesetzt,  so  ist 

^a(Ä»j  bt2 , c29  d2,.„)  — B x (**1»  ••••) = B x{a | , b %%  r,, 

also 

B2{a ],  b21  c2 , d2  ••••)  — — Bt(at , bt9'CX9  dx  • . . 

Aber  derjenige  Strahl  e,  von  /?, , welcher  mit  /?/?,  zusammen- 
fällt,  schneidet  5C  nnd  53  in  zwei  Punkten  c,  e,,  welche  sich  in  B 
vereinigen;  also  fallen  auch  die  Strahlen  e29  et  mit  ß2ßx  zusam- 
men. Die  Strahlbüschel  ß2,  ßx  sind  also  perspektivisch,  d.  h.  je 
zwei  Strahlen  a29  ax\  b2i  bt  . . . . schneiden  sich  auf  einer  Gera- 
den S 

Ist  nun  A eine  beliebige  Gerade,  welche  SC  in  ß29  a und  53 
in  b°,  b°,,  ferner  BBX  oder  S in  $ und  Z?,ö,  in  schneidet,  so' 
bilden  die  drei  Punktenpaare  ß29  a;  b®,  b°,;.$,  d, , als  Durch- 
schnitte von  A mit  53  und  den  Gegenseiten  des  dem  53  eingeschrie- 
benen Vierecks  BB lalßx>  eine  Involution  von  sechs  Puokten *  *). 


#)  Ist  nämlich  B2  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  eines  Kegelschnittes 
AT,  und  sind  {BR)  und  Bx  zwei  beliebige  Punkte  von  K\  sind  ferner 
«,  ß,  ßx  •,  y,  yt;  cf,  tf, ....  die  Durchschnitte  von  Af  mit  beliebigen 
Geraden,  welche  von  B2  ausgehen,  und  haben  diese  Punkte  mit  ( BR ) 
die  Strahlenpaare  ay  a' ; b9  b' ; c , c' ; d>  ef und  insbesondere  die 
Punkte  a.,  ßXi  yX}  cf,  ....  mit  Rx  die  Strahlen  aX)  bX}  cx , ge- 

mein, so  hat  man  nach  §.  3.  3.  und  Einl.  11. 

R{cfy  by  ct  d . . . •)  — B" (ö  , b , tf , d . . . •)  ssi  B , (fl ,,  b xx  c , , d , . • . »). 

• • 

Wird  nun  eine  beliebige,  durch  B2  gehende  Gerade  ( AAX ) von  a , A, 
Cy  d ....;  fl,,  b Xy  c |,  d , ....  beziehhch  m d , b , c , b « » « » ; d , , bj, 
bi....  geschnitten,  so  hat  man 

A{at  b,  (y  b • . • •) ~ Ax{dXy  b„  c,,  b,  i «i •). 

Aber  auf  A entspricht  dem  Punkte  f,  welcher  mit  B einerlei  ist,  ein 
Punkt  f,  auf  AlX  welcher  der  Linie  BBX  angehört,  und  dem  Punkte 
cf>  auf  Ay  welcher  mit  f,  zusammenliegt,  entspricht  auf  Ax  ein  mit  f 
zusaminenliegender  Punkt  qp, ; also  ist 

A{dy  b,  c,  b . . . . dn  b0  c,,b, »...)  — — A i(d nbj, Ci,bi ....  d, b,  c,  b • . • .), 

woraus  obiger  Satz  sich  sofort  ergiebt.  Aber  noch  mehr.  Sieht  man 
z.  B.  den  Punkt  d,  als  der  ^zugehörig  an,  zieht  B&\  oder  «°,  wel- 
cher Strahl  K in  a°  schneidet,  sofort  die  Gerade  ß2<x°*  welche  K wie- 
der in  a°i  schneidet,  endlich  den  Strahl  oder  so  muss  aü, 
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Aber  der  Punkt  g,  gehört  auch  der  Geraden  Sx  an»  welche  durch 
Drehung  der  Geraden  B%a  und  Z?,ö,  um  die  Punkte  B ,,  B t er- 
zeugt wird;  und  offenbar  lassen  sich  immer  durch  B9  zwei  Gerade 
A so  legen,  dass  die  Puokte;/?,,  a und  6,  g,  sich  ein-  oder  aus- 
schliessen,  und  zugleich  die  Punkte  b°,  bu,  existiren  — es  braucht 
nur  B9  innerhalb  33  zu  liegen  — also  würden  für  diese  zwei  Ge- 
raden A die  Punkte  6»  sowohl  auf  S , als  auf  der  zugeordneten 
gemeinschaftlichen  Sekante  von  BBX  liegen  müssen,  und  demnach 
diese  letztere  mit  Sx  identisch  sein. 

Ebenso  behandelt  man  andrerseits  den  Fall,  wenn  2f,  23  vier 
oder  zwei  Tangenten  gemein  haben;  und  was  denjenigen  betrifft, 

' wenn  21,  23  vier  Punkte,  aber  keine  Tangeote  gemein  haben,  so 
überzeugt  man  sich  leicht,  dass  die  zwei  Tangentenpaare,  welche 
von  einem  beliebigen  Punkte  an  solche  zwei  Kegelschnitte  gelegt 
werden,  sich  ein-  oder  ausschliessen  müssen.  Denn  denkt  man  sich 
den  Polar-Kegelschnitt  23,  von  23  in  Bezug  auf  21,  so  können  21 
und  23,  keinen  Punkt  gemein  haben,  weil  21  und  23  keine  gemein- 
schaftliche Tangente  besitzen;  heissen  nun  jene  zwei  Tangenten- 
paare <sr,  ax  ; 6,  6l%  und  sind  a,  a, ; b,  b,  deren  harmonische  Pole 
für  21,  so  liegen  diese  in  einer  Geraden,  upd  zwar  a,  a,  auf  21, 
b,  b,  auf  23, ; folglich  schliessen  sich  diese  Punktenpaare  ein  oder 
aus,  und  demnach  gilt  dasselbe  auch  von  «,  6,  weil  die  bar* 

monischen  Polaren  aller  Punkte  einer  Geraden  für  21  einen  mit  die* 
ser  Geraden  projektivischen  Strablbüschel  bilden. 


12.  . Die  drei  , Pu nkten- 
paare,  in  welchen  zwei  Ke- 
gelschnitte von  beliebiger 
Gestalt  und  Lage  und  zwei 
zugeordnete  gemeinschaft- 
liche Sekanten'  derselben 
von  einer  beliebigen  Gera- 
den geschnitten  werden, 
bilden  eine  Involution  von 
sechs  Punkten. 


12.  .Die  drei  Strahlen- 
paare, welche  von  einem 
beliebigen  Punkte  an  zwei 
Kegelschnitte  von  beliebi- 
ger Gestalt  und  Lage,  als 
Tangenten,  und  nach  zwei 
zugeordneten  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  durch- 

schnitten derselben  gezo- 

re  n werden,  bilden  eine 
nvolution  von  sechs  Strah- 
len, 


Ich  übergehe  die  Corollare  dieses  Satzes. 


13.  Haben  zwei  Kegel- 
schnitte zwei  Punkte  ge- 
mein, und  man  legt  durch 
jeden  dieser  Punkte  eine 
beliebige  Gerade,  so  schnei- 
den sich  die  durch  diese 
zwei  Geraden  bestimmten 
Sehnen  der  Kegelschnitte 


13.  Haben  zwei  Kegel- 
schnitte zwei  Tangenten 
gemein,  und,  man  zi ent  von 
einem  beliebigen  Punkte 
einer  jeden  an  jeden  Kegel- 
schnitt eine  neue  Tangente, 
so  liegen  die  gegenseitigen 
Durchschnitte  je  zweier 


durch  den  Punkt  a gehen.  Die  Punkte  a,  B,  a°,  a°„  Bl%  a,  bilden 
ein  dem  K eingeschriebenes  Sechseck  aßa0a°lBlali  dessen  Hauptge- 
genseiten sich  paarweise  in  drei  Punkten  /?,,  a,  a,  einer  Geraden 
schneiden,  und  offenbar  ist  dieses  Sechseck  beliebig. 
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auf  einer  gemeinschaftli- 
chen  Sekante  derselben, 
weiche  der  durch  . jene 
Punkte  gehenden  zugeord- 
net ist. 


Tangenten  desselben  Ke- 
gelschnitts mit  einem  ge- 
meinschaftlichen Tangen« 
tendurch  schnitte  derselbe n, 
welcher  dem  der  beiden  er- 
sten Tangenten  zugeordnet 
i 8 1 9 in  gerader  Linie. 


§.  6. 

Construction  und  Eigenschaften  eines  Systems  von 
beliebig  vielen  Kegelschnitten,  welche  zwei  zugeord- 
nete Sekanten  oder  Tangentendurcbschnitte  gemein 
haben.  System  der  zugehörigen  VVechselpu n k t-  oder 
Wecbselstrablen- Kegelschnitte.  J)rei  Wechsel-Systeme 
von  Kegelschnitten  mit  zwei  zugeordneten  gern  ein  - 
scliaftlicheu  Sekanten  oder  Tangentendurchschnitten. 


.1.  Sind  in  einer  Ebene  ei n 
Kegelschnitt,  zwei  Gerade 
und  ein  Punkt  beliebig  ge- 
geben, einen  zweiten  Ke- 
gelschnitt zu  finden,  wel- 
cher mit  dem  ersteren  die 
beiden  Geraden  als  (reelle 
oder  ideale)  Sekanten  gemein 
habe,  und  durch  den  gege- 
benen Punkt  gehe. 


1.  Sind  in  einerEbene  ein 
Kegelschnitt,  zwei  Punkte 
und  eine  Gerade  beliebig 
gegeben,  einen  zweiten  Ke- 
gelschnitt zu  finden,  wel- 
cher mit  dem  ersteren  die 
beiden  Punkte  als  (reelle 
oder  ideale)  Tangenten- 
durchschnitte gemein  habe 
und »die  gegebene  Gerade 
berühre. 


Erste  Auflösung  (links).  Es  sei  23  der  gegebene  Kegel- 
schnitt, die  gegebenen  Geraden,  a der  gegebene  Punkt  des 

gesuchten  Kegelschnittes  21.  Man  verbinde  den  Durchschnitt  p von 
S t mit  a durch  eine  Gerade  a , suche  die  harmonische  Polare 
P von  p für  23,  welche  die  a in  //  schneide,  und  zu  p , //,  a den 
vierten  harmonischen,  dem  a zug.  Punkt  a, ; suche  zu  S , . a den 

vierten  harmonischen,  dem  a zugeordneten  Strahl  a\  und  noch  die 
harmonischen  Polaren  von  a,  a,  für  23,  welche  a in  a,  a,  schnei- 
den. Jetzt  verbinde  man  die  Punkte  a und  a,  a,  und  a , durch  die 
Geraden  A,  Alx  lege  durch  a eine  beliebige  Gerade,  welche  23  in. 
b,  b,  und  £,  S t in  d,  ö,  schneide,  suche  einen  Punkt  a2 , welcher 
mit  a und  b,  b,;  d,  d,  eine  Involution  von  sechs  Punkten  bildet, 
und  suche  einen  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  Punkte  a,  öx,  0* 
gehe  und  die  Geraden  Ay  At  berühre;  so  ist  diess  der  verlangte  ' 
Kegelschnitt  21. 

Beweis.  Da  A , als  Tangente  in  a,  die  harmonische  Polare 
von  a für  21  ist,  und  von  der  harmonischen  Polare  desselben  Punk- 
tes für  23  in  a geschnitten  wird,  so  sind  a,  «,  und  aus  demselben 
Grunde  a,,  a,  Wechselpunkte  für  21,  23,  und  da  p , //  harmonisch 
mit  a,  0,,  und  p'  auf  der  harm.  Polare  von  p für  23  liegt,  so  sind 
p,  p*  ebenfalls  Wechselpunkte  für  21,  23.  Es  liegen  also  drei  Paar 
Wechselpunkte  a,  «;  a,,  a, ; p,pr  auf  denselben  zwei  Geraden  a , 
demnach  sind  ä zwei  Wechselpunktstrahlen  für  21,  23,  und  p ist 

Thell  V.  16 
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ein  Punkt,  dessen  harmonische  Polaren  für  21,  23  sich  vereinigen.  Die 
Gerade  aa3,  da  sie  beliebig  ist,  konnte  jedenfalls  so  gewählt  wer- 
den, dass  die  Punktenpaare  b,  b,  und  $,  d,  einander  und  folglich 
auch  a,  a3  ein-  oder  ausschliessen;  also  giebt  es  auf  ihr  zwei 
Punkte  <j,  (j,  welche  sowohl  mit  a,  a2  als  mit  b,  b,  (und  d,  dv)  har- 
monisch, also  Wcchselpunkte  für  21,  23  sind.  Somit  sind  auch  die 
Strahlen  g*,  h , welche  p mit  <$,  verbinden,  Wechselpunktstrahlen, 
und  da  nun  S,  Sx  sowohl  mit  <-*,  ä als  mit  g,  h harmonisch  sind, 
so  sind  sie  zwei  zugeordnete  gemeinschaftliche  Sekanten  von  2(,  23. 

Zweite  Auflösung  (links).  Man  lege  durch  den  gegebenen 
Punkt  a beliebig  viele  Strahlen  al9  ar2,  und  suche  auf  je- 

dem derselben,  z.  B.  auf’**,,  einen  Punkt  a,,  welcher  mit  a und  den 
Punktenpaaren  b,b,;  d,  d,,  wo  ax  den  gegebenen  Kegelschnitt  23 
und  die  Geraden  S , 8X  schneidet,  eine  Involution  von  sechs  Punk- 
ten bildet;  so  gehören  alle  diese  Punkte  a,  u.  s.  f.  dem  verlangten 
Kegelschnitte  21  an. 

Beweis.  Da  durch  die  erste  Auflösung  bewiesen,  dass  der 
Kegelschnitt  21  existirt,  so  sind,  wenn  21  den  Strahl  ax  zum  zwei- 
tenmal in  aff  schneidet,  sowohl  a,  0,, ; b,  b,;  d,  d,  als  auch  et,  a,; 
b,  bj5  d,  d,  in  Involution,  «Iso  a„  mit  at  identisch  u.  s.  w.  .Zu- 
gleich sieht  man,  dass  nur  eiu  einziger  Kegelschnitt  21  existirt.  * 


2.  Wird  ein  ebener  Strahl- 
büschel von  einem  beliebi- 
gen Kegelschnitte  und  von 
zwei  festen  Geraden  ge- 
schnitten, so  gehören  alle 
Punkte,  welche  mit  ' dem 
Mittelpunkte  des  Strahlbü- 
schels; als  zugeordnetem 
Punkte,  und  mit  den  jedes- 
maligen zwei  Punkten  paa- 
ren des  Kegelschnittes  und 
der  festen  Geraden  Involu- 
tionen von  sechs  Punkten 
bilden,  dem  Umfange  eines 
z tv eiten  Kegelschnittes  an, 
welcher  mit  ersterem  die 
beiden  festen  Geraden  als 
reelle  oder  ideale  Sekanten 
gemein  hat  und  durch  den 
Mittelpunkt  des  Strahl  bü- 
scheis geht. 


2.  Alle  Geraden,  welche 
mit  einer  beliebig  gegebe- 
nen Geraden,  als  zugeord- 
netem Strahle,  mit  zwei 
Tangenten  eines  beliebig 
gegebenen  Kegelschnittes 
und  mit  zwei  nach  zwei  fe- 
sten Punkten  gehenden  Ge- 
raden Involutionen  von 
sechs  Strahleu  bilden,  um-  - 
hüllen  einen  zweiten  Ke- 
gelschnitt, welcher  mit  er- 
sterem die  zwei  festen 
Punkte  als  reelle  oder 
ideale  Tangentend  urch- 
schnitte  gemein  hat  und  die 
gegebene  Gerade  berührt. 


Aus  §.  d.  12.  folgt  nun  ohne  Weiteres: 


3.  Hat  eine  Schaar  von 
Kegelschnitten'  mit  einem 
und  demselben  Kegel- 
schnitte dieselben  zwei  zu- 
geordnete n reellen  oder 
idealen  Sekanten  gemein, 
so  bilden  säinmt liehe  Punk- 
tenpaare, in  denen  diese 


3.  Hat  eine  Schaar  von 
Kegelschnitten  mit  einem 
und  demselben  Kegel- 
schnitte dieselben  zwei  zn- 
geordneten  reellen  oder 
idealen*  T an  gentend urc li- 
sch nitte  gemein,  so  bilden 
sämmtliche  Tangcnten- 
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K egel schnitte  und  Sekan- 
ten eine  beliebige  Gerade 
schneideu,  eine  Involution 
von  Punkten,  deren  Haupt- 
punkte allemal  zweien  die 
Gerade  berührenden  Kegel- 
schnitten angehören;  und 
de&shalb  hat  jeder  Kegel- 
schnitt dieser  Schaar  mit 
jedem  jene  zwei  Sekanten 
gemei  n. 


paare,  welche  von  einem 
beliebigen  Punkte  an  die- 
selben, nebst  den  Geraden, 
welche  nach  den  gemein- 
schaftlichen Tangenten- 
durchschnitten gehen,  eine 
Involution  von  Strahlen, 
deren  Hauptstrahien  alle- 
mal zwei  durch  jenen  Punkt 
gehende  Kegelschnitte  be- 
rühren; und  desshalb  hat 
jeder  Kegelschnitt  dieser 
Schaar  mit  jedem  jene  zwei 
Tangentendurchschnitte 
gemein. 


Aus  diesem  Satze  wieder  ergiebt  sich  sehr  leicht: 


4.  Die  harmonischen  Po- 
laren eines  beliebigen 
Punktes  in  Bezug  auf  eine 
Schaar  von  Kegelschnitten, 
welche  mit  einander  diesel- 
ben zwei  zugeordneten  Se- 
kanten gemein  haben, 
schneiden  sich  alle  in  ei- 
nem und  demselben  Pun kte, 
und  daher  gehen  auch  alle 
Durchmesser  derselben,  de- 
ren zugeordnete  parallel 
laufen, durch  einerlei  Punk 1. 1 


4.  Die  harmonischen  Pole 
einer  beliebigen  Geraden 
in  Bezug  auf  eine  Schaar 
von  Kegelschnitten,  wel- 
che mit  einander  dieselben 
zwei  zugeordneten  Tan- 
gentendurcbschni tte  ge- 
mein haben,  liegen  alle  auf 
einer  und  derselben  Gera- 
den; und  daher  liegen  die 
Mittelpunkte  aller  dieser 
Kegelschnitte  in  einer  und 
derselben  geraden  Linie. 


Ist  in  der  Ebene  der  (links)  in  Rede  stehenden  Kegelschnitte 
8,  23,  (£,  £)  . . . .'  und  K eine  Geradest  beliebig  gegeben,  so  giebt 
es  allemal  unzählige  unter  ihnen,  welche  diese  Gerade  in  Punkten- 
paaren a>  a,;  b,  b,;  C,  C, ; b,b,  ...»  schneiden;  denn  jeder  Punkt 
von  A bestimmt  einen  solchen.  Es  werde  nun  1)  K ebenfalls  von 
A in  zwei  Puukten  f,  f,  geschnitten  (oder  in  einem  Punkte  be- 
rührt); von  einem  beliebigen  Punkte  B des  K gehen  nach  a,  ö«  ; 
b,  bi  . . . . f,  f,  die  Strakleupaare  er,  ax ; b9  bx  welche  K 

zum  zweitenmal  in  ce,  «, ; ß9  ßl  ....!,  f,  schneiden;  so  bilden  diese 
Strahlenpaare  eine  Involution  von  Strahlen;  folglich  gehen  sämmt- 
liche  Sehnen  aal9  ßßx  ....  und  A durch  einerlei  Puukt  q (§.3.4.). 
Sind  nun  jene  Punktenpaare  uugleichliegend,  so  schneidet  die  har- 
monische Polare  von  q für  K diesen  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten 
€,  y>9  und  die  Strahlen  e9  f des  Strahlbüschels  /?,  welche  nach  s9 
?>  gehen,  sind  mit  je  zwei  Strahlen  a9  ax ; h9  bx  ....,  also  auch  die 
Punkte  c,  f,  wo  dieselben  der  A begegnen,  mit  je  zwei  Punkten 
ft,  «, ; b,  B, ....  harmonisch,  d.  h.  e,  f sind  zwei  Wechselpunkte  auf 
A für  sämmtliche  Kegelschnitte.  Wird  aber  2)  K von  A weder 
geschnitten  noch  berührt,  so  sind  die  zugeordneten  harmonischen 
Pole  von  A für  K nothwendig  gleichliegend,  folglich  hat  die  In- 
volution dieser  Pole  mit  derjenigen  für  irgend  einen  andern  der 
Kegelschnitte  % 23,  (5,  2) . . . . allemal  zwei  zugeordnete  Punkte  e,  f 
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gemein  (§.  3.  5.),  und  diese  sind  dann  zwei  der  Geraden  A zuge- 
hörige Wechselpunkte  für  sämmtliche  Kegelschnitte.  Demnach  sind  • 
‘auch  jetzt  die  Strahlen  welche  ß mit  e,  f verbinden,  mit  je 

zwei*  Strahleu  a,  «r,  ; harmonisch,  und  sofort  die  Gerade 

£<p  die  harmonische.  Polare  eines  Punktes  q , in  welchem  sich  auch 
jetzt  die  Sehnen  a«,  , ßß}....  schneiden  müssen.  Weil  aber  die 
Punkte  e,  f . zwei  zugeorduete  harmonische  Pole  von  A für  K sind, 
so  ergiebt  sich  durch  Umkehrung  des  Satzes  (§.  4.  2.),  dass  q als 
harmonischer  Pol*  von  scp  auf  A liegen  muss. 

5.  Hat  eine  Schaar  von  Kegelschnitten  dieselben 
zwei  zugeordneten  reellen  oder  idealen 


Sekanten  gemein,  und  wer- 
den alle  oder  ein  T heil  der- 
selben von  einer  Geraden 
geschnitten,  und  man  zieht 
voneinembeliebigen  Punkte 
eines  der  Kegelschnitte 
Strahlen  paare  nach  je  zwei 
Durch  Schnitts  punkten,  so 
gehen  die  Sehnen  dieses 
letzteren,  welche  durch 
diese  Strahlenpaare  be- 
stimmt werden,  alle  durch 
einen  und  denselben  Punkt, 
welcher  allemal  auf  jener 
Geraden  liegt,  es  mag  nun 
diese  letztere  diesen  einen 
Kegelschnitt  durch  schnei- 
den, berühren  oder  gänz- 
lieh  ausserhalb  desselben 
liege  n. 

' / 

Aus  §.  5.  1.  und  §.  0.  4.  fol{ 

6.  Die  harmonischen  Pole 
jeder  Geraden  in  Bezug  auf 
eine  Schaar,  von  Kegel- 
schnitten, welche  dieselben 
zwei  zugeordneten  reellen 
oder  idealen  Sekanten 'ge- 
mein'  haben,  liegen  aut  dem 
Umfange  eines  einzigen 
Kegelschnittes. 


T ange  n tendurch  schnitte 
gemein,  und  man  .zieht  von 
eine  in  beliebigen  Punkte  an 
alle  oder  einen  Theil  der- 
selben Ta  n gen  te  n paare  und 
ausserdem  an  einen  der  Ke- 
gelschnitte eine  beliebige 
Tangente,  endlich  wieder 
von  je  zwei  Durchschnitts- 
p unkten  dieser  Tangente 
mit  jenen  Tangentenpaaren 
an  den  letzteren  zwei  ueue 
Tangenten, 1 so  liegen  die 
Durcti schnitte  dieser  letz- 
teren alle  auf  einer  Und 
derselben  Geraden,  welche 
allemal  durch  jenen  Punkt 
geht,  es  mag  nun  dieser 
Punkt  ausserhalb,  auf  oder 
innerhalb  dieses  einen  Ke- 
gelschnittes liegen. 

ert  man: 

% 

6.  Die  harmonischen  Po- 
laren eines  jeden  Punktes 
in  Bezug  auf  eine  Schaar 
von  K ege  I sch  n i t teh , wel- 
che dieselben  zwei  zu  ge- 
ordneten reellen  odeT  idea- 
len Tangenten  durch  schnitte 
gemein  haben,  umhüllen 
einen  einzigen  Kegel- 
sch  nitt. 


7.  Die  Mittelpunkte  aller 
Kegelschnitte,  welche  zwei 
zugeordnete  reelle  oder 
ideale  Sekanten  gemein  ha- 
ben, liegen  , auf  dem  Um- 
fange eines  einzigen  Ke- 
gelschnittes. 


7.  ln  einer  Schaar  von 
Kegelschnitten,  welche  ' 
zwei  zugeordnete  reelle 
oder  ideale  - Tangenten- 
durchschnittegemein ha- 
ben, umhüllen  alle  Durch- 
messer, deren  zugeordnete 
parallel  laufen,  eineu  ein- 
zigen Kegelschnitt. 
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Eine  beliebige  Gerade  A schneide  die  zugeordneten  gemein- 
schaftliche« Sekanten  S,  Sx  von  21,  33,  (5,  jD....,  welche  letztere 
allemal  besitzen,  in  den  Punkten  g,  g„  so  liegen  die  Wechselpunkte 
Bx  von  g,  g,  ebenfalls  auf  S>  Ar, , und  die  harmonischen  Pola- 
ren ayax  von  g,  g , • in  Bezug  auf  irgend  einen  21  jener  Kegel- 
schnitte gehen,  die  eine  a durch  B und  den  harmonischen  Pol  a 
von  S,  die  andere  ax  durch  Bx  und  den  harmonischen  Pol  ax  von 
&x  für  2(;  zugleich  aber  liegt  der  Durchschnitt  a von  ax  ax  als 
harmonischer  Pol  von  A für  21,  auf  dem  Wechselpunkt  - Kegel- 
schnitte Ax  der  Geraden  A.'  Die  Punkte  a,  ux  und  alle  ähnlichen 
ß,  ßii  Y->  Y i»  • •••»  welche  den  Kegelschnitten  33,  (5,  33.... 

entsprechen,  liegen  auf  der  Geraden  P , und  jedem  Punkte  ö dieser  , 
Geraden,  als  harmonischen  Pol  von  S oder  Sx  gedacht,  entspricht 
in  jenem  System  ein  Kegelschnitt  © oder  in  Bezug  auf  wel- 

chen er  es  ist.  Ist  nun  $ der  Durchschnitt  von  A mit  P und  zwar 
der  harmonische  Pol  von  S für  @,  so  ist  B der  harmonische  Pol 
von  A für  ©,  weil  die  harmonischen  Polaren  Sx  sx  von  g,  gt 
durch  einerlei  Punkt  ö gehen  müssen,  der  auf  Ax  liegt;  also  ist  ö, 
mit  BB x,  und  s mit  ß$  identisch,  und  daher  B$  Tangente  an  Ax 
in  B.  Denkt  mau  sich  dagegen  denselben  Punkt  g als  harmoni- 
schen Pol  von  Sx  für  so  ist  Bx  der  harmonische  Pol  von  A 
für  ©,,  also  jetzt  Bx$  Tangente  an  Ax  in  B x.  Demnach  liegt 
der  harmonische  Pol  $ von  BB , in  Bezug  auf  Ax  auf  der  Gera- 
den P\  und  hieraus  folgt  nach  §.  4.  2,  wegen  der  dem  Ax  einge- 
schriebenen Dreiecke  BaBx , ßbß , ....  B$B , . . . . , dass  die  Punk- 
tenpaare a,  «,;/?,  ßx ; y,  yx ; d,  d,  ... . zugeordnete  harmonische 
Pole  der  Geraden  P in  Bezug  auf  Ax , und  sofort,  weil  diese 
Punkte  nur  von  21,  33,  (£,  3)....  abhängen  und  mit  Ax  sich  nicht 
ändern,  es  auch  in  Bezug  auf  ulte  anderen  Wechselpunkt- Kegel- 
schnitte sein  müssen. 


8.  Hat  eine  Schaar  von 
Kegelschnitten  zwei  zuge- 
ordnete  reelle  oder  ideale 
Sekanten  gemein,  so  bilden 
a)  die  harmonischen  Pole 
dieser  zwei  Sekanten  in 
Bezug  auf  je  einen  dieser 
. Kegelschnitte  eine  Involu- 
tion von  Punkten,  welche 
nur  dann  aus  gleich  liegen- 
den Gebilden  besteht,  wenn 
eine  der  gemeinschaftlichen 
Sekanten  reell,  die  andere 
ideal  ist;  b)  jedes  Paar  die- 
ser Pole  sind  zwei  zugeord- 
nete harmonische  Pole  der 
Geraden  P in  Bezug  auf  alle 
Wechsel  punkt  - Kegel- 
schnitte, welche  zu  jener 
Schaar  gehören,  und  daher 
haben  c)  alle  diese  Wech- 
selpunkt - Kegelschnitte 
ausser  dem  Punkte  />,  wo 


8.  Hat  eine  Schar  von 
Kegelschnitten  zwei  zuge- 
ordnete reelle  oder  ideale 
Tangentendurchschnitte 
gemeiu,  so  bilden  a)  die 
•harmonischen  Polaren  die- 
ser zwei  T angenten  durch - 
schnitte  in  Bezug  auf  je 
einen  dieser  Kegelschnitte 
eine  Involution  von  Strah- 
len, welche  nur  dann  aus 
gleichliegenden  Gebilden 
besteht.,  wenn  einer  der  ge- 
meinschaftlichen Tangen- 
tendurchschnitte reell,  der 
andere  ideal  ist;  b)  jedes 
Paar  dieser  Polaren  sind 
zwei  zugeordnete  harmo- 
nische Polaren  des  Punk- 
tes p in  Bezug  auf  alle 
Wechselstrahlen  - Kegel- 
schnitte, welchevzu  jener 
' Schaar  gehören,  und  daher 


/ 


Digitized  by  Google 


246 


die  gemeinschaftlichen  Se- 
kanten sich  schneiden,  noch 
die  ihm  entsprechende  Ge- 
rade P als  reelle  oder  ideale 
Sekaute  gemein,  jenachdcm 
jene  erstere  Schaar  vier, 
keinen  oder  nur  zwei  ge- 
meinschaftliche Durch- 
schn  itte  besitzt. 


haben  c)ailedieseWechsel- 
stralilen-Kegelschnitte  aus- 
ser einer  Tangente  P,  wel- 
che die  gern einschaftli ch e« 
Tangeuteudurch  schnitte 
verbindet,  noch  den  dieser 
Geraden  entsprechenden 
Punkt  p.  als  reellen  oder 
idealen  Tangentendurch- 
schnitt  gemein,  jenachdem 
jene  erstere  Schaar  vier, 
keine  oder  nur  zwei  ge- 
meinschaftliche Tangenten 
besitzt. 


Der  3te  Satz  veranlasst  jetzt  zu  fragen:  Welchem  Gesetze 
sind  die  Hauptpunkte  aller  Involutionen  von  Punkten, 
vou  denen  dort  die  Rede  war,  unterworfen,  wenn  ihre 
Ri chtu ugslinien  durch  einerlei  Punkt  gehen?  und  ähnlich 
andrerseits.  Aber,  so  allgemein  gestellt,  lässt  sich  diese  Frage 
nicht  erledigen,  ohne  die  Betrachtung  auf  Curven  von  höherer  als 
der  zweiten  Ordnung  auszudehuen.  Nur  in  einem  besonderen  Falle, 
wenn  nämlich  jene  Linien  von  einem  Punkte  einer  gemeinschaftli- 
chen Sekante  ausgehen,  erscheint  jenes  Gesetz  in  der  einfacheren 
Gestalt  von  Kegelschnitten;  und  wir  stossen  hier  auf  eine  höchst 
eigentümliche  Wechselbeziehung  zwischen  mehreren  Systemen  von 
Kegelschnitten,  welche  zwar  bereits  io  den  Eigenschaften  der  so- 
genannten Orthogoual- Kreise,  aber  noch  nicht  in  allen  ihren 
Momenten  hervortritt. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  $ der  Sekante  S,  welche  eine 
Schaar  von  Kegelschnitten  91,  33,  (£,  5D  . . . . nebst  eiuer  ihr  zugeord- 
neten AT,  gemein  haben,  mögen  beliebig  viele  Gerade  Ay  B,  C, 
/>....  gehen,  welche  der  Reihe  nach  die  Wechselpunkte  a,  fl,; 
t>,  ; c,  C, ; b,  t»,  . . . . enthalten.  Da  jede  dieser  Geraden  von 

zweien  jeuer  Kegelschnitte  in  diesen  Punkten  berührt 
wird,  so  kann  man  allemal  vom  Punkte  $ an  einen  derselben, 
z.  B.  91,  zwei  Tangenten  legen,  deren  Berührungspunkte  By  Bx 
heissen  mögen.  Man  denke  sich  vou  B (oder  Bx)  nach  a,  a , ; 
b,  b, ; C,  C, ; b,  t>i  . ...  die  Strahlenpaare  «,  a!  \ b,  b' ; cy  c’\  </,  d! .... 
gezogen,  welche  91  in  a,  a,;  ß>  ßx ; y,  yx ; d,  d,  . . . . schneiden,  uud 
sofort  diese  Puukte  mit  /?,  durch  die  Strahlen  a\,  ax\  b\ , bx\ 
c\,cx;  (t x , r/,  verbunden.  Da  nun  z.  B.  a,  a,  zugeordnete  harmo- 
nische Pole  von  A für  91  sind, m so  muss  die  Sehne  au,  durch  den 
harmonischen  Pol  a'  von  A für  9t  gehen,  welcher  übrigens  auch 
auf  BBX , der  harmonischen  Polare  von  d,  liegt;  also  ist  a der 
Durchschnitt  von  ax  axt  so  wie  at  der  von  Aus  demselben 

Grunde  geht  ferner  uuch  die  Gerade  A durch  den  harmonischen 
Pol  ft"  der  Sehne  aax  für  9t;  und  zieht  man  nun  Ba'\  so  sind 
(nach  einem  Zusatze  zu  §.  3.  3.)  die  Strahlen  /?£,  Ba''  mit  Ba , 
Bul%  also  auch  die  Punkte  ö,  fl"  mit  a,  ax  harmonisch. 

Nun  aber  sind  je  zwei  Wechselpunkte  fl,  fl,  mit  den,  den  ge- 
meinschaftlichen Sekanten  S , JS , angehörigen  Punkten  jedesmal 
harmouisch;  also  liegt  der  Punkt  a"  auf  StJ  uud  auf  derselben  Li- 
nie ebenso  auch  alle  ähnlichen  Punkte  b",  c",  b"  . . . . Demnach  « 
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grellen  alle  Sehnen  uaXi  ßßl%yyl9  ddt  ....  durch  einen  festen  Punkt, 
uämlich  den  harmonischen  Pol  a'Q  von  für  21;  also  bilden  die 
Strableupaure  a , <?,  <?,  5 </,  . . . . eine  Iuvolution  von 

Struhleu,  und  weil  auch 


B{a\  b\  c\  d' ) = ßx(axi  bncl9 


ist,  so  ist 

1 

B(at  by  ct  d . ...)=/?,  (a,,  bx)  c j,  </,  . . . .) 

/ 

oder  vielmehr  , % 

/?(#,  r/. ... . a\  b'y  c\  (V . . . . ) = B , {a , , b 4 , c , , dx ....  a\ , b* t , c\ , dTt ....) ; 


dies  heisst:  alle  Punkte  a,  a, ; b,  b, ; C,  C, ; b,  b,  . . . . liegen  sainmt 
Bt  Zf,  auf  dem  Umfange  eines  einzigen  Kegelschnittes  K \ 

Da  die  Sehnen  aaXf  ßßx,  yy  xy  dd,  ....  durch  den  harmonischen 
Pol  a'0  der  gemeinschaftlichen  Sekante  Sx  gehen,  so  wird  Sx  von 
jedem  Strnhlenpuare  «,  d\  b,  V . . . . in  zwei  zugeordueten  harmoni- 
schen Pulen  für  2t  und  zugleich  auch  für  33,  (£,  3D  . . , . geschnitten  ; 
aber  auch  die  Sehnen  aa,,  bb,.,  CC,,  bb,....  von  K gehen  durch 
einen  festen  Punkt  d,  und  dieser  ist  offenbar  der  harmonische  Pol 
von  Sx  für  AT,  indem  je  zwei  Punkte  d,  a'';  d,  b";  d,  c"  . . . . resp. 
mit  a,  a,  ; b,  b,$  C,  C,  ....  hurmonisch  sind;  also  wird  Sx  von  den- 
selben Strablenpaareu  «,  d\  b , b' ; cyc’\  d,  auch  in  Bezug 

auf  AT  in  zugeordneten  harmonischen  Polen  geschnitten. 

Wählt  muu  nun  statt  d irgend  einen  anderen  Punkt  d,,  da.... 
der  gemeinschaftlichen  Sekante  S , so  erhält  man  statt  K einen  ähn- 
lichen Kegelschnitt  Klf  K%  ....,,  in  Bezug  auf  welchen  das  Gesagte 
ebenfalls  gilt;  also  ist  Sx  eine  Gerade  vereinigter  Paare  zugeord- 
ueter  harmonischer  Pole  für  sämmtliche  Kegelschnitte  7i, Ä, ,/i3 ...., 
d.  h.  eine  gemeinschaftliche  Sekante  derselben,  und  zwar  haben  sie 
dieselbe  zugleich  mit  jedem  der  Kegelschnitte  21,  23,  (£,£).... 
gemein. 

In  den  projektivischen  Strahlbuscheln  By  Bx  entsprechen  dem 
gemeinschaftlichen  Strahle  BBX  wechselseitig  die  Geraden  Z?,a'0, 
/Ja'«,,  welche  nach  dem  harmonischen  Pole  a'„  von  S , für  21  gehen, 
also  sind  diese  Geraden  Tangeuten  an  ZT,  und  cs  ist  Bß x die  har- 
monische Polare  von  a'0  für  K.  Aber  BBX  geht,  als  harmonische 
Polare  von  d für  21,  durch  den  harmonischen  Pol  a0  von  S für  21, 
welcher  mit  ö'0  zugleich  auf  der  den  Sekanten  S , Sx  zugeordneten 
Geraden  P liegt;  ulso  sind  diese  Punkte  ebensosehr  zwei  zuge- 
ordnete  harmonische  Pole  von  P für  A”,  als  für  sämmtliche  Wech- 
selpunkt'Kegelschnitte  des  Systemes  21,  33,  (£,  . . . • (S);  uud  da 

diese  Punkte,  nur  mit  21  sich  ändern,  so  sind  sie  es  auch  für  Kxy 
Aa  . . . . Vertauscht  man  aber  21  mit  23,  so  erhält  mau 

ähnliche  Punktenpaare  b0,  b'0;  C0>  c'0;  b0,b'0....,  von  welchen  iu 
Bezug  auf  AT,  A”,,  K%  welche  dieselbeu  gehliebeu  sind,  Glei- 

ches als  von  aQ,  a'o  gelten  muss;  also  ist  auch  P eine  Gerade  ver- 
einigter Paare  zugeordneter  harmonischer  Pole  für  A,  Kx , ÜT,  .... 
d.  h.  eine  Sekante.,  welche  sie  unter  sich  uud  mit  jedem  der  Wech- 
«elpunkt . Kegelschnitte  des  Systemes  21,  23,  £>••••  gemein 

haben.  . 
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Da  endlich  die  Funkte  ö,  öM  $2  ....  der  Reihe  nach  die  bar» 
»ionischen  Pole  von  für  /T,  /T,,  ÄT3  ....  sind,  aber  eine  ge- 

meinschaftliche Sekante  dieser  Kegelschnitte  ist,  so  spielt  die  Ge- 
rade S für  diese  dieselbe  Rolle,  als  P für  31,  33,  (£,  2)....  Und 
da  je  zwei  zugeordnete  harmonische  Pole  von  S für  31,  23--..  VVech* 
selpunkte,  und  als  solche  die  Durchschnitte  von  S mit  je  einem  der  ' 
Kegelschnitte  K , Kx , K2  ....  sind,  so  ist  die  Involution  »dieser 
Paare  von  Durchschnittspunkten  mit  der  Involution  der  vereinigten 
Paare  zugeordueter  harmonischer  Pole  von  S für  31,  33....,  folg- 
lich auch  die  Hauptpunkte  der  ersteren,  d.  h.  die  Punkte  p2 
für  TT,  K2  mit  denen  der  letzteren,  d.  I».  den  gemein- 

schaftlichen Durchschnitten  von  31,  33....  identisch. 

Nimmt  man  in  der  Ebene  von  31,  33....  einen  Punkt  a beliebig 
an  und  verbindet  ihn  mit  seinem  Wechseipunkte  a,  durch  eine  Ge- 
rade A,  welche  S im  Punkte  ö schneidet,  so  erzeugt  dieser  Punkt 
ö einen  Kegelschnitt  K , welcher  zur  Schaar  von  JST,,  K2  gehört 
und  durch  a geht.  Also  gehören  alle  Kegelschnitte,  welche  mit 
dieser  Schaar  einerlei  gemeinschaftliche  Sekanten  haben,  auch  hin- 
sichtlich der  übrigen  Eigenschaften  zu  derselben. 

Nimmt  man  endlich  die  Punkte  3,  d2  ....,  statt  auf  S,  auf 
der  zugeordneten  gemeinschaftlichen  Sekante  Sx  an,  so  erhält  man 
ein  von  dein  vorigen  verschiedenes,  aber  in  Bezug  auf  31,33, S, 2)«» 
mit  denselbeu  Eigenschaften  als  K,  jK1,  JK2....  ausgestattetes  Sy- 
stem von  Kegelschnitten  K.’,  ICiy  K\  . . . .;  dieses  hat  mit  31, 33.... 
die  Sekante  S and  mit  deren  VVechselpunkt- Kegelschnitten  dieSe- 
kante  P gemein.  Bezeichnet  man  der  Kürze  wegen  die  drei  Sy- 
steme von  Kegelschnitten  31,  33,  (£....;  K , Kx , K2  ....;  K',  Ä ,, 
K\  ....  durch  ©2,  ©,  ©,  und  schreibt  S2  statt  P,  so  sind  der 
Reihe  nach  S und  Sli  Sx  und  S2<  S2  und  S zugeordnete  gemein- 
schaftliche Sekanteu  des  Systemes  ©2,  ©,  ©, ; jedes  dieser  Systeme 
hat  mit  jedem  der  beiden  auderen  ©,  ©, ; ©2;  © e*.ne 

Sekante  SXi  S$  S2y  Sx;  S , S2  und  mit  desseu  Wechselpunkt-Ke- 
gelschnitteu  eine  Sekante  Sj  St\  Sl}  S2;  S2y  S gemein,  und  die 
Wechselpunkt- Kegelschnitte  eines  jeden  haben  die  Gerade  S2,S,SX 
zur  gemeinschaftlichen  Sekante.  Zieht  man  von  einem  beliebigen 
Punkte  ö der  Geraden  S an  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Syste- 
mes ©2  Tangenten,  so  liegen  die  Berührungspunkte  auf  einem  Ke- 
gelschnitte des  Systemes  ©,  und  die  Tangenten,  w elche  von  einem 
beliebigen  Punkte  ö2  der  S2  au  die  Kegelschnitte  von  © gelegt 
Werden,  berühren  sie  in  Puukten,  welche  auf  einem  des  Systemes 
©3  liegen  u.  s.  w. 


9.  Hat  eine  Schaar  von 
Kegelschnitten  zwei  zuge- 
orduete  reelle  oder  ideale 
Sekanten  gemein,  so  liegen 
a)  die  Berührungspunkte 
aller  Tangenten,  die  von 
einem  beliebigen  Punkte 
einer  dieser  Sekanten  au 
jene  Kegelschnitte  gelegt 
werden,  auf  dem  Umfange 
eines  ueuen  Kegelschnit- 
tes, welcher  mit  ersteren 


Hat  eine  Schaar  von 
gelschnitteu  zwei  zuge- 
nete  reelle  oder  ideale 

angentendurchschoitte 

«ein,  so  umhüllen  a)  a J 1 e 
ugenten  derselben,  de- 

Berührungspunkte  m 1 

e in  dieser  g e m e i n s c h a r t 
je  n Tangentendurch 
nitte  in  gerader  Linie 
ren,  einen  neuen  Kegel- 
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die  andere  Sekante  und  mit 
deren  Wechselpunkt-Kege  I- 
schnitten  die  Gerade  P als 
Sekante  gemein  hat.  b)AHe 
mittels  dereinz einen  Punkte 
einer  jener  geinei nschaftli- 
chen  Sekanten  so  erzeug- 
ten . Kegelschnitte  bilden 
eine  zweite  Schaar,  welche 
ihrerseits  ebenfalls  zwei 
zugeordnete  reelle  oder 
ideale  Sekanten  gemein  ha- 
ben, nämlich  die  eine,  wel- 
che sie  mit  jedem  der  ersten 
Schaar,  und  die  andere, 
weiche  sie  mit  jedem  Wech- 
selpunkt-Kegeischnitte der 
ersten  Schaar  gemein  ha- 
ben; und  ebenso  haben  auch 
die  Kegelschnitte  der  er- 
sten Schaar  mit  den  Wech- 
selpunkt -.  Kegelschnitten 
der  zweiten  jene  Sekante 
gemein,  mittels  deren  letz- 
tere erzeugt  wurde. 

c)  Berücksichtigt  man 
nach  einander  beide  der  er- 
sten Schaar  gemeinschaft- 
liche Sekanten,  so  erhält 
man  im  Ganzen  drei  Sc  haa- 
ren von  Kegelschnitten, 
welche  in  vollkommener 
Wechselbeziehung  zu  ein- 
. ander  stehen,  nämlich  je 
zwei  dieser  Schaaren  haben 
allemal  unter  sich  und  mit 
den  ‘Wechsel punkt  - Kegel- 
schnitten der  dritten  Schaar 
eine  von  drei  bestimmten 
Geraden  zur  gemeinschaft- 
lichen Sekante;  jeder  Ke- 
gelschnitt der  einen  schnei- 
det alle  Kegelschnitte  der 
zweiten  oder,  der  dritten 
Schaar  in  den  Berührungs- 
punkten solcher  Tangenten 
der  beiden  letzteren,  wel- 
che in  zwei  Punkten  der 

' 

den  Wecbselpunkt  - Kegel- 
schnitten der  ersten  Schaar 
gemeinschaftlichen  Sekaute 
convergiren;  und  es  kann 
also  eine  jede  dieser  drei 
Schaaren  als  diejenige  an- 


reu  den  anderen  Tangeu- 
tendurchschnitt  und  mit  de- 
ren Wechselstrahl en  - Ke- 
gelschnitten den  Tangen- 
tendurchschnitt p gemein 
hat.  b)  Alle  mittels  der  ein- 
zelnen Strahlen  eines  jener 
gemeinschaftlichen  Tan- 
gentendurchschnitte so  er- 
zeugten Kegelschnitte  bil- 
den eine  zweite  Schaar, 
welche  ihrerseits  ebenfalls 
zwei  zugeordnete,  reelle 
oder  ideale  Tangenten- 
durchschnitte gemein  ha- 
ben, nämlich  den  einen  mit 
jedem  Kegelschnitte  der 
ersteu  Schaar  und  den  an- 
deren mit  jedem  Wechsel- 
strahlen-KegeJsch  nitte  die- 
ser Schaar  zugleich;  und 
ebenso  haben  auch  die  Ke- 
ge Isch  nitte  derersten  Sc  haar 
mit  den  W echseist  ra  bien  - 
Kegelschnitten  der  zweiten 
jenen  Tangentendurcb- 
schuitt  gemein,  mittels  des- 
sen Strahlen  .letztere  er- 
zeugt wurde. 

c)  Berücksichtigt  man  » 
nacheinander  beide  der  er- 
sten Schaar  gemeinschuft- 
liehe  Tange  n tendurch- 
seb nitte,  so  erhält  man  iin 
Ganzen  drei  Schaaren  vou 
Kegelschnitten,  welche  iu 
vollkommener  Wechselbe- 
ziehung zu  einanderste  he  ii, 
nämlich:  je  zwei  dieser 

Schaaren  haben  allemal  un- 
ter sich  und  mit  den  Weck- 
selstra bien  - Kegelschnitten 
der  . dritten  Schaar  einen 
von  drei  bestimmten  Punk- 
ten zum  gemeinschaftlichen 
Tangentendurchschuitt;  je- 
der Kegelschnitt  der  einen 
hat  mit  sämmtlichen  Kegel- 
schnitten der  zweiten  oder 
der  dritten  Schaar  solche 
Tangenten  gemein,  deren  ' 
Berührungspunkte  auf  zwei 
Strahlen  des  den  Wechsel- 
strahlen-Ke gelschnitten  der 


s 


V 
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gesehen  werden,  aus  wel- 
cher.' die  beiden  anderen 
entsprungen  sind. 


ersten  Schaar  gemei ns cha ft* 
lieben  ’ Tangentendurch- 
schnittes liegen;  und  es. 
kann  also  eine  jede  dieser 
drei  8c haaren  als  diejenige 
angesehen  werden,  aus  wel- 
cher die  beiden  anderen 
entsprungen  sind. 


i 

Diese  drei  Schaar  sollen  drei  Wechsel  - Systeme  von  Ke- 
gelschnitten mit  zwei  zugeordneten  gemeinschaftlichen 
Sekanten  oder  Tangentendurchsch  nitten,  und  eine  jede 
einzelne  ein  Wechsel-System  der  beiden  anderen  geuannt 
werden. 

Sind  die  Kegelschnitte  der  oben  zu  Grunde  gelegten  Schaar 
02  (links)  ähnlich  und  äbnlicbliegend , so  haben  sie  mit  einander 
und  mit  denen  der  Schaar  0 (oder  0,)  eine  unendlich  entfernte 
Sekante  St  gemein;  folglich  gehen  die  harmonischen  Polaren  eines 
beliebigen  Punktes  von  8t  für  sämmtliche  Kegelschnitte  von  03 
und  0,  d.  h.  alle  Durchmesser  derselben,  deren  zugeordnete  nach 
jenem  Punkte  gerichtet  sind,  nach  einem  und  demselben  zweiten 
Punkte  von  Sl9  sind  also  unter  sich,  sowie  jene  unter  sich,  paral- 
lel. Demnach  sind  auch  alle  Kegelschnitte  von  0 mit  einander 
und  mit  denen  von  03  ähnlich  und  ähnlichliegend  (§.  5.  8.  Um- 
kehrung). 

Die  dritte  Schaar  0,  dagegen  besitzt  keine  solche  Sekante 
8t ; weil  aber  die  harmonischen  Pole  ihrer  gemeinschaftlichen  Se- 
kanten S und  89  io  Bezug  auf  alle  ihre  Kegelschnitte  der  unend- 
lich-entfernten Geraden  angehören,  so  sind  8 und  82  Durch- 
messer aller  dieser  Kegelschnitte,  welche  demnach  concentrisch 
sein  müssen. 

10.  Hat  eine  Schaar  ähnlicher  und  ähnlich-liegen- 
der  Kegel  schnitte  ausser  der  unendlich*entfernten  noch 
eine  zweite  Sekunte  gemein,  so  besteht  das  eine  ihrer 
Wechsel  - Systeme  ebenfalls  aus  ähnlichen  und  ähnlich- 

, liegenden  Kegelsch nitten,  und  zwar  sind  sie  diess  nicht 
nur  unter  sich,  sondern  auch  mit  ersteren  zugleich;  da* 

, gegen  besteht  das  andere  aus  lauter  concentrischen  Ke- 
gelschnitten, deren  gemeinschaftliche,  Sekanten  zwei 
Durchmesser  sind. 

11.  Die  beiden  Wechsel  - Systeme  einer  Schaar  von* 
Kegelschnitten,' welche  zwei  Durchmesser  zu  zugeord- 
neten gemeinschaftlichen  Sekanten  haben,  bestehen  ein 
jedes  Für  sich  und  beide  unter  einander  aus  lauter  ähn- 
lichen und  ähnlich-liegenden  Kegelschnitten. 

Jenachdem  die  unendlich  - entfernte  gemeinschaftliche  Sekante 
81  von  02  und  0 reell  oder  ideal  ist,  ist  es  auch  die  der  Wech- 
selpunkt. Kegelschnitte  von  0,,  und  es  besitzen  folglich  die  letz- 
teren im  ersten  Falle  entweder  zwei  reelle  oder  zwei  ideale,  im 
zweiten  aber  allemal  eine  reelle  und  eine  ideale  gemeinschaftliche 
Sekante  8,  S2.  Besteht  also  03  und  folglich  auch  0 aus  lauter 
Ellipsen,  wo  ideal  sein  muss,  so  besteht  0,  aus  lauter  Hyper- 
beln, indem  der  gemeinschaftliche  Mittelpunkt  jetzt  ausserhalb  der 
Kegelschnitte  von  0i  liegen  muss.  Da  nun  jede  Gerade  ein  Sy- 


I 


251 

stra  tob  Kegelschnitten  mit  zwei  zugeordneten  gemeinschaftlichen 
Sektoren  in  solchen  Punktenpaaren  schneidet,  welche  eine  Involu- 
tion von  Punkten  bilden,  und  hierzu  auch  die  Durchscbnittspunkte 
der  gemeinschaftlichen  Sekanten  als  zugeordnete  gehören;  da  fer- 
ner die  Berührungspunkte  der  Tangenten,  welche  von  einem  Punkte 
p an  ein  solches  System  gezogen  werden,  in  einer  Geraden  P lie- 
gen, also  auch  diese  Tangentenpaare  summt  den  gemeinschaftlichen 
Sekanten  eine  Involution  von  Strahlen  bilden,  diese  Tangenten- 
paare aber  im  Falle  des  Systemes  0t  die  Asymptoten  der  betref- 
fenden Kegelschnitte  sind,  so  bilden  die  Asymptotenpaare  dieser 
Schaar  ©,  eine  Involution  von  Strahlen,  und  zwar  besteht  diese 
Dstliwendig  aus  gleichliegenden  Gebilden,  wenn  es  keine  Gerade 

P?  giebt,  d.  h.  wenn  ©,  eine  reelle  und  eine  ideale  gemein- 
schaftliche Sekante  besitzt. 

Besteht  nun  die  Schaar  6,  aus  lauter  Kreisen,  so  stehen  S 
aid  St  senkrecht  auf  einander;  denn  in  diesem  Falle  ist  die 
harmonische  Polare  des  unendlich  - entfernten  Punktes  von  JS  für 
alle  jeoe  Kreise,  und  je  zwei  zugeordnete  Durchmesser  eines  Krei- 
ses sind  rechtwinklig  zu  einander.  Also  bilden  die  Asymptoten- 
paare der  Kegelschnitte  von  6,  eine  Involution  der  rechten 
Winkel,  indem  ausser  S und  S9  auch  noch  die  Achsen  dieser 
Involution  zu  einander  rechtwinklig  sind. 

12.  Hat  eine  Schaar  von  Kreisen  ausser  der  unend- 
lich-entfernten noch  eine  zweite  Sekante  gemein,  so 
liegen  a)  die  Berührungspunkte  aller  Tangenten,  wel- 
che von  einem  beliebigen  Punkte  dieser  zweiten  Sekante 
ib  dieselben  gezogen  werden,  auf  einem  neuen  Kreise, 
dessen  Mittelpunkt  jener  beliebige  Punkt  ist;  und  alle 
diese  Kreise,  weiche  den  verschiedenen  Punkten  der 
zweiten  gerne  inschaftlichen  Sekante  entsprechen^  haben 
die  Centrallinie  der  erstereo  zur  gemeinschaftlichen 
Sekante,  welche  reell  oder  ideal  ist,  jenacbdem  die  der 
erstereo  ideal  oder  reell  ist,  und  sowie  erstere  von  je- 
dem der  letzteren,  so  werden  auch  letztere  von  jedem 
der  ersteren  in  den  Berührungspunkten  so  lebe  r Ta  nge  n- 
tes  geschnitten,  welche  im  Mittelpunkte  desselben  con- 
vergireu.  b)  Die  Berührungspunkte  aller  Tangenten  je- 
ner ersteren  Kreise,  welche  eine  und  dieselbe  parallele 
Dichtung  haben,  liegen  auf  einer  gleichseitigen  Hyper- 
bel, und  alle  diese  gleicbseiti gen  Hyperbeln,  welche  den 
verschiedenen  Richtungen«  der  Ebene  entsprechen,  sind 
concentrisch  und  haben  mit  jenen  Kreisen  die  zweite 
Sekante  und  mit  der  zweiten  Schaar  von  Kreisen  die 
Centrallinie  der  ersteren  als  Sekuote,  und  zwar  beide 
»1«  Du  r ch  messer,  gemein,  c)  Diese  Schaar  gleichseiti- 
ger Hyperbeln  bleibt  dieselbe,  sie  mag  nun  aus  der  er- 
*ten  oder  aus  der  zweiteu  Schaar  von  Kreisen  abgeleitet 
werden  u.  s.  w. 
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§.7. 

Construction  und  Eigenschaften 

eines  Systems  von  Kegelschnitten,  welche  nur  eine  Se- 
kante und  nur  einen  ihr  zugeordneten  Tangenten- 

durcbscbnitt  gemein  haben. 

* « . ü 
« 

1.  Wenn  eine  Gerade  als  Richtungsli  nie  einer  In- 
volution von  Punkten,  und  ein  Punkt  als  Mittelpunkt 
einer  Involution  von  Strahlen  beliebig  gegeben  sind, 
einen  Kegelschnitt  zu  finden,  für  welchen  die  eine  je- 
ner beiden  Involutionen  eine  Involution  zugeordneter 
harmonischer  Pole,  die  andere  eine  Involution  zugeord- 
neter harmonischer  Polaren  sei,  - 


und  für  welchen  die  harmo- 
nische Polare  jenes  Punk- 
tes durch  einen  zweiten  be- 
liebig gegebenen  Punkt 
gebe. 


und  für  welchen  der  hormo- 
sche  Pol  jener  Geraden  auf 
einer  zweiten  beliebig  ge- 
gebenen Geraden  liege. 

i 


Auflösung  (links).  Sind  auf  der  gegebenen  Geraden  S die 
involutorischen  Punktenpaare  a,  a,;  b,  b,  ....,  und  um  den  gege- 
benen Punkt  s die  involutorischen  Strahlenpaare  a,  ax;  h , bx  .... 
beliebig  gegeben,  und  schneiden  letztere  die  Gerade  S in  den  Punk- 
ten a',  a\;  b',  b', so  suche  man  das  gemeinschaftliche  Paar 

zugeordneter  Punkte  p,  q der  Involutionen  von  a,  ax;  b,  b,  . . . . und 
von  a',  a'j?  b',  b',  verbinde  einen  beliebigen  dieser  Punkte, 

z.  B.  p , mit  dein  zweiten  gegebenen  Punkte  i durch  eine  Gerade 
A7,  und  den  anderen,  q , mit  s durch  eine  Gerade  P.  Jetzt  wähle 
man  ein  beliebiges  Paar  der  Strahlen  ax  ax ; z.  B.  a,  a 

und  verbinde  den  Punkt  a,,  wo  z.  B.  ax  die  N schneidet,  mit  dem 
Punkte  a2 , der  in  der  Involution  von  a,  ö,;  b,  b,....  dem  Durch- 
schnitte a'  von  a und  S zugeordnet  ist,  durch  eine  Gerade  a2,  wel- 
che P in  a schneide. 

Besteht  nun  a)  die  gegebene  Involution  von  Strahlen  aus  un- 
gleichliegenden Gebilden , so  suche  man  deren  Hauptstrahlen  g , /t, 
welche  die  AT  in  ß,  schneiden  mögen ; verbinde  einen  dieser  Punkte 
g,  f>,  z.  B.  g,  mit  a durch  eine  Gerade,  welche  S in  g schneide, 
suche  zu  g,  a,  ß d$n  vierten  harmonischen,  dem  ß zugeordneten 
Punkt  ß,  und  coustruire  einen  Kegelschnitt  $1,  welcher  g und  h in 
ß und  b berührt  und  durch  g,  geht;  so  ist  21  der  gesuchte,  und 
zwar  JV  harmonische  Polare  von  s für  31. 

Besteht  aber  b)  jene  Involution  aus  gieicbliegenden  Gebilden, 
so  suche  man,  wenn  sx  der  Durchschnitt  von  P und  AT  ist,  zwei 
Punkte  ß , Bx,  welche  sowohl  mit  «,  «,  als  mit  q,  a harmonisch 
sind,  und  verbinde  einen  jeden  derselben  mit  den  Punktenpaaren 
a,  a, ; b,  bj  . . . . durch  die  Strahlen  a " und  av x ; b\  b"  und 
b\x  b”x  ....,  so  gehören  die  Punkte  B,  Bx  und  die  Durchschnitte 
je  zweier  Strahlen  a'  und  ä\\  a”  und  b1  und  b,fx;  bn  und 

b' x ....  dem  Umfange  des  gesuchten  Kegelschnittes  % an.  Liegen 
s,  sx  abwechselnd  zu  q , a,  so  existiren  keine  Punkte  ßx  Bx  und 
kein  Kegelschnitt  21. 

Beweis,  a)  Da  21  die  g,  h in  ß,  berührt,  so  ist  N harmo- 
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nisclie  Polare  von  t,  und  da  gy  h die  Hauptstrahlen  der  gegebe- 
nen Involution  sind,  so  ist  diese  eine  Involution  zugeordneter  har- 
monischer Polaren  für  $1.  Ferner  ist,  weil  sp , gq  ein  zugeordne- 
tes Paar  dieser  Involution,  P die  harmonische  Polare  von  //,  also 
auch  p,  q zugeordnete  harmonische  Pole  von  S.  Du  ferner  6,  a 
mit  g,  g,  harmonisch,  so  geht  die  harmonische  Polare  von  ö durch 
u;  durch  denselben  Punkt  geht  aber  auch  die  harmonische  Polare 
von  also  ist  a der  harmonische  Pol  von  S.  Demnach  geht  auch 
die  harmonische  Polare  von  a ' durch  a,  zugleich  aber  auch  durch 
den  harmonischen  Pol  «,  von  a , welcher  im  Durchschnitte  von  at 
und  A liegen  muss,  fällt  also  mit  a%  zusammen.  Nun  sind  zwei 
zugeordnete  Punktenpaare  p , q und  ö\  a,  der  gegebenen  Involution 
zugeordnete  harmonische  Pole  von  S für  §1;  ulso  gilt  dasselbe 
von  allen  solchen  Paaren. 

b)  Giebt  es  unter  den  jetzigen  Bedingungen  einen  Kegejschnitt 
§1,  so  geht  die  harmonische  Polare  von  p durch  q,  aber  auch  durch 
den  harmonischen  Pol  von  gpy  welcher  auf  gq  liegt,  fällt  also  mit 
P zusammen.  Ferner  geht  die  harmonische  Polare  von  ö'  durch 
a,,  aber  auch  durch  den  harmonischen  Pol  von  a , welcher  im 
Durchschnitte  von  ax  und  A liegt,  — denn  die  harmonische  Po- 
lare von  g geht  durch  i und  p — fällt  also  mit  a2  zusammen. 
Folglich'  ist  a der  harmonische  Pol  von  S.  und  da  nun  «,  q und 
#,  zugeordnete  harmonische  Pole  von  P sind,  und  die  Gerade  P 
den  Kegelschnitt  durchschneiden  muss,  weil  die  gegebeue  Involu- 
tion von  Strahlen  aus  gleichliegenden  Gebilden  besteht,  folglich  » 
innerhalb  21  liegt,  so  giebt  es  nothwendig  zwei  Punkte  B , ßx. 
Gieht  es  also  keiue  Punkte  /?,  /?,  , so  giebt  es  auch  keinen  Ke- 
gelschnitt 21.  Doch  sieht  man  in  diesem  Falle,  wo  #,  «?,  mit  qy  a 
«»Wechseln,  dass  dies  nicht  stattfinden  würde,  wenn  man  nur  den 
Punkt  t auf  die  andere  Seite  von  8 verlegte. 

Da  nun  ß(a\  b\  c\  d . . . . a",  h'\  c \ d* . . . .)  = S(a,  b,  C.  b . . . . 
ä , , b i f C] , b i . • • •) »■'  ■ 8( (t , , b,,  c i , b| ...»  u,  b,  c»  b • * . .) ss  B i (ß  i , 
h’\ , , d\  ....  , V , , c\ , d ,....) , so  ist  ß{a\  b\  c\  d . . . . d\ 

b ",  c ",  dr . . . .)  = //,(«', , b’\  , c"x , d\  ....  «'„//pCpd',,..,),  also 
liegen  die  Durchschnitte  von  a"  x ....  und  ß , Bx  auf  einem  Ke- 
gelschnitte, und  da  auch  q zu  a,  a,;  b,  b,  ....  gehören,  so  sind 
Bp , B xp  Tangenten  desselben,  und  P harmonische  Polare  von  p . 
Daher  geht  die  harmonische  Polare  von  g durch  p und,  weil  #,  s , 
mit  //,  Bx  harmonisch,  auch  durch  fällt  also  mif  A zusammeu. 
Ebenso  geht  die  harmonische  Polare  von  a durch  p und,  weil  <7,  u 
mit  B , Bx  harmonisch,  durch  qy  fällt  also  mit  S zusammen.  Und 
da  nun  ßßx  durch  den  harmonischen  Pol  von  S gebt,  so  schnei- 
den je  zwei  Strahlen  a\  ; b\  b " die  S in  zugeordneten 

harmonischen  Polen. 

Die  harmonische  Polare  von  a'  geht  also  durch  a,  und  auch 
durch  den  harmonischen  Pol  a von  8y  fällt  also  mit  a2  zusammen;  . 
sie  geht  aber  auch  durch  den  harmonischen  Pol  von  «r,  der  auf  A 
liegt;  also  ist  a,  dieser  Pol,  und  ax  zugeordnete  harmonische  Po- 
lare von  a.  Fs  haben  also  die  gegebene  Involution  von  Strahlen 
und  'die  der  zugeordneten  harmonischen  Polaren  von  g zwei  zuge- 
ordnete Paare  0,  nx  und  gp , sq  gemein,  sind  also  identisch;  w. 
z.  b.  w. 

Man  denke  sich  nun  die  Involutionen  auf  S und  um  g mittels 
eines  beliebigen  Kegelschnittes  gegeben,  den  Punkt  i aber  veräu- 
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derlich,  und  zwar  jedesmal  sowohl  mit  q als  mit  p verbunden,  so 
überzeugt  man  sich  ganz  streng  von  folgendem  Satze: 

2.  Ist  ein  Kegelschnitt,  eine  Gerade  und  ein  Punkt 
beliebig  gegeben,  so  giebt  es  allemal  unzählige  Kegel- 
schnitte,  welche  mit  ersterem  jene  Gerade  als  Sekante 
und  diesen  Punkt  als  Tangentendurclischnitt  gemein 
haben;  es  bilden  aber  diese  Kegelschnitte  zwei  besou- 
dere  Gruppen,  welche  sich  dadurch  von  einander  unter- 
scheiden, dass  die  harmonischen  Polaren  des  gemein - 
8chaftlichen  Tangentendurchschnittes  in  Bezug  auf  die 
Kegelschnitte  der  einenGruppe  in  einem  und  demselben 
Punkte  der  gemeinschaftlichen  Sekante,  und  die  harmo- 
nischen Polaren  desselben  Punktes  in  Bezug  auf  die  der 
anderen  Gruppe  in  einem  anderen  Punkte  dieser  Sek a nte 
convergiren,  und  dass  zu  gleicher  Zeit  die  harmoni- 
schen Pole  der  gemeinschaftlichen  Sekante  in  Bezug 
auf  die  der  ersten  oder  zweiten  Gruppe  zwei  verschie- 
denen Geraden  an  gehören,  weiche  den  ge  mein  sch aftl i- 
chen  Tangentendurchschnitt  beziehlich  mit  dem  zwei- 
ten oder  ersten  jen-er  Punkte  verbinden. 

Denkt  man  sich  zur  Construction  dieser  Kegelschnitte  21,  93, 
(£,  3)....  immer  dasselbe  Stralilenpaar  <*,  <ar,  gebraucht,  so  bleiben 
ausser  dem  Punkte  p auch  noch  die  Punkte  a'  und  a2  unverändert, 
und  es  erscheint  ax  als  der  perspektivische  Durchschuitt  zweier 

' Strahlbüschel,  deren  einer  von  den  harmonischen  Polaren  A . /?,  C, 
D ....  des  Punktes  s,  der  andere  von  den  harmonischen  Polaren 
a 2,  b2f  c2,  d2  . . . . des  Punktes  a’  für  21,  93,  (£,  2)  ... . gebildet  wird. 
Nun  aber  gehen  a2,  ^2>  c2,  d2  ... . durch  die  harmonischen  Pole  «, 
ß,  y,  d ....  von  *$,  und  diese  liegen  in  einer  Geraden  P\  also  lässt 
sich  behaupten : 

3.  Hat  eine  Schaar  von  Kegelschnitten  eineSekante 
und  einen  i h r zugeordneten  Tangentendurchschnitt  ge- 
mein, so  bilden  in  Bezug  auf  alle  diese  Kegelschnitte 
die  harmonischen  Polareu  dieses  Punktes  und  die  har- 
monischen Pole  jener  Geraden  zwei  projektivische  Ge- 
bilde, in  welchen  allemal  zwei  demselben  Kegelschnitte 
zugehörige  Elemente  sich  entsprechen,  und  insbeson- 
dere  entspricht  der  gemeinschaftliche n Sekante  ein  auf 
ihr  selbst  enthaltener  Punkt,  und  dem  gemeinschaftli- 
chen* Tangentendurchschnitt  ein  nach  ihm  selbst  ge- 

1 richteter  Strahl. 

Eine  beliebige  Gerade  A werde  von  der  gemeinschaftlichen 
Sekante  8 von  21,  93,  (£,  jD....  im  Punkte  $ und  von  den  harmo- 
nischen Polaren  b\  c\  tü ....  ihres  gemeinschaftlichen  Tangen- 
tendurchschnittes s in  den  Punkten  a,  b,  C,  b....  geschnitten,  wobei 
vorausgesetzt  wird,  dass  a',  b\  c’ . . . . durch  einerlei  Punkt  p ge- 
ben; es  seien  «r,  d....  die  harmonischen  Polaren  der  Punkte 

Ä,  b,  C,  b....  für  21,  93,  (£,  2)....,  welche  also  sämmtlich  durch  s 
gehen  müssen;  und  bx>  c,,  dl  ....  seien  die  Strahlen,  welche 
von  s nach  a,  b,  C,  b . . . . gehen;  endlich  seifen  b”%  c",  d" . ...  die 
harmonischen  Polaren  des  Punktes  d für  21,  93,  (£,  2) . . . .,  welche 
also  sämmtlich  durch  einerlei  Punkt  B'  von  8 und  einzeln  durch 
die  harmonischen  Pole  a,  /?,  y,  6 . . . . von  S für  21,  93,  (£,  3)  . . . . ge- 
hen müssen.  Diess  vorausgesetzt,  so  schneiden  sich  je  zwei  Strati- 
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len  a,  b"\  r,  c";  ä,  / im  harmonischen  Pole  von  A für 

81,  5Ö,  (£,  4)  . . . .;  ober  die  Strahlen  «,  b,  c,  </....  bilden  einen  Strahl- 
büschel 9 oder  B , welcher  mit  dem  von  «, , <?,,  #/,  ....  gebil- 

deten /y,  involutoriseh  ist — denn  je  zwei  Strahlen  «,  <*,  ....  sind 
zugeordnete  harmonische  Polaren  von  # — , der  letztere  wieder  ist 
mit  dem  von  a\  b\  c\  tt . . . . gebildeten  p oder  B'  perspektivisch, 
und  dieser  dem  vorigen  Satze  zufolge  mit  dem  von  b'\c'\  d". ... 
gebildeten  li"  projektivisch;  also  ist  auch  B(a , b , c,  </....)  = 
B\a!\  <5»”,  e",  a"  Bedenkt  man  nun,  dass  in  den  Strahlbü- 

scheln Zf,  Zf,,  //',  Zf''  der  Reihe  nach  sich  die  Strahlen  #ZJ", 

£,  iS  und  wieder  *q  (oder  /*),  */>,  B"t  entsprechen,  so  erhält 
man  links,  und  ähnlicher  Weise  rechts,  den  Satz: 

4.  Hat  eine  Schaar  von  Kegelschnitten  eine  reelle 
oder  ideale  Sekante  und  einen  reellen  oder  idealen 
Tangentendurchschnitt  gemein, 


so  liegen  die  harmonischen 
Pole  einer  beliebigen  Ge- 
raden ihrer  Ebene  in  Bezug 
auf  alle  diese  Kegelschnitte 
auf  zwei  Kegelschnitten, 
deren  jeder  die  gemein- 
schaftliche Sekante  in  dem* 
jenigen  Punkte  berührt, 
dessen  harmonische  Pola- 
ren auf  jener  Geraden  con- 
vergiren,  und  denen  jeder 
im  gern  ei  n sei»  aftli  eben  Tan- 
gentendurchschnitte dieje- 
nige Gerade  berührt,  wel- 
che die  harmonischen  Pole 
der  ge m.ei n sch aftl iclicn  Se- 
kante für  die  betreffende 
Gruppe  von  Kegelschnitten 
enthält;  so  d ass  a I so  sä  in  m t- 
liebe  Kegelschnitte,  welche 
den  verschiedenen  Geraden 
der  Ebene  entsprechen,  die 
emeinschnftliche  Sekante 
erersten  Schaar  paarweise 
in  einem  und  demselben 
Punkte,  und  ausserdem  im 
gemeinschaftlichen  Tan- 
gentendurchsch  uittc,  in 
zwei  besondere  Gruppen 
rennt,  zwei  hesoudere 
Geraden  berühren. 


so  umhüllen  die  harmoni- 
schen Polaren  eines  belie- 
bigen Punktes  ihrer  Ebene 
in  Bezug  auf  alle  diese  Ke- 
gelschnitte zwei  Kegel- 
schnitte, deren  jeder  iin  ge- 
rn ei  n sc  haf  1 1 ic  he  n .Tangen- 
teudurclisclinitte  diejenige 
Gerade  berührt,  deren  har- 
monische Pole  mit  jenem 
Punkte  in  gerader  Linie 
liegen,  und  deren  jeder  die 
gemeinschaftliche  Sekante 
in  demjenigen  Punkte  be- 
rührt, welcher  die  harmo- 
nischen Polaren  des  gemein- 
schaftlichen Tangenten- 
durchschautes  für  die  be- 
treffende Gruppe  von  Ke- 
gelschnitten vereinigt;  so 
dass  also  sämmtliche  Ke- 
gelschnitte, welche  den 
verschiedenen  Punkten  der 
Ebene  entsprechen,  im  ge- 
meinschaftlichen Tangen- 
tendurc  hscliuitte  paarweise 
einerlei  Ge  rüde,  und  ausser- 
dem die  gemeinschaftliche 
Sekante,  in  zwei  besondere 
Gruppen  getrennt,  in  zwei 
besonderen  Punkten  berüh- 
ren. 


Rückt  man  die  Gerade  A (links)  und  den  Punkt  (rechts)  ins 
Unendliche  hinaus,  so  erhält  man  die  besonderen  Aussagen: 

5.  Hat  eine  Schaar  von  Kegelschnitten  eine  reelle 
oder  ideale  Sekante  und  eioen  reellen  oder  idealenTan-  % 
gentendurchschuitt  gemein, 
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so  umhüllen  die  Durchmes- 
ser aller  dieser  Kegel- 
schnitte, deren  zugeordnete 
einander  parallel  sind,  zwei 
Kegelschnitte,  deren  jeder 
i in  g e m e i n s c h a f 1 1 i c h e n T a n- 
gentendurchschnitte  dieje- 
nige Gerade  berührt,  deren 
harmonische  Pole  in  einer 
mit  jenen  Durchmessern  pa- 
rallelen Geraden  liegen, 
und  ausserdem  die  gemein* 
schaftliche  Sek  ante  in  dem- 
jenigen Punkte,  welcher 
die  harmonischen  Polaren 
des  gemeinschaftlichen 

Tangentendurchschnittes 
für  die  betreffende  Gruppe 
von  Kegelschnitten  verei- 
nigt. 

Es  seien-  S,  8X  zwei  zugeordnete  gemeinschaftliche  Sekanten 
zweier  Kegelschnitte  21,  33,  und  s eiu  denselben  zugeordneter  ge- 
meinschaftlicher Tangentendurchschnitt;  ferner  seien  a,  b die  har- 
monischen Polaren  von  9 für  2t,  33;  durch  s gehe  ein  beliebiger 
Strahl,  welcher  21  in  a,  a,,  33  in  b,  bt  schneide;  endlich  seien 
dx  % b',  b\  die  Tangenten  in  a,  a, ; b,  bXJ  deren  erstere  sich  in  a,, 
letztere  in  ßx  schneiden;  so  sind  die  Geraden  a}  b mit  8%  8X  har- 
monisch (§.  5.  5.  e.),  und  die  auf  a,  b liegenden  Punkte  ßx 
gehören  einerlei  Strahle  von  9 an,  nämlich  der  zugeordneten  harmo- 
nischen Polare  von  9a  für  21  und  33  zugleich.  Es  werde  nun  eme 
beliebige  von  jenen  vier  Tangenten,  z.  ß.  a',  von  S,  Sx  in  6, 6,» 
von  b\  b\  in  ff,  ffx  und  von  b in  ßz  geschnitten,  so  sind  1)  die 
Punkte  $,  ö,  mit  «,,  ß2  harmonisch,  weil  S , Sx  mit  a . b harmo- 
nisch, und  2)  wenn  ö2  derjenige  Punkt  ist,  in  welchem  die  har- 
monische Polare  von  a für  33  die  Tangente  d schneidet,  so  sind 
0,  ö2  Wechselpunkte  für  2t,  33,  also  die  Punkte  ö,  $,  auch  mit  a, 
a2  harmonisch  (Corollar  zu  §.  5.  12.).  Ebenso  aber  auch  sind  die 
Punkte  er,  er,  1)  mit  den  Punkten  ax,  ß2  harmonisch,  weil  die  Ge- 
raden //,  b\  mit  9ßx,  b es  sind,  und  2)  auch  mit  den  Punkten  a, 
weil  die  harmonische  Polare  von  a für1 33  durch  ßx,  dep  harmoni- 
schen Pol  von  9b  für  33,  und  durch  ö2  geht,  also  die  Geraden 
U,  b\  mit  ßxa.  ßxa2  harmonisch  sind.  Hieraus  folgt,  dass  die  Punk- 
tenpaare  8,  8X  und  ff,  ff , identisch  sind,  d.  h.  dass  die  Tangenten 
a ' und  b'  auf  S,  und  die  anderen  a ' und  b\  auf  8X  convergiren, 

U.  8.  W. 

• • 


so  sind  die  Mittelpunkte 
aller  dieser  Kegelschnitte 
auf  die  Umfänge  zweier  Ke- 
gelschnitte verth  eilt,  deren 
jeder  die  gemeinsch  aftliche 
Sekante  im  Mittelpunkte 
ihrer  Involution  zugeord- 
neter harmonischer  Pole, 
und  ausserdem  im  gemein- 
schaftlichen Tangenten-, 
durch  schnitte  diejenige  Ge- 
rade berührt,  welche  die 
harmonischen  Pole  der.  ge- 
meinschaftlichen Sekante 
für  die  betreffende  Gruppe 
von  Kegelschnitten  ent- 
hält*). 

“ * 


6.  Legt  man  durch  einen 
reellen  oder  idealen  ge- 
meinschaftlichen Tangen- 
tendurch schnitt  zweier  be- 


6.  Zieht  man  von  irgend 
einem  Punkte  einer  reellen 
oder  idealen  gemeinschaft- 
lichen Sekante  zweier  be- 


*)  Hiernach  sind  die  im  3ten  Theil  des  Archivs  S.  232.  und  235.  stehen- 
den Sätze  zu  verallgemeinern  und  noch  ferner  zu  berichtigen. 
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Jiebiger  Kegelschnitte  ir» 
geod  eine  Gerade,  welche 
jeden  derselben  in  zwei 
Punkten  schneidet,  so  bil- 
den die  Tangenten  in  die- 
senPunkten  ein  vollständi- 

Ses  Vierseit,  dessen  eine 
iagonale  mit  dem  Wech- 
selstrahle  jener  Geraden, 
die  beiden  anderen  mit  den 
jenem  Tangentendurch- 
scbnitte  zugeordneten  ge- 
meinschaftlichen Sekanten 
beider  Kegelschnitte  zu- 
sammenfallen. 


liebiger  Kegelschnitte  an 
dieselben  zwei  Paar  Tan- 
genten, so  bilden  deren  Be- 
rührungspunkte ein  voll- 
ständiges Viereck,  Von  des- 
sen Gegenseiten  das  eine 
Paar  im  Wecbselpunkte'je- 
nes  Punktes,  die  beiden  an- 
deren in  den  jener  Sekante 
zugeordneten  gemeinschaft- 
lichen Tangentendurch- 
schnitten  beider  Kegel- 
schnitte convergiren. 


7.  Hat  eine  Schaar  von  Kegelschnitten  eine  reelle 
oder  ideale  Sekante  und  einen  ihr  zugeordneten  reellen 
oder  idealen  Tangentendurchschnitt  gemein," 


so  bilden  dieTangenten  al- 
ler dieser  Kegelschnitte, 
deren  Berührungspunkte 
mit  dem  gemeinschaftlichen 
Tangenteodurchschnitte 
io  gerader  Linie  liegen, 
zwei  Strablbüschel,  deren 
Mittelpunkte  auf  der  ge- 
meinschaftlichen Sekante 
liegen. 


so  bilden  die  Berührungs- 
punkte der  Tangenten,  wel- 
che von  einem  beliebigen 
Punkte  der  gemeinschaftli- 
chen Sekante  an  alle  diese 
Kegelschnitte  gelegt  wer- 
den, zwei  Gerade,  welche  « 
nach  dem  gemeinschaftlichen 
Tangentendurchschnitte 
gerichtet  sind. 


Da  nun  von  allen  diesen  Tangenten  (links)  je  zwei  demselben 
Kegelschnitte  angebörige  sich  auf  dem  Wechselstrahle  der  Geraden, 
welche  ihre  Berührungspunkte  enthält,  schneiden,  und  allemal  die 
eine  dem  einen,  die  andere  dem  anderen  der  erwähnten  zwei  Strahl-  , 
büschel  angehört,  so  folgt  zunächst: 


8.  ln  jedem  Strahle  dcs| 
gemeinschaftlichen  Tan-, 
geotend  urchschnittes  der 
erwähnten  Schaar  von  Ke- 
gelschnitten fallen  zwei 
projek tiv i sehe  Gerade  zu- 
sammen. deren  entspre- 
chende Punktenpaare  alle- 
mal  einerlei  Kegelschnitte 
auf  bestimmte  Weise  ange- 
hören, und  zwar  sind  so- 
wohl im  gemeinschaftli- 
chen Tangentendurch- 

schnitte  als  auf  der  ge- 
meinschaftlichen Sekante 
entsprechende  Punkte  ver- 
einigt. 

The«  V. 


8.  Jeder  Punkt  der  ge- 
meinschaftlichen Sekante 
der  genannten  Schaar  von 
Kegelschnitten  ist  der  Mit- 
telpunkt zweier  projekti- 
vischen  Strablbüschel,  de- 
ren entsprechende  Strah- 
lenpaare allemal  zwei  Tun- 
enten eines  und  desselben 
egelsch  nittes  sind;  und 
zwar  sind  sowohl  auf  der 
gern  eins  c ha  ft  liehen  Se- 

kante als  im  gemeinschaft- 
lichen Tangen  ten d urch  - 
schnitte  entsprechende 
Strahlen  vereinigt. 
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Und  da  aus  dem  zuletzt  Bemerkten  zugleich  folgt,  dass  ein  je- 
der der  beiden  Strahlbüschel  (links)  mit  dem  von  den  harmonischen 
Polaren  des  gemeinschaftlichen  Tangentendurchschnittes  gebildeten 
perspektivisch  ist,  und  da  dasselbe  von  allen  anderen  dergleichen 
StraMbüscheln  gilt;  da  diese  also  alle  mit  einem  und  demselben 
Struhlbüscbel  p , also  auch  unter  einander  projektivisch , und  zwar, 
weil  im  gemeinschaftlichen  Strahle  entsprechende  sich  vereinigen, 
perspektivisch  sind,  so  folgt  weiter: 


9.  Alle  Strahlen  des  ge- 
meinschaftlichen Tangen* 
tendurcbschnittes  sind  auf 
vierfache  Weise  in  Anse- 
hung der  Punkte,  in  wel- 
chen sie  die  genannten  Ke- 
gelschnitte schneiden,  per- 
spektivisch, und  zwar  lie- 
gen bei  je  zwei  Strahlen  die 
vier  Projektionspunkte  auf 
der  gemeinschaftlichen  Se- 
kante. 


9.  Je  zwei  Punkte  der  ge- 
meinschaftlichen Sekante 
sind  die  Mittelpunkte  von 
Strahlbüscheln,  welche  auf 
vierfache  Weise  in  Anse- 
hung der  an  die  genannten 
Kegelschnitte  gehenden 
Tangenten  perspektivisch 
sind,  und  zwar  gehen  ihre 
vier  perspektivischen 

Durchschnitte  durch  den 
gemeinschaftlichen  Tan- 
genten du  r c h sc  h n i 1 1. 


Hieran  würden  sich  nun  noch  eine  grosse  Menge  von  Sätzen 
über  Systeme  von  Kegelschnitten  mit  einer  gemeinschaftlichen 
Sekante  oder  mit  einem  gemeinschaftlichen  Tangentendurchschnitte 
und  über  die  dieselben  berührenden  Kegelschnitte,  über  Osculation 
und  doppelte  Berührung,  durch  welche  letztere  erst  die  bisher  ent«? 
wickelten  Eigenschaften  in  ihrer  grössten  Allgemeinheit  und  in  ihrem 
eigentlichen  Wesen  sich  darstellen,  endlich  Constructionen  der  Ke- 
gelschnitte mittels  sogenannter  imaginärer  Bedingungselemente  — 
anscliliessen.  Indessen  das  hier  Mitgetheilte  scheint  dem  im  Ein- 
gänge angegebenen  Zwecke  zn  genügen.  Der  berühmte  Entdecker 
der  Gesetze,  welche  hier  angewandt  worden,  hat  dieselben  die  in- 
nere Natur  der  Sache  genannt;  dass  sic  dieses  sind,  d.  h.  dass 
sie  in  Einem  zugleich  Princip,  Methode  und  Gegenstand 
der  fortschreitenden  Betrachtung  sind,  dafür  dürften  die  Eigenschaf- 
ten der  involutorischen  Gebilde,  so  unvollkommen  sie  liier  auch 
immer  dargestellt  worden,  als  ein  Belag  mehr  erscheinen. 


i 


Digitized  by  Goo|ii 


239 


XIX. 


Beiträge  zur  systematischen  Darstellung  der 
allgemeinen  Arithmetik. 


VOD 

Herrn  L.  Bai  lauft, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  Bürgerschule  su  Varel. 


A.  Grössen  und  einfache  Behandlungszeichen.  , 

§.  1.  Die  in  der  Arithmetik  vorausgesetzten  Grundbegriffe 
sind: 

1)  Der  Begriff  der  Grösse. 

2)  Der  Begriff  der  Gleichheit  zweier  Grössen.  * 

3)  Der  Begriff  des  Addirens  einer  Grösse  zu,  und  des  Subtra- 
hirens  einer  Grösse  von  einer  andern. 

Als  Postulat  wird  verlangt: 

1)  Die  Gleichheit  zweier  Grössen  erkennen  zu  können.  - 

2)  Eine  Grösse  zu  einer  andern  addiren  .und  von  derselben 

subtrahiren  zu  können,  wenn  beides  möglich  ist.  , 

Zwei  Grössen  heissen  gleichartig,  wenn  sich  die  eine  zu 
der  andern  addiren  und  von  derselben  subtrahiren  lässt.  Es  kann 
nur  zwischen  gleichartigen  Grössen  von  Gleichheit  oder  Ungleich« 
heit  die  Rede  sein. 

§.  2.  Die  in  §.  1.  angegebenen  Grundbegriffe  sind  keiner 
eigentlichen  DeOnition  fähig.  Es  muss  aber  durch  Grundsätze  so 
viel  von  ihnen  ausgesagt  werden,  dass  der  Umfang  derselben* 
vollkommen  festgesteilt  ist.  Die  Gesammtheit  dieser  Grundsätze  er* 
setzt  also  eine  Definition  der  obigen  Begriffe;  sie  kann  aber  nicht 
als  eine  eigentliche  Definition  betrachtet  werden,  da  ihr  die  Form 
einer  solchen  fehlt  und  da  keine  Auflösung  der  §.  1.  angegebenen 
Postulate  aus  ihr  hergeleitet  werden  kann. 

Die  zur  Feststellung  der  obigen  Grundbegriffe  dienenden  Grund*  - 
sätze  sind  aber  ebenso  willkührlicb,  wie  jede  eigentliche  Definition 
der  Arithmetik.  Man  rechnet  eben  nur  solche  Dinge  zu  den  Gros« 
$en,  man  nennt  nur  solche  Verknüpfungen  zwischen  Grössen  Addi- 
tion  und  Subtraktion,  die  diesen  Grundsätzen  genügen.  So  wie 
aber  die  allgemeinen  Sätze  der  Arithmetik  auf  eine  besondere  Art 
von  Grössen  angewandt  werden  sollen,  muss  erst  nachgewiesen 
werden,  dass  auch  jenen  Grundsätzen  durch  die  betreffenden  Defini- 
tionen genügt  sei. 

Vorläufig  sollen  hier  folgende  Sätze  als  Grundsätze  aufgestellt 
werden: 
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I)  Sind  Ay  /?,  C gleichartig,  so  ist  auch  A rfc:  B =b  C mit  Äs 
B und  C gleichartig. 

II)  Aus  den  Gleichungen  Ar=.  ß,  B = C folgt  die  Gleichung 
Az=z  C. 

III)  Es  ist  A -4-  B — C=z  A — C - f-  B = ß + A — C etc. 

IV)  Aus  A = A\  ß=ß'}  C=C'  folgt  Ad=BdtzC=  A 
zhß’db  C\ 

V)  - Es  ist  A — B B ==  A , also  auch  A -f-  B — B ==  A. 

VI)  Es  ist  A + ( B i C ± I))  rr  A -f-  B db  C db  I). 

Aus  diesen  Sätzen  folgt  der  Lehrsatz: 

VII)  A — ( B db  C d:  /))  = A — D. 

Alle  diese  Sätze  gelten  aber  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
einzeluen  vorkouiineuden  Summen  und  Differenzen  möglich  sind. 

Dass  diese  Grundsätze  keinen  Widerspruch  in  sich  selbst  ent* 
hallen  (die  einzige  Bedingung,  die  die  willkührlicbe  Aufstellung 
derselben  beschränkt),  folgt  daraus,  dass  sie  z.  B.  für  Längeu 
gelten. 

§.  3.  Ein  Bebandlungszeichen  ist  ein  Zeichen,  welches  vor- 
schreibt, dass  mit  einer  Grösse  gewisse  Veränderungen  vorgenom- 
men  werden  sollen,  durch  welche  eine  mit  der  behandelten  gleich- 
artige Grösse  entsteht.  s * 

Die  kleinen  Buchstaben  sollen  in  dem  Folgenden  Behandlungs- 
zeichen, die  grossen  Grössenzeichen  sein.  Für  beide  gilt  die  be- 
kannte Beschränkung,  dass  in  einer  Untersuchung  ein  und  derselbe 
Buchstabe  eine  und  dieselbe  Grösse  oder  eine  und  dieselbe  Behand- 
lung einer  Grösse  bezeichnet. 

Das  Produkt  X . a oder  aX  bezeichnet  eine  Grösse,  welche 
entsteht,  wenn  mau  X nach  der  Vorschrift  von  a behandelt. 

X 

Der  Quotient  X ; a oder  — bezeichnet  eine  Grösse,  deren 

Produkt  iu  azrzX  ist,  so  dass  man  also  hat:  Xza.tr=zX. 

Es  muss'  besonders  hervorgehoben  werden,  dass  der  Multipit- 
kand  oder  die  Einheit  des  Produktes,  so  wie  der  Dividend  des  Quo- 
tienten immer  ein  Grössenzeichen;  der  Multiplikator  oder  Divi- 
sor immer  ein  Behandlungszeichen  ist.  Das  Produkt  oder  der  Quo- 
tient bezeichnet  eiire  mit  dem  Multiplikanden  oder  Dividenden 
gleichartige  Grösse. 

Die  Gleichung  zwischen  zwei  Behandlungszeichen:  a •==  0 be- 
zeichnet, dass  die  Produkte  X . a und  X.b  gleiche  Grössen  sind 
(bezeichnen),  welche  Grösse  auch  X bezeichnet.  Bezeichnet  E 
eine  bestimmte  Grösse,  so  darf  man  aus  der  Gleichheit  von  E.a 
und  E ,.b  noch  nicht  die  Gleichheit  von  a und  0 folgern.  Erst 
dann  ist  dieser  Schluss  erlaubt,  wenn  man  fiir  E jede  Grösse  setzen 
kann,  ohne  dass  die  Gleichung  E . a = E . 6 aufhört  richtig  zu 
sein. 

Aus  den  Gleichungen  a = by  b = c folgt  a r=  c . Denn  aus 
der  Gleichung  a =b  fol£t  X . a = X . b\  aus  der  Gleichung  b'=.c 
folgt  X . b = X . c . Daher  ist  auch  X . a r=  X . c\  also,  da  X 
jede  («rosse  bezeichnen  kann,  auch  « = c. 

§.  4.  Die  einfachsten  Behandlungszeichen  sind  die  ganzen  ab- 
soluten Zahlen,  die  eine  Vervielfachung  der  Einheit  auzeigen  und 
die  durch  die  Gleichungen 
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X.lr=X,  A .2=X-+-X,  X,3=A:,2+X=X  + X+X,  eto. 

deüuirt  werden.  Bezeichnen  />  und  </  gauze  absolute  Zalileu,  so 
<?elteu  folgende  Sätze,  die  liier  aufgefülirt  werden,  um  eine  Ein- 
teilung der  Behandluugszeichen  überhaupt  darauf  zu  begründen. 

I)  Aus  X=  Y folgt  X . p = Y.p , und  alle  Grössen,  die  durch 
das  Zeichen  X wo  X und  p gegeben  sind,  bezeichnet  werden 
dürfen,  sind  gleich.  Das  Produkt  einer  gegebenen  Grösse  in  eine 
gegebene  ganze  Zahl  ist  also  vollkommen  bestimmt. 

II)  Es  ist  (Xd=  Yd=Z).p=  X,p±  Y.p+Z.p. 

III)  Es  ist  X . p . q ==  X . q . p.  . 

. . lv) Ks  ist,  wie  leicht  zu  beweisen,  A — Az=.B — Ii.‘  Die 
Differenz  zweier  gleichen  Grössen  bezeichnet  man  mit  O und  jede 
Grösse,  die  nicht  = 0 ist,-  soll  in  dem  Folgenden  eine  angebbare 
Grösse  heissen.  Fs  kann  alsdann  als  Grundsatz  vorausgesetzt  wer- 
den , dass  das  Produkt  einer  angebharen  Grösse  in  eine  ganze  ab- 
solute Grösse  wieder  eine  angebbare  Grösse  bezeichnet. 

§.  5.  Sind  jetzt  p und  q Behandlungszeichen  in  der  allge- 
meinsten Bedeutung  des  Wortes,  so  köuneu  folgende  Unterschei- 
dungen gemacht  werden. 

1)  1 st  X eine  gegebene  Grösse,  so  sind  entweder  alle  Grössen, 
welche  durch  X.p  bezeichnet  werden  dürfen,  einander  gleich  und 
aus  X = Y folgt  mit  Nothwendigkeit  X.p=  Y.p , d.  h.  die  durch 
X .ff  bezeiebnete  Grösse  ist  vollkommen  bestimmt,  oder  die  Behand- 
lung der  Einheit,  welche  p vorschreibt,  geuügt  diesen  Bedingungen, 
nicht.  Im  ersten  Falle  soll  das  Behandlungszeichen  p'  eindeutig, 
im  zweiten  Falle  vieldeutig  oder  unbestimmt  genunnt  werden. 

Die  gewöhnlichen  ganzen  Zahlen  uud  Brüche  sind  bekanntlich 
eindeutige  Behandlungszeichen;  dagegen  ist  5-t-\\^4  ein  zweideu- 
tiges Beiiundlungszeichen,  indem  X.(5-h\Y/^4)  sowohl  dem  fffachen, 
als  auch  dem  Tfaclien  von  X gleich  sein  kann.  In  dem  Folgen- 
den sollen  die  einfachen  Buchstaben  eindeutige  Behnndlungszeicheu 
sein. 

11)  Es  ist  eutweder  (X  dz  Y db  Z) . p = X . p db  Y.  pzh  Z.p 
oder  diese  Gleichuug  findet  nicht  statt.  Ist  diese  Gleichuug  rich- 
tig > welche  Grössen  auch  X,  K,  Z seiu  mögen,  so  soll  p eine 
Zahl  heissen. 

Es  ist  leicht  zu  ersehen,  dass  hier  der  Begriff  der  Zahl  wreiter 
gefasst  ist,  als  es  gewöhnlich  geschieht.  So  sind  hier  namentlich 
diejenigen  Behandlungszeichen  mit  zu  den  Zalileu  gerechnet,  mit 
welchen  sogenannte  symbolische  Rechnungen  Vorgenommen  werden 
können.  Fällt  z.  B.  die  zu  behandelnde  Grösse  unter  die  Form 
A . 9(^r),  wo  <p(&)  eine  beliebige  Function  von  oc  bezeichnet,  so 

d d*  b m 

gehören  die  Zeicheu  A*,  ß dx.(  ) mit  zu  den  Zahlen,  wäh- 


a 

rend  sin,  cos,  log  uicht  dazu  gerechnet  werden  dürfen. 

111)  Ist  für  jedes  X X.p.q~X.q.p>  so  sollen  p und  q 
gleichart  ige  Behandlungszeichen  heissen;  ist  dagegen  diese 
Gleichung  nicht  allgemein  richtig,  so  sollen  p und  q ungleichartig 
heissen. 

Gleichartige  Zahlen  sind  also  z.  B.  alle  rationalen  und  irratio- 
nalen Zahlen  unter  sich;  ^ und  ^ und  jede  von  a:  unabbän« 
gige  rationale  oder  irrationale  Zahl.  Es  muss  noch  bemerkt  wer- 
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den,  dass  aus  der  Gleichartigkeit  von  p und  7,  Und  von  q und  r 
keineswegs  die  Gleichartigkeit  von  p und  r folgt.  So  ist  z.  B.  ^ 


gleichartig  mit  a\  a gleichartig  mit  x,  aber  nicht  ^ mit  x. 


IV)  Bezeichnet  das  Produkt  einer  jeden  angebbaren  Grösse  in 
p wieder  eine  angebbare  Grösse,  so  soll  p ein  angebbares  Behänd« 
lungszeichen  genannt  werden,  p soll  aber  nicht  mehr  angehbar 
heissen,  wenn  das  Produkt  auch  nur  einer  einzigen  angebbaren 
Grösse  in  p = 0 ist. 


So  ist  nicht  angebbar,  indem  ~^(aE)z=z  0 ist,  obgleich  aE 


angebbar  sein  kann. 

§.  6.  Aus  den  in  dem  Vorigen  aufgestellten  Begriffen  ergeben 
sich  mit  Leichtigkeit  folgende  Lehrsätze: 

I)  Aus  X = Y,  azzzb  folgt  X . az=  Y.b,  wenn  a und  b ein- 
deutig sind.  Denn  da  a eindeutig  ist,  so  folgt  aus  X = Y X.a 
= i.a\  aus  # = £ folgt  F.«  = Y.b.  Daher  ist  X ,.a  = Y.b. 

II)  Wenn  a eine  Zahl  ist,  so  ist  (Xdb  Yztz  Z).a  = X.a 
zb  Y . adb.  Z . b.  Folgt  unmittelbar  aus  §.  5.  II. 

Hl)  Sind  a und  b angebbare,  eindeutige  Zahlen,  so  folgt  aus 
X.a  = Y.b  und  a — b auch  X=  Y. 

Aus  a = b folgt  Y.a=zY.b ; daher  ist  X . a = Y.  a,  also 
0 = X.a  — Y.  a=z  (X  — Y) . a,  da  a eine  Zahl.  Wäre  nun 
X — Y angebbar,  so  müsste,  da  a angebbar  ist,  auch  (X — Y).a 
angebbar  sein.  Da  dieses  nicht  der  Fall  ist,  so  muss  X — Y=  0 , 
also  X=  y-h  0=  — A)=z  Y+A-Azzz  Y sein. 

IV)  Aus  X = Y und  az=zb  folgt  X:«  = Y:b , wenn  a und 
b angebbar  sind.  Denn  es  ist  X:a.a=X,  Y:b  ,bz=z  Y\  also 
X:  a .a=Y : b .b\  mithin,  da  a und  b augebbar  und  gleich  sind, 
X:a=Y:b.  (III) 

V)  Fs  ist  (Xdb  Xdb  Z) : a = X : ad b Y : adtz  Z : a , wenn  a 
eine  angebbare  Zahl  ist.  Denn 


( X : # ziz  Y:  azhz  Z:a)  .a 

= x±rdbZ: 


: X:«.«±  Y:  a . a dz:  Z : a . a 
(Xzt  y±  Z):a.a ; 


daher,  weil  a angebbar: 


X:  ad b Y : a db  Z : a = ( X zb  Ydh.  Z):a. 


VI)  Sind  a und  b gleichartige  Zahlen,  so  ist:  X . a . b =zz  X 
. b . a,  X.a  : b = X:b . a,  X : a i b = X : b : a,  wenn  alle  vorkom- 
menden Divisoren  augebbar  sind.  Der  erste  Satz  folgt  aus  der  Er* 
klärung  gleichartiger  Zahlen.  Für  den  zweiten  hat  man  X'.b.a.b 
= X : b . b . a ss  X . « = X . a\b . b\  also,  wenn  b angebbar, 
X : b . a = X . a : b.  Aehnlich  ist  der  Beweis  für  den  dritten 


Satz. 

Ist  a eine  angebbare  Zahl , so  ist  X v a : a = X : a . a = X. 
Man  darf  aber  nicht  unbedingt  setzen:  ( &X)  : ^ = ACX : ^ )i 


dr 
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B.  Rationale  Ausdrücke  aus  einfachen 
Behandlungszeichen. 

$.  7.  Sind  a,  b,  c einfache  Behandlungszeichen,  so  ist  a=h£ 
dtzc  ein  Behandlungszeicheu,  welches  verschreibt,  dass  die  Einheit 
mit  «7,  mit  b uod  mit  c multiplicirt  und  dass  die  entstehenden  Pro* 
dukfe  addirt  oder  subtrahirt  werdeu  sollen.  a.b:c  schreibt  vor, 
dass  die  Einheit  mit  a multiplicirt,  das  Ergebniss  mit  b multiplicirt, 
und  das  jetzige  Ergebniss  durch  c dividirt  werden  soll.  Die  Deti- 
nitioD  dieser  Zeicheu  ist  daher  enthalten  in  den  Gleichungen: 

X . («db^dbc)=  X . aztiX . ÄztX.c,  X .(a  . b:c)=z  X . a ,b  :o 

«der  auch 

X . (:  a . b : c)  = X : a . b : c. 

Aus  diesem  ergiebt  sich  leicht  die  Bedeutung  zusammengesetz- 
terer rationaler  Ausdrücke  aus  einfachen  Behandlungszeichen.  Fer- 
ner lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  a-^zb^zc  und  a . b : c eindeutige 
Behandlungszeichen  sind,  wenn  in  den  letztem  nur  angebbare  Di- 
visoren Vorkommen. 

§.  8.  Lehrsätze: 

I)  Aus  a = a'i  b = b',  c = c folgt  a db  b rt  c ss  a rb  b'  dh  c\ 

II)  Es  ist  a~\-b  — c = a — c -\~  b z=z  b a — c etc. 

III)  a-\-  b — ^=0,  a — b-{-  bzsza. 

IV)  + y — %)  = a ac  -f-  y — *. 

V)  a — — %)  = a — x — y-f-s. 

Die  Beweise  dieser  Sätze  siod  einander  ganz  ähnlich.  Se  ist 
i.  B.  für  11.: 


X . (a  -f-  b — c)  zzz  X.a  + X . b — X . Cj  . 

X . (ff  — c + b)  ~ X . cf  — X . c -f“  x.b. 

Nun  ist  . 

x.ß-f-  X.b  — X.c  = X.«  — X.c-f-X.Ä; 

daher  auch  X . (er  -f-  b — c)  =s  X . (a  — c -+-  b).  Da  hier  aber  of- 
fenbar X jede  Grosse  bezeichnen  kann,  so  folgt  aus  der  Erklärung 

der  Gleichung  zwischen  Behandlungszeichen  a-\-b — cz=za  — c-\-b* 
VI)  a -+-  b — c ist  eine  Zahl,  wenn  a,  b,  c Zahlen  sind  und 
ist  mit  jeder  Zahl  gleichartig,  welche  mit  a , />,  c gleichartig  ist. 
Beweis.  Es  ist 

(Xd=  F).(fl+^-c)=(x±y).ff+(X±r).Ä-(x±y).c 

= X.azh  Y . a -\r  X.bdz  Y.b-  X.c^p  Y.c 

= x . ^ — <?)±  y.(«+i — c)\ 

mithin  ist  a -f-  b — c nach  §.  5.  11.  eine  Zahl. 

Ist  m eine  mit  a , bt  c gleichartige  Zahl,  so  ist 
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X . m b — c)=  X. . m . a-\-  X . in . b — X . m . c 

= X . a . m X . b . m — X . c . m 

' = ( X . et  H-  X . b — X • c) , üo 

• * . \ 

" ' = X.(a-f-£ — c).»*; 

daher  ist  auch  a-i-b — c mit  m gleichartig  (§.  5.  IIIj). v 

0 ist  ein  Behandlungszeichen,  deünirt  durch  die  Gleichung 
X.O  = 0,  wo  X jede  Grösse  sein  kann.  Es  ergiebt  sich  hieraus, 
dass  0 = der  Differenz  zweier  gleicheu  Zahlen,  also  auch  eine  Zahl 
und  mit  allen  andern  Zahleu  gleichartig  sei. 

§.  9.  Lehrsätze: 

I)  a . b : c ist  eine  Zahl,  wenn  a,  b,c  Zahlen  sind,  und  ist, 
mit  jeder  Zahl  gleichartig,  welche  mit  et,  b , c gleichartig  ist,  vor- 
ausgesetzt, dass  alle  in  diesem  Ausdrucke  vorkommenden  Divisoren 
angebbar  sind.  , 

Beweis.  Es  ist,  wenn  a,  b,  c Zahlen  und  c angebbar:  (X 
•+-  Y)  . ( et  . b t c ) =s  (X  db  X)  . a . b : c ==  ( X . a dz  i . er)  . b : c 
= ( X . « . £ db  Y , a . b ) : c = X . et , b'.  c db:  Y . a . b : c = X 
. (a  . b : c)  zh  Y . (a  . b : c);  also  et , b : c eine  Zahl  (§.  5.  II.). 

Ist  ferner  in  mit  et,  b,  c gleichartig,  so  ist  X . (a  . b : c)  . //* 

= X . « . £ : c . m z=z  X . m . a . b : c = X .#».(«.  £ : c) ; also 

et  . b : c mit  m gleichartig  (§.  5.  III.). 

H)  Sind  a,  b,  c gleichartige  und  angehbare  Behandlungszei- 
chen, so  ist  X : (er  . bz  c)  = X : et  : b . c.  Denn  Xzetib.c.a 
. b : c = X = X : (et  . b : c)  . a . b : c,  woraus  sich  leicht  der  Lehr- 
satz ergiebt.  ' 

III)  Aus  a = et',  b z=z  b',  c =r  e'  folgt,  wenn  die  Divisoren  an- 
gebbar sind,  a . b : c = et’  . b' : c\ 

IV)  Sind  er,  b,  c gleichartige  Behandlungszeichen  und  c an- 
gehbar, so  ist  et , b z c = ez  : c . b = : c . b . a etc. 

V)  in  . (et . b : c)  = //*  . a . b : c , wenn  die  Divisoren  angebbar. 

VI)  m :(a  . b : c)  =z=  in  : a : b . c,  wenn  die  Divisoren  angebbar 
und  a , <4,  c gleichartig  sind. 

VII)  (a  db  b)  ,m  = et.  m db  b . m,  wenn  m eine  Zahl. 

VIII)  (azbb)  : m = et  : m db.  b : «i,  wenn  m eine  angebbare 
Zahl. 

IX)  m.(a  dz  b)  = in  . db  m . ä. 

Die  Beweise  der  Sätze  III.  — IV.  sind  einander  ganz  ähnlich.  . 
So  ist  für  III.  X.(et,b:c)  X . a . b : c,  X . ( eeic.b ) = X.a.c.b. 
Unter  den  Voraussetzungen  des  Lehrsatzes  ist  aber  X . a . b : c 
=zzX.et:c,b;  daher  auch  X . (a . b : c)  X . (a : c . b).  Da  man 
sich  hier  für  X jede  Grösse  gesetzt  denken  kann,  so  ist  uucli  der 
Erkiüruug  der  Gleichheit  a . b : c = a : c . b. 

Aus  den  Sätzen  der  beiden  letzten  Paragraphen  ergiebt  sieb, 
dass  jeder  rationale  Ausdruck  aus  ganzen  absoluten  Zahlen  gleich 

* — {) 

einem  Ausd  ruck  von  der  Form  c - - ^ ist,  wo  a , b , c , d ganze  Zah- 
len sind,  vorausgesetzt  dass  in  dem  Ausdrucke  nur  angebbare  Di- 
visoren Vorkommen.  Es  wird  dabei  angeoommeu,  dass  man  die 
Summe  und  die  Differenz  zweier  ganzen  Zahlen  als  eine  ganze  Zahl 
berechnen  könne.  Bezeichnet  (-|-a)  die  Summe  O-f-a  und  ( — a) 
die  Differenz  0 — a%  so  ist  also  jeder  rationale  Ausdruck  aus  ganzen 
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Zahlen  =db — , also  gleich  einer  reellen,  rationalen  Zahl»  Hier- 

aus  folgt  dann  wieder,  dass  auch  jeder  rationale  Ausdruck  aus  reel- 
len, rationalen  Zahlen  = einer  rationalen,  reellen  Zahl  ist,  immer 
unter  der  Voraussetzung,  dass  nur  angebbare  Divisoren  Vorkommen. 

• . ' 

C.  Ungleichheit  von  Grössen  und  Zahlen;  absolute, 
positive  und  negative  Zahlen  und  Grössen. 

§.  10.  Zwei  Grössen  heissen  einstimmig,  wenn  sie  in  allen 
ihren  in  Betracht  kommenden  Eigenschaften  übereinstimmen  und 
sich  nur  durch  ihre  etwa  verschiedene  Grösse  von  einander  unter- 
scheiden. Sind  A und  B zwei  einstimmige  Grössen,  und  ist  — B . 
eine  mit  A und  B einstimmige  angebbare  Grösse,  so  heisst  A dem 
absoluten  Werthe  nach  grösser  als  B (val.  abs.  A^>\&\.  abs.  B). 

' Zur  nähern  Bestimmung  dieser  Begriffe  dieuen  folgende  Grund- 
sätze, die  also  zu  den  in  §.  2.  angeführten  noch  hinzukommen. 

I)  Die  Summe  mehrerer  einstimmigen  Grössen  ist  mit  den  ein- 
zelnen Theilen  einstimmig  und  angebbar,  wenn  nur  einer  der  Theile 
angebbar  ist. 

II)  Zwei  einstimmige  Grössen  sind  entweder  einander  gleich 
oder  die  eine  ist  grösser  als  die  audere. 

Hl)  Von  jeder  angebbaren  Grösse  lässt  sich  ein  Vielfaches  an- 
geben, welches  grösser  ist  als  jede  mit  ihr  einstimmige  Grösse. 

Der  in  §.  4.  IV.  angenommene  Grundsatz  ist  eine  unmittelbare 
Folge  aus  I.,  braucht  also  als  Grundsatz  uicht  weiter  berücksichtigt 
zu  werden. 

Aus  den  eben  angegebenen  Sätzen  lassen  sich  die  verschiedenen 
Lehrsätze  über  die  Ungleichheit  einstimmiger  Grössen  mit  Leichtig- 
keit herleiten. 

§.  11.  Ist  die  durch  X . m bezeichnete  Grösse  immer  mit  X 
einstimmig,  so  heisst  das  Behandluugszeichen  m ein  absolutes.  Ein 
Behandlungszeicben  von  der  Form  0 -\-m  heisst  alsdann  ein  positi- 
ves, eins  von  der  Form  0 — m ein  negatives  Behandlungszeicben. 
a heisst  grösser  als  b oder  kleiner  als  by  jenachdem  a — b einem 
positiven  oder  einem  negativen  angehbaren  Behandlungszeicben 
gleich  ist. 

Die  aus  diesen  Definitionen  sich  ergebenden  Lehrsätze  über  die 
Ungleichheit  verschiedener-Behaudlungszeichen  sind  bekannt.  Nur 
auf  einen  Umstand  muss  hier  noch  aufmerksam  gemacht  werden. 
Aus  der  Ungleichheit  von  a und  b darf  man  nämlich  nicht  ohne 
Weiteres  schliessen,  dass  a^>  b oder  a b ist.  Wenn  a und  b 
imaginäre  Zahlen  sind,  so  ist  dies  bekannt.  Aber  auch  die  Zahlen 

A — 

dx'  dx 
indem  i 

und  gilt  diese  Beziehung  nur  für  die  eine  Grösse/?,  so  kann  man 
daraus  noch  nicht  schliessen,  dass  auch  b sei. 

§.  12.  Es  ist  A=  /?,  wenn  A — B und  B — A kleiner  ist 
als  jede  mit  A und  B einstimmige  angebbare  Grösse,  wenn  A und 
B einstimmig  sind..  Denn  wäre  A nicht  = B,  so  wäre  A>  B 
oder  B > At  also  eine  der  Differenzen  A — B oder  B — A eine 
mit  B und  A einstimmige,  angebbare  Grösse. 


sind  ungleich,  ohne  dass  die  eine  von  beiden  grösser  ist, 
d 

re  Differenz  -r~  keine  angebbare  Zahl  ist.  Ist  E.a~^>E.b 
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Das  absolute  Behandlungszeichen  a ist  gleich  wenn  sowohl! 
a — b,  als  auch  b — a — , wo  n jede  noch  so  grosse  absolute 
ganze  Zahl  bezeichnen  kann.  Denn  ist  X eine  beliebige  Grösse, 
so  ist  X . (a  — 6)  oder  X . (b  — a ) X. — ; also  auch  X . a 


— X . b oder  X . b — X . a dem  absoluten  Werthe  nach  ^ X . — 

Da  aber  X.~  kleiner  sein  kann  als  jede  mit  X einstimmige  an- 

gebbare  Grösse,  so  ist  X.a=  X.b, und  da  dieses  für  jede  Grösse 
X gilt,  so  ist  ar=zb%' 

§.  13.  ln  dem  Vorigen  war  schon  von  solchen  Differenzen  ab- 
soluter Zahlen  die  Rede,  in  denen  der  Minuend  kleiner  war  als 
der  Subtrahend.  Es  müssen  nun  zunächst  diejenigen  Grössen  näher  ' 
betrachtet  werden , deren  Produkte  in  solche  negative  Zahlen  eine 
wirkliche  Bedeutung  haben. 

Betrachtet  man  eine  Grösse  X,  insofern  sie  zu  einer  andern 
Grösse  A addirt  dieselbe  vergrössert  oder  verkleinert*  so  nennt  man 
X eine  algebraische  Grösse;  und  zwar  soll  X eine  positive  Grösse 
genannt  werden,  wenn  A-\-X^>A\  eine  negutive,  wenn  ^-f-X 
A ist.  Eine  Grösse,  welche  nicht  in  einer  solchen  Beziehung 
zu  einer  andern  gedacht  wird,  und  namentlich  auch  A selbst,  soll 
eine  absolute  Grösse  heissen. 

Die  algebraische  Grösse  X muss  offenbar  mit  A gleichartig 
genannt  werden,  indem  sie  zu  A addirt  werden  kann  (§.  1.);  sie 
ist  aber  nicht  mehr  mit  A einstimmig,  da  sie  sonst  bei  ihrer  Addi- 
tion keine  Verkleinerungen  von  A hervorbringen  könnte  (§.  10). 
Das  passendste  Beispiel  für  diese  Verhältnisse  giebt  das  bekannte, 
aber  etwas  modifizirte  Beispiel  von  Vermögen  und  Schulden.  Sieht 
man  das  Vermögen  einer  Person  als  die  absolute  Grösse  an,  so 
sind  die  Einnahmen  dieser  Person  positive,  die  Ausgaben  negative 
Grössen.'  Sieht  man  den  Schuldenstand  dieser  Person  als  absolute 
Grösse  an,  so  verhält  es  sich  umgekehrt. 

In  dem  Folgenden  soll  A diejenige  absolute  Grösse  sein,  deren 
Vergrösserung  oder  Verkleinerung  betrachtet  wird;  X,  Y,  Z etc. 
sollen  algebraische  Grössen  bezeichnen.  Es  gelten  alsdann  folgende 
Definitionen: 

I)  Es  ist  X = Y,  wenn  A X = A Y. 

II)  Der  Ausdruck  X ■+•  Y — Z wird  definirt  durch  die  Glei- 
chung A -f-  (X  -f-  Y — Z)  srr  A -f-  X *4"  Y — Z.  Diese  Defini- 
tionen sind  aber  nicht  mehr  rein  willkührlich;  es  muss  im  Gegen- 
theil  gezeigt  werdeu,  dass  sie  den  in  §.  2.  aufgestellten  Grund- 
sätzen genügen,  was  ohne  Schwierigkeit  angeht.  So  ist  z.  B. 
X-+- ( Y — Z)=  X-f-  Y—  Z;  denn 


A+{X+{  Y—Z)\z=zA-+-X+{  Y-Z)=A-t-X-t-  Y~Z 
A+(X+  Y — Z)=i+X+  Y — Z 


| ....  ^Def.  II.) 


daher 

A + [X  + (Y-Z))=zA- f-{X+  Y~Z]; 

also 

X -f- ( Y—  Z)=X- f-  Y—  Z (Def.l.); 

Es  ergiebt  sich  aus  diesen  Erklärungen  unmittelbar,  dass  zwei 
gleiche  angebbare  Grössen  entweder  beide  positiv  oder  beide  Bega- 


i 
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tiv  sind.  Bringt  die  Addition  von  X zu  A keine  Veränderung  von 
A hervor,  so  ist  X=0,  was  unmittelbar  aus  der  Relation  A- hX 
s=z  A-=  A 0 folgt. 

§.  14.  Man  erhält  also  den  Begriff  einer  positiven  Grösse,, 
wenn  man  sich  eine  absolute  Grösse  X.  mit  der  Eigenschaft  behaf- 
tet denkt,  bei  ihrer  Addition  zu  A uin  die  Grösse  X zu  vergrössern, 
und  ebenso  erhält  man  eine  negative  Grösse,  wenn  man  sich  die 
Grösse  X mit  der  Eigenschaft  behaftet  deukt,  A um  X zu  verklei- 
nern. Die  auf  diese  Weise  aus  der  absoluten  Grösse  X entstehende 
positive  Grösse  soll  mit  X-4-,  die  entstehende  negative  mit  X“  be- 
zeichnet werden  und  X soll  der  absolute  Werth  von  X^  heissen. 
Es  ist  dann  A X"4"  = A X,  A - h X~  = A — X.  Es  ergeben 
sich  ferner  leicht  folgende  Lehrsätze: 

I)  X+-+-  y+  = (X-h  X)+;  denn  A-h(X+-+- Y+)  = A+ X 
—f—  X»  A -f-  ( X — H X)-4” ===  A —f“  X — F ; daher  A -f—  ( X*4“  -h  F4*) 
z=A  -f-  (X-f-  X)+  oder  X+-*-  F+  = (X+  X)+. 

II)  X_+  F~  = (X+  Y)~. 

III)  X+  -f-  Y~  = (X  — xj+  oder  = (X—  X)~,  ienachdem 
X > Y oder  X>  X ist. 

iv)  x—  y±=x-i-  xf. 

§.  15.  Sind  X und  Y zwei  einstimmige  Grössen  und  bezieht 
sich  das  Hinzufügen  der  Zeichen  oder  ~~  auf  die  Vergrösseruog 
oder  Verkleinerung  derselben  absoluten  Grösse,  so  sina  X*4*  und 
X-  nicht  inehr  einstimmig,  indem  sie  sich  noch  durch  etwas  Ande- 
res als  ihre  verschiedene  Grösse  unterscheiden.  Dagegen  dürfen 
X und  X*",  so  wie  X~~  und'  F”  noch  als  einstimmige  Grössen 
. betrachtet  werden.  Um  die  Zulässigkeit  hievon  nacbzuweiseu,  muss 
gezeigt  werden,  dass  diese  Grössen  den  in  §.  10.  aufgestellteu 
Grundsätzen  genügen.  Es  ist  aber: 

I)  (X+H-  X+)  = (X-h  X)4-,  (X--+-  F-)  = (X+F)-;  also 
io  beiden  Fällen  die  Summe  einstimmig  mit  den  Theileu  und  an- 
srehbar,  wenn  einer  der  Theile  angebbar  ist. 

II)  Es  ist  X>  Y oder  X=  X oder  X<  X,  also  X=  X-f-F 

oder  X = X oder  X = X — F,  wenn  V eine  mit  X uud  X ein- 
stimmige angebbare  Grösse  bezeichnet.  Daraus  folgt  aber,  dass 
X~*~  = F+  + V~*~  oder  = X4“  oder  = X4-  — F-4*,  so  wie  dass 
X-  sss  X-  -x  V-  oder  = X-  oder  = X~  — V~  ist,  d.  h.  dass 
dem  absoluten  Werthe  nach  X+  entweder  oder  = oder  < X-4" 
und  X*~  entweder  oder  sss  oder  < X“  »st.  ' 

III)  Es  giebt  ein  Vielfaches  von  X,  welches  grösser  als  X,  so 
dass  also  «X=  X + V ist,  wo  F eine  mit  X und  X einstimmige 
Grosse  bezeichnet.  Daraus  folgt  aber  /sX*4”  = X-*- •+•  F+,  nX— 
= X“ -f-  V- , so  dass  es  ein  Vielfaches  von  X4*  giebt,  welche« 
dem  absoluten  Werthe  nach  grösser  als  X^  ist.- 

Jede  negative  Grösse  ist  gleich  eiuer  Differenz  zweier  positiven 
Grössen,  in  welcher  der  Subtrahend  dem  absoluten  Werthe  .nach 
grösser  als  der  Minuend  ist  und  ein  ähnlicher  Satz  lässt  sich  auch 
für  positive  Grössen  aussprechen.  So  ist  X~~=  X4,  — (X-f-  X)+. 
L»asst  man  bei  der  Bezeichnung  der  positiven  Grössen  den  Accent 
— f~  weg,  so  ist  X"4*  = 0 -f-  X oder  abgekürzt  = (-+*  X),  X~ 
- — 0 — X = ( — X).  Ist  a eine  beliebige  Zahl,  so  ist 

I)  0.«  = (X—  X).«=X.«  — X.a=  O. 

II)  X±.(+a)  = (ödi:X).(0  + «)a=:(d=«X). 

III)  X=M~ «)  = (^=i=X).(0  — «)  = (qpaX)  etc. 
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womit  zugleich  nacbgewiesen  ist,  dass  das  Produkt  einer  algebrai- 
selten  Grösse  in  eine  negative  Zahl,  d.  h.  in  eine  Differenz  zweier 
absoluten  Zahlen,  deren  Minuend  kleiner  ist  al^  der  Subtrahend, 
eine  wirkliche  Bedeutung  habe.  Die  Sätze  über  die  Produkte  und 
Quotienten  positiver  und  negativer  Zahlen  lassen  sich  aus  der 
oben  gegebenen  Erklärung  der  positiven  und  negativen  Zahlen  mit 
Leichtigkeit  herleiten. 


D.  Transcendente  und  irrationale  Behandlungszeicben.. 

' » t 

§.  17.  Eine  Grösse  oder  ein  Behandlungszeichen  heisst  durch 
gewisse  Bedingungen  bestimmt,  wenn  alle  Grössen  oder  Behänd* 
lungszeichen,  welche  diesen  Bedingungen  genügen,  einander  gleich 
sind.  Eine  Grösse  oder  ein  Behuudlungszeichen  heisst  gegeben, 
wenn  sie  entweder  unmittelbar  vorliegen,  oder  wenn  man  doch  ver- 
mittelst der  gegebenen  Bedingungen  eine  Grösse  oder  ein  Behand- 
lungszeichen herleiten  kann,  welches  dem  in  Rede  stehendeu  gleich 
ist.  ln  dem  Folgenden  soll  aber  eine  Grösse  schon  als  gegeben 
angesehen  werden,  wenn  man  eine  Grösse  darstellen  kann,  deren 
Unterschied  von  der  eigentlich  zu  bestimmenden  dem  absoluten 
Werthe  nach  kleiner  ist  als  jede  noch  so  kleine,  gegebene,  angeb- 
bare  Grösse.  Unter  ähnlichen  Verhältnissen  soll  auch  ein  Behand- 
lungszeichen als  gegeben  angesehen  werden. 

Ist  A0,  Aly  Az  ....  An  in  inf.  eine  unendliche  Reihe  von  Grös- 
sen, so  heisst  diese  Reihe  eine  unendlich  klein  werdende,  wenn 
sich  in  dieser  Reihe  ein  Glied  angeben  lässt,  von  welchem  an  alle 
folgeude  Glieder  dem  absoluten  Werthe  nach  kleiner  sind  als  jede 
gegebene  noch  so  kleine  angehbare  Grösse.  Die  Grösse  21  heisst 
die  Gränze  der  Reihe  Aoi  Alf  A2  ... , An  in  inf.,  oder  es  ist  2l=± 

lim  A„}  wenn  die  Reihe  21  — A01  21  — A„  21  — A3  ....  21  — A„  in 
inf.  eine  unendlich  klein  werdende  Reihe  ist.  Bekanntlich  besitzt 
aber  nicht  jede  unendliche  Reihe  eine  Gränze,  sondern  die  Reihe 
kann  auch  unendlich  gross  werdend  sein,  oder  die  Glieder  können 
zwischen  gewissen  Grössen  immer  hin  und  her  geben.  * 

Wie  diese  Begriffe  sich  auf  Behandlungszeichen  ausdehnen  las- 
sen, ist  leicht  zu  ersehen;  es  tritt  alsdann  an  die  Stelle  der  belie- 
big kleinen  angebbaren  Grösse  eine  beliebig  kleine,  gegebene.,  an- 
gebbare  absolute  Zahl. 

Für  die  unendlich  klein  werdenden  Reihen  und  für  die  Reihen, 
welche  Gränzen  besitzen,  lassen  sich  leicht  die  in  den  folgenden 
Formeln  ausgedrückten  Sätze  beweisen: 

I)  Ist  lim  An=  Oy  lim  ßn  = Ot  so  ist  auch  lim  (AnA=  Bn) 

= O. 

II)  Ist  lim«rn  = 0,  lim^n  = 0,.  so  ist  auch  lim(är* dr bn)  = 0, 
lim(<Zn  . bn)  = 0,  \\m(An . an)  = 0;  wenn  nicht  lim  ==  dz  oe. 

III)  lim  ( An  db  Bn)  = lim  An  db  lim  Bn  (denn  lim  (21 — \An ) 
t=  Oy  Yim(%  — ß„)^  Oy  also  lim($ld=  23)  — (An  db  Bn))  ==  O). 

IV)  lim  (An  . a„)  = lim  An  . lim  lim  (««  dr  b„)  = lim  an 
dz  lim  b„,  iim(a„  . bn)  = lim  an  . lim  bn.  - , 

V)  lim  (A„  : b„)  = lim  An  : lim  bn , lim  (an  : b„)  =s.  lim  a„  : lim  b„y 
wenn  nicht  lira£*:=:0  ist.  . 

Ist  von  einer  Grösse  ausgesagtr  dass  sie  die  Gränze  einer  un- 
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endlichen  Reihe  A0>  Ax  . . . . An  in  inf.  sei,  so  ist  diese  Grösse  roll* 
kommen  bestimmt,  vorausgesetzt,  dass  diese  Reihe  wirklich  eine 
Grätize  besitzt.  Dcnu  sind  die  beideu  Grössen  31  und  J®  Gränzeu 
dieser  Reihe,  so  ist  lim  (31  — A„)  = 0,  lim (93  — A„)=z  O , also 
nac  h 111)  lim  (31  — 33)  = lim  [(31  — A„)  — (33  — -^n)\  = 0,  was 
offenbar  nur  möglich  ist,  wenn  31  = 33  Ist  eine  Methode  gegeben, 
nach  welcher  man  sämmtiiehe  Glieder  der  unendlichen  Reihe  linden 
kann,  so  ist  die  Gränze  der  Reihe  auch  als  gegeben  anzusehen. 
Auf  ganz  ähnliche  Weise  kann  auch  ein  Behandlungszeichen  als 
Gränze  einer  Reihe  von  Behandiungszeichen  bestimmt  und  gegeben 
werden. 

Büdlich  verdient  noch  bemerkt  zu  werden , dass  zwei  Reihen 
gleiche  Gränzeu  buhen,  wenn  ihre  Differenz  eine  unendlich  klein 
werdende  Reihe  ist,  vorausgesetzt,  dass  die  Reihen  Gränzen  be- 
sitze«. Denn  ist  lim  ( an  — //„)  = 0,  so  ist  lim  an  — lim  bn  = 
lim  (an  — bn)  = 0 oder  lim  a„  =z  lim  //„. 

§.  18.  Ein  Behandlungszeichen  ist  nach  dem  Frühem  ein  Zei- 
chen, welches  anzeigt,  dass  mit  einer  Grösse  eine  beliebige  Ver- 
änderung vorgenommen  werden  soll.  Diese  mit  einer  Grösse  vor- 
zunehmende  Behandlung  kann  aber  wieder  aus  einer  Reihefolge  von 
einzelnen  Operationen  zusammengesetzt  sein  und  diese  Reihe  der 
mit  der  Grösse  vorzunehmenden  Operationen  kaun  auch  als  ohne 
Kode  fortgehend  gedacht  werden.  In  dem  letzten  Falle  soll  das 
Behandiungszeichen  ein  transcendentes  oder  eine  Transcendeute 
genannt  werden;  die  Bedeutung  einer  solchen  Transceudenten  muss 
aber  zunächst  näher  aus  einander  gesetzt  werden. 

Schreibt  ein  Behandlungszeichen  8 vor,  dass  mit  einer  Grösse 
eine  unendliche  Reihe  von  Operationen  vorgenommen  werden  soll, 
so  soll  das  Produkt  einer  Einheit  in  8 die  Gränze  derjenigen  un- 
endlichen Reihe  von  Grössen  sein,  deren  Glieder  man  erhält,  wenn 
inan  mit  der  Einheit  zuerst  die  erste,  dann  die  erste  und  zweite, 
dann  die  erste,  zweite  uud  dritte  etc.  etcN  der  durch  8 vorgeschrie- 
benen Operationen  vornimmt.  Bedeutet  also  8 die  aus  einer  unend- 
lichen Anzahl  von  Theilen  bestehende  Summe  a0  -+-//,  -f-  a2  -f-....  ' 
an  -+-  iu  inf.»  so  bedeutet  X.8  die  Gränze  der  unendlichen  Reihe: 

A.  . G q y X • (#o  I ^ i )»  A • I &\  1 I O j)  . . . . 

X . (ff0  + a , H-  + ....  + (Tn) ....  in  inf. 

Bedeutet  8 das  Produkt  aus  unendlich  vielen  Faktoren  <z0. 

. i»%  in  inf.,  so  bezeichnet  X.s  die  Summe  der  unendlichen 

Reihe : 

X . a 0,  x . 0y . 0 1 , A . 0 q . 0 j . 0 '2 . . . . . X . 0 0 . 0 1 . 0 2 ....  0^ij  ....  in  inf. 

. - 

Es  ist  einleuchtend,  dass  das  Produkt  einer  Grösse  in  eine  Tran- 
scendcnte  nach  Umständen  etwas  Mögliches  oder  Unmögliches  sein 
kann,  dass  aber  im  ersten  Falle  das  Produkt  X.8  bestimmt  und 
gegeben  ist,  wenn  es  die  Glieder  der  entstehenden  Reihe  sind. 

In  manchen  Fällen  ist  eine  Transcendente  bekanntlich  einem 
endlichen  Ausdruck  aus  einfachen  Behandiungszeichen  gleich.  Ist 
z.  B.  der  endliche  Ausdruck  8 =ss  l x -h  oc%  -4-  .v * -4-  . . . . ac* 

. . . . in  inf.,  wo  a:  eine  absolute  Zahl  sein  soll,  so  ist  zuerst  s 
ebenfalls  ein  absolutes  Behandiungszeichen.  Aus  der  Erklärung  des' 
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% + 

Zeichens  s ergiebt  sich  aber  unmittelbar  a r=s  1 -f-  x . a.  Diese  Glei- 

cbuDg  enthält  aber  offenbar  einen  Widerspruch,  wenn  1»  da 

dann  1 -4-  sc  . a > a.  ln  diesem  Falle  kann  also  die  unendliche 
Reihe  keinem  endlichen  Ausdruck  gleich  sein.  Ist  aber  sc<Üly  so 

erhält  man  unmittelbar  a = . 

>1  oc 

Eben  so  gut  wie  in  der  Aufgabe  die  Reibe  1 -f-  sc2  Hh  in 

inf.  zu  summiren,  ein -Widerspruch  liegt,  wenn  ar  1 ist,  könnte 

auch  in  dieser  Aufgabe  noch  ein  Widerspruch  liegen,  wenn  sc<^X 
ist,  welcher  uns  nur  bei  unserer  Untersuchung  entgangen  wäre. 
Es  ist  daher  durchaus  nothwendig,  die  Richtigkeit  des  oben  auf 
analytischem  Wege  gefundenen  Resultates  auch  noch  synthetisch 
nachzuweisen.  Im  vorliegenden  Falle  geht  dieses  freilich  leicht  an. 
Es  ist  nämlich: 

9 

1 . xn 

\ + -+-  H-  \ 

1 — x l — x 

also: 

A . - — — s:  A . (\  + x + + ....  -f-  xn~l)  + A . - 


Da  dieses  gilt,  welche  ganze  Zahl  n ist,  so  kann  man  auf  beiden 
Seiten  die  Gränzen  für  » = oo  nehmen,  und  erhält: 

t 

1 x1* 

A . = lim  A . (1  -f-  sc  -4-  sc2  -+- ....  xn~~l)  -f-  A . lim  r . 

1 — X i — x 

\ 

- , * 

jrtt 

Ist  aber  so  ist  lim  - — — =0,  daher 

- •*  “ ^ 

i , . 

1 

A . : — ~ lim  [A . (1  — f—  sc  -4-  sc2  + *'. . . *4~  scn  t) 

i < * 

==A  . (1  sc  sc2  -f- . . . . scn  .#. . in  inf.) 
oder,  da  A jede  Grösse  bezeichnen  kann: 

V 

r = 1 -f-  x H-  sc2  sc2  •+• . . . . H-  scn  . . . . in  inf. 

l—x  N 

Ich  kann  hier  die  Bemerkung  nicht  unterdrücken,  dass  streng 
genommen  jede  Auflösung  einer  Aufgabe,  welche  auf  analytischem 
Wege,  z.  B.  durch  die  Auflösung  von  Gleichungen  gewonnen  ist, 
noch  eines  synthetischen  Beweises  bedarf.  Ich  glaube,  dass  in  die- 
ser Hinsicht  die  Analogie  zwischen  unserm  jetzigen  analytischen 
Verfahren  und  der  Analyse  der  Alten  grösser  ist,  als  man  es  ge- 
wöhnlich anzunehmen  scheint.  Wird  z.  B.  eine  Gerade  gesucht, 
welche  gewissen  Bedingungen  genügen  soll,  so  nimmt  man  bei  der 
Analyse  der  Alten  bekanntlich  an,  mau  kennte  diese  Gerade  schon. 
Aus  den  gegebenen  Bedingungen  der  Aufgabe  sucht  man  alsdann 
andere  Bedingungen  herzuleiten,  denen  man  durch  Konstruktion 
leichter  genügen  kann.  Aus  zwei  Ursachen  kann  nun  die  auf  die- 
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'sem  Wege  gefundene  Auflösung  fehlerhaft  sein;  es  kann  nämlich 
einmal  den  Bedingungen  der  Aufgabe  vielleicht  gnr  nicht  durch 
eine  Gerade  genügt  werden,  so  dass  schon  in  der  ersten  Annahme 
ein  Fehler  liegt;  oder  es  können  bei  der  Umformung  der  Bedin- 
gungen gewisse  Bedingungen  verloren  gegangen  sein,  so  dass  zwar 
nie  konstruirte  Gerade  den  abgeleiteten,  aber  nicht  mehr  den  ur- 
sprünglichen Bedingungen  der  Aufgabe  genügt.  Bei  dem  jetzigen 
analytischen  Verfahren  liegt  schon  darin,  dass  man  das  Gesuchte 
durch  eiu  einfaches  oder  zusammengesetztes  Zeichen  bezeichnet, 
eine  selten  a priori  begründete  Voraussetzung,  die  den  Bedingungen 
der  Aufgabe  widersprechen  kann,  und  dass  dieser  Widerspruch  im 
Verlauf  der  Untersuchung  sich  nicht  immer  zu  zeigen  braucht,  hat 
die  Theorie  der  unendlichen  Reiben  genugsam  gelehrt.-  Was  den 
zweiten  Punkt  anbetrifft,  so  bat  man  immer  festzubalten , dass  die 
durch  die  Analyse  abgeleiteten  Bedingungen  zwar  eine  nothwen- 
dige  Folgerung  aus  den  ursprünglichen  der  Aufgabe,  aber  nicht 
umgekehrt  letztere  aus  ersteren  sind.  Das  Gesuchte  muss  den  ge- 
folgerten Bedingungen  genügen,  aber  nicht  alles,  was  den  gefol- 

Serten  Bedingungen  genügt,  genügt  auch  sämmtlichen  Bedingungen 
er  Aufgabe.  Hat  man  aber  keine  unstatthaften  Voraussetzungen 
über  die  Natur  des  Gesuchten  gemacht  und  kann  man  den  gefol- 
gerten Bedingungen  nur  durch  eine  einzige  Grösse  genügen,  so 
muss  diese  auch  sämmtlichen  Bedingungen  der  Aufgabe  genügen. 
Giebt  es  aber  mehrere  Grössen,  die  den  gefolgerten  Bedingungen 
genügen,  so  ist  es  immer  noch  zweifelhaft,  ob  auch  alle  gefunde- 
nen Grössen  sämmtlichen  Bedingungen  der  Aufgabe  entsprechen. 
Hat  man  endlich  über  die  Natur  des  Gesuchten  eine  unstatthafte 
Annahme  gemacht,  so  können  durch  diese  gewisse  Bedingungen  der 
Aufgabe  ersetzt  sein,  so  dass  auch  dann  die  Bestimmtheit  der  Auf- 
lösung keinen  Beweis  für  die  Richtigkeit  des  Gefundenen  abgieht. 
Liegt  z.  B.  die  Aufgabe  vor:  einen  Ausdruck  f{x)  zu  linden,  wel- 
cher = e*  ist,  so  muss  dieser  der  Bedingung  f( 2x)  f(x) . f{x) 
genügen.  Macht  man  nun  aber  die  unerlaubte  Annahme,  dass  f{x) 
= 1 -4-  <*x  sei,  so  erhält  man  die  identische  Bedingungsgleichung 
1 -f-  2 ax  1 -f-  ^ax  -f-  x2 . welcher  durch  a = 0 genügt  wird, 
und  man  erhielte  t/,(<a?)  = l,  welches  gan^  bestimmte  Resultat  aber 
offenbar  nicht  mehr  der  ursprünglichen  Aufgabe  genügt. 

§.  19.  Rin  Behandlungszeichen  a heisst  durch  Annäherung  ge- 
geben, wenn  eine  Methode  gegeben  ist,  mittelst  welcher  man  eine 
rationale  Zahl  a'  finden  kann,  so  dass  der  absolute  Werth  von  a — a 
•1 

kleiner  ist  als — , wie  gross  auch  die  ganze  Zahl  n angenommen 

wird.  Ein  durch  Annäherung  gegebenes  Beliandlungszeiohen  soll 
ein  irrationales  genannt  werden,  obgleich  es  auch  einer  rationalen 
Zahl  gleich  sein  kann.  Für  irrationale  Behandlungszeichen  gelten 
alsdann  folgende  Lehrsätze. 

I)  «Jedes  irrationale  Behandlungszeichen  a ist  eindeutig. 

Beweis.  Es  ist  zu  zeigen,  dass  aus  folgt  X.a=Y.a 

(§.  4.  I.).  Es  sei  a'  ein  bis  auf  ~ angenäherter  Werth  von  a und 
zwar,  um  die  Begriffe  festzustellen , a und  X positiv,  bo  ist 
<*'  < a < a -f-  also  X . o'^X.Ä^X.a'+X. Y • a'  ■ 

71  71 
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-H  y.o_  F.  o’.  Da  nim  a’  und  — als  rationale  Zalilen 

n — — n 

eindeutig  sind,  so  ist  X . a'  = Y . a\  X . — ;=  Y . — , also  — 

u 71  71 

X.—^X.a  — Y.a<X.—,  d.  h.  val.  abs.  (X.a—Y.o) 
« 1 | 

^X. — . Do  nun  X. — dem  absoluten  TVerthe  nach  kleiner  sein 

~ fl  71 

kann  als  jede  angebbare  Grösse,  so  ist  X.«  = Y,a. 

II)  Jedes  irrationale  Behandlungszeichen  ist  eine  Zahl. 
Beweis.  Es  ist,  wenn  man  die  Bezeichnung  des  vorigen 
Satzes  beibehält,  zu  zeigen^  dass  (X  Y)  . a = X.«±i.« 

, 4.  II.).  Nun  ist  (X  -+-  y)  . < (X  + y)  . « ^ (X  -f-  Y) 


. ( a ■+■  — ) ....(1).  Ferner  X . («'  -+-  — ) '''*’  X . a X ■ a1, 
y . (o',+  — ) ^ y . «r  ^ y.  also,  da  a'  und  «'  + — Zahlen 
sind,  (X-f-  y).(«'-f-^-)>  X.O-+-  y.o^(X-J-  F). «'.... (2). 
Aus  (1)  und  (2)  folgt  aber  — (X  -+-  Y)  . — < (X  + F)  . « 

— (X.a-F-  y.«)^(X+  F).-^-;  mithin,  da  (X+  F).-±-  klei- 
ner  sein  kann,  als  jede  angebbare  Grösse,  (X  -f-  Y)  . a = X . a 

I y ig 

Ferner  ist  X—  F+  Y=  X,  also  (X—  y-f-  Y).a=X.a, 
daher  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  (X  — Y)  . a -+-  Y ■ « 

— X . a-,  also  (X  — Y).a=X.a  — Y.a. 

111)  Eine  irrationale  Zahl  ist  mit  jeder  Zahl  Tn  gleichartig, 
welche  mit  allen  rationalen  Zahlen  gleichartig  ist;  also  auch  niit 
allen  rationalen  Zahlen  selbst  und  demzufolge  wieder  mit  allen  ir- 
rationalen Zahlen. 

Beweis.  Es  ist  zu  zeigen,  dass  X . 7n  . «=  X m (§.4. III). 
Nun  ist,  wenn  man  der  Einfachheit  wegen  7n  als  positiv  annimmt, 

X . («’  + *“)  X.o'.w,  X . 7n  . a'  ^ X . m . a 

^ X . 7n . («'H--^-).  Den  Voraussetzungen  des  Lehrsatzes  zu  Folge 
. ist  aber  X . a'  . 7n  = X . fn  . a\  X . . m :=  X . • ”*•  Daher 

71  71 

X . fn  . ^ X . a . m — X.th  .a^  — X.m . also  X . * • * 


n 


71 


==  X . fn  . a. 

IV)  Eine  jede  irrationale  Zahl  ist  entweder  angebbar  oder  0. 
Es  giebt  also  keine  irrationale  Zahl,  deren  Produkt  in  eine  nngeh* 
bare  Grösse  =0  ist,  während  eine  andere  Grösse  mit  ihr  multiph* 
cirt  ein  angebbares  Produkt  giebt. 

Beweis.  Ist  E eine  bestimmte  angebbare,  X eine  willkünr- 

Grösse  und  ist  E.a  = O , so  ist,  wenn  a ' ein  auf  angenäherter 

Tb 

. . 1 

Werth  von  a ist  und  E als  positiv  betrachtet  wird,  a — n ^ 
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«Is»  — E^~<  E.(a'  — a)=zE.  a‘  — E.  — . 

mithio  auch  Da«'  eine  rationale  Zahl 

ist,  so  kann  man  setzen,  wo  p und  q absolute  ganze 

Zahlen  sind.  Dann  ist  — < db  E . p i q ^ E . ~ also 

E.piq<JB.~  oder  E ,p  . « < qE.  Da  p . n und  q ganze  Zah- 
len  sind  und  E angebbar  ist,  so  ist  dieses  nur  möglich,  wenn 
1>>n<Cqy  also  p:q^  — ist.  Es  ist  daher  auch — L 

71  n 1 4«  * 

also  X . — ___  X . a*  ____  X . *jj-.  Aus  einer  frühem  Bedingung 

folgt  aber  — X . ^ X . « — X . ^ X . — , daher  - X ~ 

< r c 2 * n 

= = X . ~,  was,  da  » beliebig  gross  sein  kann,  nur  mög- 

lich ist,  wenn  X.«  = O ist.  Ist  also  a nicht  angebbar,  giebt  also 
eine  angehbare  Grösse  E in  sie  multiplicirt  ein  Product  sss  O 
so  ist  das^roduct  jeder  Grösse  in  sie  = 0>  also  « = 0. 

§•  20.wEs  ist  leicht  zu  beweisen,  dass  die  Summe,  die  Diffe- 
renz, das  Product  und  der  Quotient  zweier  Irrationalen  wieder 
einer  irrationalen  Zahl  gleich  sind,  deren  angenäherte  Werthc  man 
erhält,  wenn  man  die  augenäherten  Wertbe  der  gegebenen  Zahlen 
addirt,  subtraliirt,  multiplicirt  oder  dividirt,  und  dass  man  auf  diese 
Weise  die  Annäherung  beliebig  weit  treiben  kann,  ausser  wenn  der 
Divisor  des  Quotienten  =0  ist.  Man  kann  also  auch  jeden  ratio- 
nalen Ausdruck  aus  rationalen  oder  irrationalen  Zahlen,  in  wel- 
chem alle  Divisoren  von  0 verschieden  sind,  einer  rationalen  oder 
irrationalen  Zahl  gleich  setzen,  und  im  letztem  Falle  beliebig  ge- 
nau in  rationalen  Zahlen  berechnen.  ö B 

Im  Allgemeinen  folgt  die  Gleichheit  zweier  Behandlungszeichen 
erst  dann,  wenn  man  nachgewiesen  hat,  dass  jede  Grösse  in  sie 
multiplicirt  gleiche  Producte  giebt.  Rationale  oder  irrationale  Zah- 
len sind  aber  schon  gleich,  wenn  nur  eine  angehbare  Grösse  in 
«e  multiplicirt  gleiche  Producte  giebt.  Sind  nämlich  a und  b die 
beiden  Zahlen,  E eine  angebbare  Grösse,  und  ist  E ,a=z  E . b 
>o  ist  E . a — E . b=z  E . (a  — b)  = 0,  a — b ist  aber  ebenfalls 
einer  rationalen  oder  irrationalen  Zahl  gleich  und, "da  es  nicht  an- 
gehbar ist,  nach  §.  19.  IV.  =0;  also  azzzb* 

. Es  ist  ferner  leicht  zu  zeigen,  dass  irrationale  Zahlen  gleich 
l,B«»  wenn  ihre  angenäherten  Wertbe  gleich  sind. 

$•  21.  Ist  8 - — a0  ■+■  ff  | + ä,  + ....  an  + . ...  in  inf. , wo  n0, 
?>>  ....  an  ....  in  inf.  rationale  oder  irrationale  Zahlen  sind,  ist 

erner  ===  et r + or~ f-i  + ....,  in  inf.  und  lässt  sich  endlich  nach- 

weisen,  dass  lim  = 0,  dass  also  j\r  < “ und  > — — sein 

!«ön,  80  ist  es  leicht  zu  beweisen,  dass  s einer  irrationalen  Zahl  gleich 

L tfn  a?S?nÄhierte  Werthe  a*'  «•+««»  «o -H*,-!-«,....,  in  inf. 
'“a.  Umgekehrt  lässt  sich  jede  irrationale  Zahl  in  eine  Summe  aus 
»endlich  vielen  Theilen  verwandeln.  Sind  nämlich  a„a„a2  .... 

« ‘ß  mf.  die  angenäberten  Wertbe  von  so  i6t«=ao+(a, — aQ) 

y.  i o 


V 
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■+-  (<*»  — «,)  -+-  (a,  — a%)  -t-  . . . . (n„+i  — ...  in  inf.  oder 

i öi  öj  ön+1 

auch  s ==  dr0  . — 1 . — . ~ ... 

" " a.. 


a O 


....  in  inf.  - 


Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass,  wenn  4?  = a0  -f-  at 
-f-  a%  .r..  in  inf.,  y = b0  bx  -f-  -f-  ....  in  inf.  ist,  und  wenn 

oc  und  y irrationalen  Zahlen  gleich  sind  (die  Reihen  convergiren), 
auch  a:zt:y  = (a0db^0)'+-(al  db^,)-f-(a8  db£z) -f-....  in  inf., 
ac  . m = a0  . m Ar  at  . m «+•  «r,  . m . . . . in  inf. , ac\m  =.  aQ\m 
+ «,  : //*-}-  a2  : m ....  in  inf.  ist,  wenn  eine  Zahl  und  im  letz- 
ten Falle  angebbar  ist. 

§.  22.  Ist  B eine  angebbare  Grösse  und  A mit  B einstimmig, 
so  lässt  sich  immer  eine  rationale  oder  irrationale  Zahl  linden,  mit 
welcher  B multiplicirt  ein  Product  = A giebt.  Man  kann  be- 
kanntlich eine  dieser  Bedingung  genügende  rationale  Zahl  linden, 
wenn  A und  B ein  gemeinschaftliches  Maass  besitzen.  Ist  dieses  nicht 
der  Fall»  so  giebt  es  ein  Vielfaches  von  B , welches  grösser  ist 
als  A,n.  Da  kein  Vielfaches  von  BzrzA.n  sein  kann,  so  muss 
A.n  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Vielfachen  von  B , dem 
rfacben  und  (r+l)fachen  liegen.  Man  hat  dann? 

Ä.r<J.«<Ä.(r+l)  oder  A<^ß ß A^> ß . A 

71  71  ^ 71  s 

f | 

Es  ist  dann  erlaubt  A = B . *—  zu  setzen , wo  < B . — 

7Z  7% 

ist.  Ebenso  kann  man  setzen: 

A = ^.^jH-An  wo  r,  <»,  A.  <§Z 

T B 

Ai=^*;^-I-A»>  wo  r»<*’  A»<^7  ist 

* / 

T B 

A2  = ^*^  + A»,  wo  r,  <*,  A»<^J  ist 

, in  inf. 

und  erhält  dann 

» 

. r . r i . r i rv  \ . B 

n%  ^ ■+"  *•••  ^+i)  — 

r 

also 

A—B.  lim  (■£"•“?  +^f-t-.,..in  inf.) 

t 

• / 

Bezeichnet  man  die  letzte  Summe  aus  unendlich  vielen  Tbeilen  mit  s 
und  die  grösste  der  Zahlen  r,,  r2,  rt , in  inf.  mit  q , so  ist  * ;>•  — und 

+ rr  + A ••••  in  inf.)  ==  ~- H — rr.  Da 

ft  n * ft*  »*  7 ft  tt.  (&  — 1) 

hier  £ höchstens  » — 1 sein  kann,  so  ist  — und  s — ■, 

-ft  ft  — 

• . r*  1 

mithin  — ein  bis  auf  ~ aogenäherter  Werth  von  *.  Da  mau  aber 
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n beliebig  gross  annehmen  kann,  so  ist  t eine  Irrationalzahl.  Wie 
dieser  Satz  auf  positive  uud  negative  Grössen  ausgedehnt  werden 
kann,  ist  klar.  , 

Sind  a und  b zwei  rationale  oder  irrationale  absolute  Zahlen, 
so  ist,  wenn  a nicht  gleich  eine  von  beiden  Zuhlen  grösser  als 
die  andere.  Denn  bezeichnet  E eine  bestimmte  positive  Grösse,  so 
sind  auch  E.a  und  E.b  solche  Grössen.  Beide  Grössen  sind  also 
entweder  gleich  oder  eine  von  beiden  ist  grösser  als  die  andere. 
Ist  E.  a = E . 6,  so  ist  auch  a = b,  es  muss  also  eine  von  bei- 
den grösser  als  die  andere  sein.  Ist  z.  B.  E . « E . b , so  ist 
E.a  — E .b  =.  E.(a  — b)  = einer  angehbaren  positiven  Grösse. 
Man  kann  also  nach  dem  vorigen  Satze  E.(a  — b)=zE.ö  setzen, 
wo  d eine  absolute,  angebbare  rationale  oder  irrationale  Zahl  ist. 
Dann  ist  aber  nach  §.  20.  a — br=  6 , also  a>  b. 


E.  Begriff  der  Potenz. 

$.  23.  Ist  a irgend  ein  Bebandlungszeichen,  und  n eine  ab- 
solute ganze  Zahl,  so  bezeiebuet  an  bekanntlich  ein  Product  aus 
n Factoren,  welche  sämmtlich  — : a sind.  an  ist  also  ein  Behand- 
lungszeicben,  welches  anzeigt,  dass  mit  einer  Grösse  n mal  hinter 
einander  die  durch  a angezeigte  Behandlung  vorgenommen  werdeo 
soll. 

Ist  a ein  angebhares  Behandlungszeichen  und  *r-+-y — % einer 
absoluten  Zahl  gleich,  so  ist  * = a*  . ay : a*.  Für  den  Fall, 

dass  x -y  — z Null  oder  einer  negativen  Zahl  gleich  ist,  soll 
diese  Gleichung  als  Definition  der  Potenz  dienen,  so  dass  also, 
Yorläufig  wenn  x,  y,  s beliebige  ganze  Zahlen  sind,  = ax 

. ory  : as  ist. 

Es  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass  aus  a=zb,  zkixdhzt/dtzx 
= db  y dtz  i sf  folgt  wenn  a angeb- 

bar  ist. 

§.  24.  Ist  a eine  absolute,  rationale  oder  irrationale  Zahl  nnd 
r eine  ganze  Zahl,  so  giebt  es  eine  absolute,  rationale  oder  irra- 
tionale Zahl  welche  der  Bedingung  *0»*:=:«  genügt. 

Beweis.  Es  sei  n eine  beliebige  ganze  Zahl;  man  bestimme 
die  ganzen  Zahlen  z,  *t,  . ...  in  inf.  so,  dass  sie  den  Bedin- 

gungen : 

zr  ^ ü»  (z  -f-  ly 


in  inf. 


n* 


genügen,  so  ist  offenbar 
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(s  + ü 

' n 


' n 7 


ZI  -4-  Zl\r 
n ^ n2' 


h -|-  - ly 
n 2 ^ 
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% 

(s  “I“  l)r  *r.«  ^ Ä 

(»  + ^ + "^')r  ••••  *i  < " 

(»  + — +^f  -*--)y)'....*,  <* 
' 'n  n1 2  n2/ 

-in  inf. 


Setzt  man 


. *« 

w»  = a + 7 


«* 


, Ä m 
*•**  «**’ 


so  ist 


(“-»  •+■  ^r)r 


Hieraus  folgt 


a 


— Wm  < i)r  ~ "» 


nm 

< («p»i  ■+" — — *»»1)  • 


m 


1 


(wm  H ) — Wm 


< ^Tn'  \(Wrn-\-  ^Wm  ^ 2 * **"» 


1 


+ («fa  + z£)r“i  • «*2«  + .«.  «£  li 


nm 

^ . r . (w„ -h  1 ....  (da  «>,„  Om  + ^) 


< i)'-1  ••••( «i»  «-»■+ i <*  + 1- 


Da  n > 1,  so  folgt  hieraus: 


lim  (a  — w£)  =2:  0 


oder 


i«=r» 


m=ra 0 


«c=  lim(f^J)  = (lim  ^OT)r  = 


Um  also  die  Richtigkeit  des  oben  ausgesagten  Satzes  nacbzuwei- 
sen,  braucht  nur  noch  gezeigt  zu  Werden,  dass  to^  = einer  ratio- 
nalen oder  irrationalen  Zahl  sein  muss.  Es  ist  aber: 
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X 


n 


ll 

n 


x 


+ 


4- 


Xm 

n™ 


....  in  in£ 


n — 1 
«* 


w — 1 
n* 


• • • • 


ii—  I 
n” 


-f-  in  inf. .... 


(da  xt n<Ln,  also  höchstens  = *— 1) 


1 


n 


4 


I X 

also  x •+»  ~ ein  bis  auf  ~ angenäherter  Werth  von  w.  Da  nun  n 

eine  beliebig  grosse  Zahl  sein  kann,  so  ist  tc ^ eine  irrationale  und 
offenbar  aucn  eine  absolute  Zahl. 

Der  z.  B.  von  Ohm  in  seinem  „Geist  der  An  alysis”  gegebene 
Beweis  dieses  Satzes  scheint  mir  bei  der  hier  eingeschlagencn 
Betrachtungsweise  nicht  vollkommen  streng  zu  sein.  Er  stützt  sich 

r 

nämlich  auf  den  Satz,  dass  a<C\/b,  wenn  ar  <T  £ , vorausgesetzt 

r 

dass  a und  [/b  absolute  Zahlen  sind.  Bei  dem  Beweise  dieses 

r 

Satzes  muss  man  aber  voraussetzen,  dass  \/b  entweder  oder  = 
oder  <1  a ist,  was  hier  nicht  ohne  Weiteres  geschehen  durfte. 
Ich  glaubte  deshalb  obigem,  freilich  weitläufigem  Beweis  den  Vor- 
zug geben  zu  müssen. 

Bezeichnet  a eine  rationale  oder  irrationale  absolute  Zahl,  so 

r 1 

soll  \/a  eine  ähnliche  Zahl  bezeichnen,  bestimmt  durch  die  Be- 

r 

dingung  ( \/a)r=za . Ein  anderes  Behandlungszeichen  als  eine  ratio- 
nale oder  irrationale  absolute  Zahl,  welches  dieser  Bedingung  ge- 

r # 

nügt,  soll  durch  a bezeichnet  werden.  Ist  dann  die  rationale 

r r 

oder  irrationale  absolute  Zahl  a = A,  so  ist  auch  y/a=z\/b. 

r r 

Denn  da  a und  \/b  rationale  oder  irrationale  absolute  Zah- 

r r r 

len  sind,  so  ist  nach  §.  22.,  wenn  \/a  nicht  ss  \/b  ist,  \/a 

^ \/b,  Daraus  würde  aber  folgen  ([/a)r  ^(\/b)r  oder  a ^ b,  gegen 
die  Voraussetzung. 

r 

Es  ist  also  \/a  ein  eindeutiges  Behandlungszeichen.  Die  übri- 
gen Eigenschaften  dieses  Zeichens  ergeben  sieb  aus  der  Eigenschaft 
desselben  eine  rationale  oder  irrationale  absolute  Zahl  zu  sein. 

Ist  a ein  anderes  Behandlungszeichen  als  eine  absolute,  ra- 

r 

tionale  oder  irrationale  Zahl,  so  soll  \/a  ein  Behandlungszeichen 

r r 

sein,  welches  der  Bedingung  (V/«)r  = « genügt.  \/a  zeigt  also 
eine  solche  Behandlung  der  Grösse  X an,  durch  deren  rmalige 


I 


t 


* 
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1 

Wiederholung  die  Grösse  X . a entsteht.  Giebt  es  mehrere  Behand- 
lungen, welche  dieser  Bedingung  genügen,  so  soll  \/ a nur  eine 

r 

dieser  Behandlungen  bezeichnen,  so  dass  \/a  immer  ein  eindeuti- 
ges Behandlungszeichen  ist. 

§.  25.  Ist  x . y : % =s  einer  ganzen  Zahl,  so  ist  <zx*y:s 

% 

==l//^axjy,  Für  den  Fall,  dass  x.y:x  keiner  ganzen  Zahl,  son- 
dern einem  Bruch  gleich  ist,  soll  diese  Gleichung  zur  Definition 
der  Potenz  ,mit  gebrocheneu  Exponenten  dienen.  Ist  a eine  ratio- 
nale oder  irrationale,. absolute  Zahl,  so  ist  ax-vix  einer  ähnlichen 
gleich.  Unter  derselben  Voraussetzung,  und  wenn  mau  die  oben 
gegebene  Bedeutung  des  Zeichens  \/  festhält,  ergiebt  sich  auch, 
dass  ax'V  : 55  = Äfp*y<:s',  wenn  a = d,  x . y : % = a? . y’ \ x'  ist. 
Dass  überhaupt  die  gewöhnlichen  Sätze  über  Potenzen  für  solche 
Potenzen  ganz  allgemein  gelten,  leuchtet  leicht  ein. 

§.  26.  ] st  x eine  irrationale  Zahl,  so  kann  nach  dem  Frühem 
x = ///0  -4- mx  /«2  -f- ....  inn  -4-  ....  in  inf.  gesetzt  werden.  Ist 
alsdann  x auch  einer  rationalen  Zahl  gleich,  so  ist 

ax  = a?71  o . am\  . a*** 2 . am*  ...’.  atn*  ....  in  inf. 

= lim  (amo  . ami . am*  . . . . amn) . 

wenn  a eine  absolute,  rationale  oder  irrationale  Zahl  ist. 

Der  Beweis  kann  hier  übergangen  werden,  da  später  noch  ein 
Beweis  vorkommt,  der  dem  Beweise  dieses  Satzes  ganz  ähnlich  ist. 
Für  den  Fall,  dass  x keiner  rationalen  Zahl  gleich  ist,  soll  obige 
Gleichung  als  die  Definition  der  Potenz  ax  gelten. 

Ist  a eine  absolute,  rationale  oder  irrationale,  angehbare  Zahl, 
so  ist  auch  ax  eine  absolute^  rationale  oder  irrationale  Zahl. 

Beweis.  Es  sei  m0  *+-  *nt  -f-  . . . . mn  = xn,  mn+\ 

-4-  mn+2  •+*... . in  inf.  = A«>  und  um  einen  bestimmten  Fall  vor 

sich  zu  haben,  sei  a^>  1;  dann  ist  ax=aXn . a&n,  also  ax  — aXn 
= — lj.  Da  x n ein  angenäherter  Werth  von  x und  x—xn 

* I 

= A*  ist»  so  kann  man  n so  gross  nehmen,  dass  val.  abs.  A n<Ty> 
wo  r eine  beliebige  ganze  Zahl  bezeichnet.  Daun  ist 


1 i 

Da  ar  ^>1  ist,  so  kann  man  ar  = 1 -4-  d setzen,  wo  d 
eine  positive  Zahl  bezeichnet.  Es  ist  dann  « = (l-|-d)r>l-|-rd, 

alsod< — - — ..  Nimmt  man  also  r gross  genug,  so  kann  d kleiner 
sein,  als  jede  ungehbare  absolute  Zahl.  Ferner  ist  -y-  — 


ar 

= 1 — j-  y-j.  = 1 — d',  wo  die  positive  Zahl  d'  ebenfalls  kleiner 

sein  kann,  als  jede  angebhare  positive  Zahl.  Es  ist  dann  also  1 — d' 
o^n  < 1 -l-  d oder  — (T  < a&H  — 1 < -f-  d;  mithin  val.  ahs. 
(ax  — aXn)  < aXnS.  Hieraus  geht  hervor,  dass  aXn  ein  beliebig 
nah  angenäherter  Werth  von  ax  sein  kann,  und  da  man  er**  be- 
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liebig  nabe  in  einer  rationalen  Zahl  Ausdrücken  kann,  so  gilt  das- 
selbe für  ax. 

Ist  a < 1 , so  ist  ~ > 1 und  ax  = 1 : . Da  nun 

eine  irrationale  Zahl  ist,  so  gilt  dasselbe  für  1 : oder  für  ax. 

Ist  die  irrationale  Zahl  x = y,  oder  sind  x und  y verschie- 
dene Reibenentwickelungen  einer  und  derselben  irrationalen  Zahl 
und  ist  die  angebbare,  absolute,  rationale  oder  irrationale  Zahl 
a = by  so  ist  ax  = bx. 

• • % 1 
Beweis.  Sind  xn,  yn  zwei  bis  auf  — angenäherte  Werthe 

von  x und  y und  zwar  z.  B.  kleiner  als  diese,  so  ist  xn  <Ü  & 
c xn  -+•  yn  < yC  y»~h  ~ , also,  da  y=x,  xn—yn—~<i 0, 

xn  — yn  H-  ~ > 0;  mithin  val.  abs.  (xn — >y„)  Ferner  ist 

aXn — aVn  z=zayn(aXn  t/n  — 1),  Da  nun  xn — yn  dem  absoluten 
Werthe  nach  kleiner  sein  kann  als  jede  angebbare  Zahl,  so  lässt 
sich  auf  ähnliche  Weise  wie  in  dem  vorigen  Beweise  zeigen,  dass 

dasselbe  von  aXn  V n — 1,  also  auch  von  aXn  — aVn  gilt.  Man 
kann  also  setzen,  da  äyn  z=z.Wni 


und  ebenso: 


also 


- v < aXn  — «"*  < ■+■  TT 

T T 


— ax  — aXn 

r 

— — <*  ijy*  — by 

r 


1_ 

r 

r’ 


r r 


woraus  unmittelbar  die  Gleichheit  von  ax  und  by  folgt. 

Die  bekannten  Sätze  über  Potenzen  lassen  sich  dann  auch 
leicht  auf  Potenzen  mit  irrationalen  Exponenten  ausdehnen.  Ist 
z.  B.  x = 7n0  + vi , + mz  4~ ....  in  inf.,  y nQ  + nx  -f*  tt%  -J-  .... 
in  inf.,  so  ist 


ax  . av  = amo . am* . am>  -f-  ....in  inf.  an° . . «n«  ....  in  inf. 

— — ÄOT0-4-»0+«»4*«J-f-»n»+jia  ••••  in  inf.  , 

= ax+yy 

(ax)y  = (ax)ni+"i+n>  •••• In  inf-=  ( ax)”o . (ax)n> . ( ax)n » . in  inf. 

— — ax{n0-\-nx+nt  • IM  in  inf.)  ax  * y , ’ 


etc.  etc. 

und  es  ist  einleuchtend,  dass  diese  Satze  streng  allgemein  gelten, 
so  lange  man  das  oben  über  die  Bedeutung  dieser  Potenzen  Ge- 
sagte genau  festhält. 
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F.  Imaginäre  Grössen  und  Zahlen. 

§.  27.  Io  dem  Frühem  wurde  keine  besondere  Art  von  Grös- 
sen betrachtet,  sondern  die  Untersuchungen  gelten  für  alle  Dinge, 
welche  den  früher  angegebenen  Grundsätzen  genügten.  So  bald 
aber  von  einer  solchen  Behandlung  der  Einheit  die  Rede  ist,  die 
nur  auf  eine  besondere  Art  von  Grössen  Anwendung  lindet  oder 
bis  jetzt  gefunden  hat,  wird  es  auch  erlaubt  sein,  die  Betrachtung 
auf  diese  Art  von  Grössen  einzuschränken.  Dieses  ist  aber  bei  der 
durch  imaginäre  Zahlen  vorgeschriebenen  Behandlung  der  Einheit 
der  Fall,  die  nur  bei  einer  bcsondern  Art  von  räumlichen  Grössen 
ausführbar  ist. 

§.  28.  Soll  die  Lage  eines  Punktes  A auf  eiuer  unbegrenzt 
gedachten,  geraden  oder  krummen  Linie  bestimmt  werden,  so  dass 
man  den  Punkt  A mit  Bestimmtheit  von  allen  andern  Punkten  die- 
ser Linie  unterscheiden  kann,  so  muss  man  die  Lage  eines  andern 
Punktes  0 dieser  Linie  als  bekannt  voraussetzen.  Ist  dann  die 
geradlinige  oder  krummlinige  Entfernung  OA  gegeben,  so  kann  die 
Lage  des  Punktes  A iin  Allgemeinen  noch  eine  zweifache  sein. 
Um  diese  Zweideutigkeit  aufzuheben,  denke  man  sich  noch  einen 
zweiten  Punkt  M der  Linie  gegeben,  der  eine  grössere  Entfernung 
von  0 als  A hat.  Um  nun  den  Punkt  A zu  erhalten.,  muss  man 
von  0 aus  die  Entfernung  OA  entweder  so  abtragen,  dass  sie  die 
Entfernung  MO  vergrössert  oder  dass  sie  dieselbe  verkleinert.  Im 
ersten  Falle  kann  man  alsdann  die  Entfernung  als  eine  positive, 
im  zweiten  als  eine  negative  Grösse  betrachten.  Bekanntlich  nennt 
inan  diese,  positiv  oder  negativ  gedachte  Entfernung  die  Co  Ordi- 
nate des  Punktes  A.  Eine  Linie,  dereu  Punkte  man  sich  durch 
Coordinaten  bestimmt  denkt,  heisst  eine  Coordinaten  - Achse  und 
mau  unterscheidet  in  ihr  die  positive  und  die  negative  Halbachse. 

Sind  X,  X ' die  Coordinaten  der  Punkte  A und  A\  so  ist  ganz 
allgemein  MA  = MO  + X,  MA  =MO- f-  X';  daher  AA=\« I. 
abs.  {MA  — MA')  = val.  ahs.  (X—  X'). 

Es  seien  O und  ö'  zwei  Anfangspunkte  der  Coordinaten  auf 
derselben  Achse,  X und  X'  die  Coordinaten  von  A in  Bezug  auf 
0 und  0*,  und  es  sei  X0  die  Coordinate  von  0 ' in  Bezug  auf  den 
Anfungspuukt  0.  Setzt  man  voraus,  dass  in  beiden  Systemen  das 
Zeichen  der  Coordinaten  mit  Hülfe  desselben  Punktes  M bestimmt 
sei,  der  also  nicht  zwischen  den  Punkten  0 , 0’.  A liegen  darf,  so 
ist  streng  allgemein  M4  = MO-\-  X,  MA  = MO1  X*  = MO 
■+-  x0  -+-  X';  also  X = X0  4-  X’. 

Um  die  Lage  eines  Punktes  A in  einer  Ebene  zu  bestimmen, 
setzt  man  bekanntlich  die  Lage  zweier  sich  in  demselben  Anfangs- 
punkte 0 rechtwinklig  schneidenden  Coordiuutenachsen  als  bekannt 
voraus.  Denkt  man  sich  alsdann  durch  A zwei  Parallelen  zu  den 
beiden  Achsen  gezogen,  so  ist  di«  Luge  derselben,  also  auch  die 
Lage  ihres  Durchschnittspunktes  A vollkommen  gegeben  und  be- 
stimmt, wenn  man  die  Coordinaten  der  Durchschnitte  dieser  Paral- 
lelen mit  den  beiden  Achsen  kennt.  Diese  beiden  Coordinaten  X 
und  Y nennt  man  bekanntlich  auch  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
des  Punktes  A 

Es  seien  X,  Y ; (X),  (F);  X',  Y die  Coordinaten  eines  Punk- , 
tes  in  Bezug  auf  drei  Coordinatensysteme  mit  parallelen  und  gleich 
gerichteten  Halbachsen,  dereu  Anfangspunkte  0,(0),  0'  sind. 
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(O)  liege  auf  der  Achse  der  X und  seine  Coordinate  in  Bezug  auf 
O sei  X„;  O'  liege  auf  der  Achse  der  ( F)  und  seine  Coordinate 
in  Bezug  auf  (61)  sei  Y0 , so  sind  X„,  F0  die  Coordinuten  von  O’ 
in  Bezug  auf  O.  Es  ist  dann 

X=X0-4-(X),  ( X)  = X' 

| Y=(Y)  (F)=  Y0+Y’ 

daher  _ 

X = x0  -h  X',  Y =r0+r. 

§.  29.  Bcgränzte  Gerade,  die  man  sich  von  einem  und  dem- 
selben Anfangspunkte  aus  in  derselben  Ebene  nach  verschiedenen 
Richtungen  gezogen  denkt,  sollen  Strahlen  genannt  werden.  Ver- 
schiedene Strahlen  können  sich  durch  ihre  verschiedene  absolute 
, Länge  und  auch  durch  ihre  verschiedene  Richtung  unterscheiden. 
Sieht  man  den  Anfangspunkt  der  Strahlen  auch  als  Anfangspunkt 
der  Coordinateu  an,  so  ist  der  Strahl  vollkommen  bestimmt  und 
gegeben,  wenn  die  Coordinaten  seines  Endpunktes  gegeben  sind. 

Sind  , die  Coordinaten  des  Endpunktes  eines  Strahls  in  Bezug 
auf  den  Anfangspunkt  A und  /?,  zieht  man  durch  einen  Punkt  Af, 
dessen  Coordinaten  X„,  Y0  sind,  eine  Gerade  A/A7,  welche  mit 
dem  gegebenen  Strahl  gleiche  Richtung  und  Länge  hat,  so  sind 
die  Coordinaten  des  Punktes  A in  Bezug  auf  ein  durch  M geleg- 
tes, dein  anfänglichen  paralleles  Achsensystem  ebenfalls  A und  B. 
ln  Bezug  auf  das  anfängliche  Achsensystem  selbst  sind  daher  die 
Coordinaten  des  Punktes  A X0  -+-  A,  Y0  -|-  B. 

Für  solche  Strahlen  sollen  folgende  Definitionen  gelten: 

1)  Zwei  Strahlen  sind  gleich,  wenn  sie  gleiche  Längen  haben 
und  von  demselben  Anfangspunkt  nach  derselben  Richtung  laufen, 
wenn  sie  also  identisch  sind. 

H)  Es  seien  OAx  und  0A2  zwei  Strahlen.  Zieht  man  von 
Ax  eine  Gerade  AXA, , welche  mit  dem  Strulil  OA2  gleiche  Rich- 
tung und  Länge  hat,  so  nennt  man  den  Strahl  OA 3 die  Summe  . 
der  Strahlen  ÖAX  und  OA 2 (Str.  OA,z=Str.  OAx  -f-Str.  0A2). 
Zieht  man  von  Ax  eine  Gerade  AxA4i  welche  mit  dem  Strahl  OA2 
gleiche  Länge,  «her  die  entgegengesetzte  Richtung  hat,  so  nennt 
man  den  Strahl  OAx  die  Differenz  der  Strahlen  OAx  und  OA% 
(Str.  \0A4  = Str.  OAx — Str.  0A2). 

Um  die  Summe  zweier  Strahlen  zu  construiren  braucht  mail 
daher  nur  aus  diesen  beiden  Strahlen  das  Parallelogramm  zu  con- 
struiren;  die  durch  0 gehende  Diagonale  desselben  ist  die  Summe. 
Um  die  Differenz  zu  findeu,  muss  man  ein  Parallelogramm  aus  OAx 
und  dem  Entgegengesetzten  von  0A2  construiren;  die  durch  0 
• gehende  Diagonale  desselben  ist  alsdann  die  Differenz. 

Es  muss  nun  noch  gezeigt  werden,  dass  Strahlen  den  in  §.  2. 
aufgestellten  Grundsätzen  genügen,  dass  sie  also  als  Grössen  be- 
trachtet werden  dürfen.  Die  Richtigkeit  von  I)  und  11)  ergiekt 
sich  unmittelbar  und  die  Beweise  der  übrigen  Sätze  sind  einander 
ganz  ähnlich.  Um  z.  B.  zu  zeigen,  dass 

St.  OAx  + (Str.  OA 2 ±Str.  OA ,)=  Str.  OAx- »-Str.  OA2  =fcStr.  OA, , 
bezeichne  man  die  Coordinaten  von  Aly  At,  A%  mit  Yt ; X2y 
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' Y,;  X,,  Yt.  Die  Coordinaten  des  Eodpunktes  des  dem  Strahle 
* OA,  entgegengesetzten  Strahles  sind  dann  X,,  — Y,.  Au»  der 
Erklärung  der  Summe  und  Differenz  zweier  Strahlen  in  Verbindung 
mit  dem  im  Anfänge  dieses  Paragraphen  bewiesenen  Satze  folgt 
dann,  dass  der  Endpunkt  von 

» 

Str.  OJl  -+-(Str.  OA%d bStr.  OAt) 

Str.  OAx-\r  Str.  M,dbStr.  OA% 

. . respective 

die  Coordinaten  X,  -f-  (X2  dz  X,),  Y,  -4-(Y,=fc  Y,) 

• die  Coordinaten  X,+  X,±X„  Y,  -+-  Ya  =fc  Y, 

hat  Die  Endpunkte  der,  durch  die  beiden  in  Rede  stehenden  Aus- 
drücke bezeichneteu  Strahlen  haben  also  gleiche  Coordinaten  oder 
fallen  zusammen;  die  Strahlen  selbst  sind  also  gleich. 

Strahlen,  welche  verschiedene  Richtung  haben,  können  natür- 
lich nicht  mehr  als  einstimmige  Grössen  betrachtet  werden  (§.  10.). 
Strahlen,  welche  dieselbe  Richtung  haben,  genügen  indessen,  wie 
leicht  zu  ersehen,  den  in  §.  10.  aufgestellteu  Grundsätzen  und  dür- 
fen daher  als  einstimmige  Grössen  betrachtet  werden. 

§.  30.  Wird  ein  Strahl  mit  einem  absoluten  Behandlungszei- 
chen  muitiplicirt,  so  ist  das  Product  ein  Strahl,  welcher  mit  dem 
Multiplicanden  dieselbe  Richtuog  hat.  Dieses  iindet  also  nament- 
lich statt,  wenn  der  Multiplicator  eine  absolute  rationale  oder  eine 
irrationale  Zahl  ist,  deren  angenäherte  VVerthe  absolute  Zahlen  sind. 
Wird  ein  Strahh  mit  einer  negativen  Zuhl  muitiplicirt,  so  ist,  wie 
leicht  zu  ersehen,  das  Product  ein  Strahl  in  der  entgegengesetzten 
Richtung  des  Multipiicanden.  Es  muss  nun  zunächst  der  Begriff 
solcher  Behandlungszeichen  entwickelt  werden,  mit  welchen  multi- 
plicirt  der  Strahl  eine  andere  Richtung  erhält. 

Man  denke  sich  um  den  Anfangspunkt  der  Strahlen  mit  einem 
beliebigen  Halbmesser  einen  Kreis  beschrieben,  dessen  Umfang  von 
. der  Richtung  eines  Strahls  Jl  in  einem  bestimmten  Punkt  A0  ge- 
schnitten wird.  Den  Punkt  A0  kann  man  als  den  Anfangspunkt 
der  Bogencoordinaten  auf  dem  Umfange  des  Kreises  ansehen  und 
willkührlick  feststellen,  nach  welcher  Seite  die  positiven  Coordina- 
ten genommen  werden  sollen.  Wird  aber  durch  0 zugleich  ein 
rechtwinkliges  Achsensystem  gelegt,  so  sollen  die  positiven  Bogen» 
coordioaten  nach  der  Seite  liegen,  nach  welcher  man  die  positive 
Halbachse  der  X dreheo  muss,  um  auf  dem  kürzesten  Wege  nach 
der  positiven  Halbachse  der  Y zu  gelangen. 

Die  Richtung  eines  andern  Strahls  ist  alsdann  vollkommen  be- 
stimmt, wenn  man  die  Bogencoordinate  des  Punktes  A kennt,  in 
welchem  der  in  Rede  stehende  Kreisumfang  von  der  Richtung  des 
Strahls  geschnitten  wird.  Die  Coordinate  des  Punktes  A in  Bezug 
auf  A0  ist  aber  gleich  dem  Producte  des  Halbmessers  in  eine  po- 
sitive oder  negative,  rationale  oder  irrationale  Zahl  y . Diese  Zahl 
<p  soll  in  dem  Folgenden  der  beschriebene  Winkel  der  Richtung 
OA  in  Bezug  auf  OA0  genannt  werden.  Es  ist  klar,  dass  der 
beschriebene  Winkel  einer"  Richtung  in  Bezug  auf  eine  andere  un- 
' endlich  viele  von  einander  verschiedene  Werthe  haben  kann. 

Das  Bebandlungszeichen  i soll  anzeigen,  dass  ein  Strahl  bei 
unveränderter  Länge  nach  der  positiven  Seite  der  Bogencoordi- 
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naten  um  einen  Winkel  gedreht  werden  soll,  dessen  Bogen  dein 
Halbmesser  gleich  ist.  Bezeichnet  Ji  einen  beliebigen  Strahl, 
so  bezeichnet  R . e einen  Strahl  von  gleicher  Länge,  welcher  mit 
R den  beschriebenen  Winkel  -f-  1 bildet.  Ist  n eine  absolute 
ganze  Zahl,  so  schreibt  nach  der  Erklärung  der  Potenz  €n  eine  . 
«malige  Wiederholung  der  durch  e angezeigten  Behandlung, 
also  eine  Drehung  des  Strahls  um  den  beschriebenen  Winkel 

JL  r 

+ « vor.  er  z=\Ss  schreibt  eine  Behandlung  der  Eiuheit  vor, 
durch  deren  nnalige  Wiederholung  eine  Drehung  des  Strahls  um 
den  Winkel  -4-  1 entsteht.  Dieser  Bedingung  genügt  unter  andern 

1 

die  Drehung  des  Strahls  um  den  beschriebenen  Winkel  -f-  — und 

r i. 

da  einer  frühem  Bemerkung  zu  Folge  das  Zeichen  \/t  oder  er 
immer  eine  bestimmte  Bedeutung  haben  soll,  so  soll  gerade  diese 

Drehling  des  Strahls  um  den  beschriebenen  W7inkel  -4- durch  das 

JL  r 

Zeichen  €r  oder  {/e  angezeigt  werden.  Nach  der  Definitiou  der 

JÜL  r 

Potenz  schreibt  alsdann  (r  z=z\/en  eine  Drehung  des  Strahls  um 

n 

den  beschriebenen  Winkel  -4-  — vor.  Ist  cp  ciue  irrationale  positive 

Zahl  und  cp  = cp^  -4-  cpx  -f-  <p2  -4-  ....  in  inf.,  so  ist  nach  einer  frühem 
Definition  s'f  ==  «V«  , jy,  , fT«  -4-  in  inf.  schreibt  also  eine  Dre- 
hung des  Strahls  um  deu  Winkel  <jp0"+-yi  “f“ SP»  in  inf.  = cp 

vor.  Das  Zeichen  «V— V',  wo  cp  und  9/  rationale  oder  irrationale 
positive  Zahlen  sind  und  <p — tp  positiv,  0 oder  negativ  sein  kann, 
muss  alsdann  eine  Drehung  des  Strahls  um  den  beschriebenen  Win- 
kel cp  — \p  anzeigen.  Denn  bezeichnet  x eine  solche  Drehung  um 
so  ist  offenbar  x . also,  da  angebhar,  € = 

==  e'Z-V'. 

Ist  also  x eine  beliebige  positive  oder  negative,  rationale  oder 
irrationale  Zahl,  so  ist  tx  ein  Behandlungszeichen , welches  eine 
Drehung  eines  Strahls  um  den  beschriebenen  Winkel  x vorsclireibt. 

Aus  der  Lehre  von  den  Potenzen,  oder  auch  unmittelbar  aus 
dem  eben  hergeleitetcn  Satze  ergiebt  sich  dann  leicht  die  Richtig- 
keit folgender  Sätze: 

1)  £*.€y  = £*+y,  II)  e* : tv  = «*-?,  III)  («*>  = «*•  y . 

§.  31.  In  Bezug  auf  die  §.  5.  angegebene  Eintheilung  der 
Behandlungszeicben  ergeben  sich  für  ex  folgende  Bestimmungen. 

1)  €x  ist  ein  eindeutiges  Behandlungszeichcn. 

Denn  ist  der  Strahl  R = RgJ  fallen  also  beide  Strahlen  zu- 
sammen, so  fallen  diese  Strahlen  auch  noch  zusammen,  wenn  man 
beide  uin  den  Winkel  x dreht.  Die  durch  R.%x  und  /<,  . ex  dar- 
gestellten  Strahlen  fallen  also  zusammen  oder  sind  gleich. 

ID  f x ist  eine  Zahl. 

/t-f-Zt,  ist  die  Diagonale  des  aus  den  Strahlen  R und  R, 
construirten  Parallelogramms.  (R  -f-  Rx)  . tx  erhält  man,  wenn 
man  diese  Diagonale  um  den  Winkel  x dreht.  Denkt  man  sich  das 
ganze  Parallelogramm  mitgedreht,  so  erscheint  (R  -4*  /*,)  . i*  als 
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Diagonale  eines  Parallelogramms,  dessen  Seiten  durch  R.tx,  Rt  .tx 
dargestellt  werden  können.  Man  hat  also  offenbar  (/l-f-  RA  . ex 
= R . fx  -f-  Rx  . €x,  woraus  sich  dann  auch  leicht  (71  — /2,)  . £x 
= R.ex  — Rx  . £x  ergiebt. 

■io  ex  ist  mit  allen  positiven  oder  negativen,  rationalen  oder 
irrationalen  Zahlen  und  auch  mit  ey  gleichartig. 

Ist  R irgend  ein  Strahl  und  a eine  positive,  rationale  oder  ir- 
rationale Zahl , so  haben  R . a . ex  und  R . ex  . a gleiche  Länge. 
Sie  haben  aber  auch  dieselbe  Richtung,  da  die  Richtung  beider  aus 
der  von  R durch  Drehung  um  den  Winkel  x entsteht.  Es  ist  also 
R . a . €x  m R . tx . a. 


R . sx  . ( — a)  und  R . ( — a)  . ex  sind  die  entgegengesetzten 
Strahlen  von  R.ex.a  und  R.a.ex . Da  letztere  gleich  sind,  so 
müssen  auch  erstere  gleich  sein. 

R . ix  . sy  = R . fx+y , R . ev  . ex  = R . Da  nun  x -f-  y 


■=zy-\-x  ist,  so  ist  auch  R . ex  . ey  = R . ev  . ex. 

IV)  ex  ist  immer  ongebbar. 

Denn  jeder  angebbare  Strahl  bleibt  angebbar,  wenn  er  auch 
um  einen  gewissen  Winkel  gedreht  wird. 

§.  32.  Bezeichnet  n eine  positive  oder  eine  negative  ganze 
Zahl,  so  ist  R . f2*7  = R = R . 1,  also,  da  dieses  für  jeden  Werth 
von  R gilt,  f2«71  = 1.  Ferner  ist  = f2 rni  . ==  €x  Da 

R.en’=R. — 1 ist,  so  ist  auch  en  = — 1,  also  auch  e(2«+i).n 

n 

==f2n^+7i==: — 1.  Bezeichnet  man  £2,  d.  h.  die  Drehung  um  einen 


rechten  Winkel  nach  der  positiven  Seite  mit  «*,  so  ist  auch  £ 
= e 2 — i und  ei2M+l)  * 71+2  = — i . Endlich  ist  i*  = £ 2 


~ fT=x+7r 


' 3_?  371 

^=—  1,  (—/)*  = £2  .£2  =£3^  = ~1. 

Bezeichnet  A einen  beliebigen  Strahl,  so  kann  man  jeden  an- 
dern von  demselben  Anfangspunkte  ausgehenden  Strahl  durch  ein 
Product  von  der  Form  A.r.eV  bezeichnen,  wo  r eine  absolute, 
rationale  oder  irrationale  Zahl  und  (p  ein  positiver  oder  negativer 
beschriebener  Winkel  ist.  Die  Zahlen  r . e'f'  und  r'  . £'/■'  sind  im- 
mer, aber  auch  nur  dann  einander  gleich,  wenn  r = r'  und  (p — cp' 
= 2//7T  ist,  wo  n eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  oder  0 
bezeichnet.  Denn  immer,  aber  auch  nur  unter  dieser  Voraussetzung, 
haben  die  durch  A.r.eV  und  A.r'.  er  bezeichneten  Strahlen  glei- 
che absolute  Länge  (A.r  und  A.r)  und  gleiche  Richtung.  Eine 
Zahl  von  der  Form  r . e'f  heisst  eine  imaginäre  Zahl,  sie  wird  eine 
reelle,  wenn  <p  = n . 7r,  wo  n eine  ganze  Zahl  oder  0 ist.  r heisst 
bekanntlich  der  Modulus  von  r.e'f. 

§.  33.  Da  r und  eV  gleichartige  Zahlen  uud  & eine  Potenz 
ist,  so  kann  man  mit  imaginären  Zahlen  gerade  so  rechnen,  wie 
mit  andern  Ausdrücken  von  ähnlicher  Gestalt.  Man  hat  daher 


r . £ V X r . er  x r9 . efr  ....  = rr  V' ....  eW+T' . . . . , 


wenn  r1  angebbar  etc.  etc. 

Die  bekannten  Sätze  über  die  vielförmigen  Wurzeln  lassen 
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sieb  mit  Leichtigkeit  aus  den  aufgestellten  Begriffen  entwickeln. 

n 

x = \tf7~(r.a<P)  bezeichnet  bekanntlich  irgend  eine  der  reellen  oder 
imaginären  Zahlen,  bestimmt  durch  die  Gleichung  zn  = r . t'f. 
Da  x eine  reelle  oder  imaginäre  Zahl  sein  kann,  so  muss 
sein.  Es  wird  dann  aus  obiger  Gleichung  Qn . anXf*  = r . «V.  Diese 
Gleichung  kann  nur  bestehen,  wenn  £”  = r,  mp — 9 = 2vji  ist, 

n 2wT  V . . n 

woraus  Q = \/r , tp  = — folgt.  Hieraus  ergiebt  sich 

“ n Wn  + V 

z=l/r.e  n , welcher  Ausdruck,  da  man  für  v jede  positive  oder 
negative  ganze  Zahl,  so  wie  auch  0 setzen  kann,  bekanntlich  n 
von  einander  verschiedene  Werthe  haben  kann. 

§.  34.  Die  imaginären  Zahlen  lassen  sich  noch  unter  einer 
andern,  bemerkenswerthen  Form  darstellen.  Es  sei  A derjenige 
Strahl,  welcher  als  Einheit  aller  andern  von  demselben  Anfangs- 
punkte ausgehenden  betrachtet  werden  soll.  Man  lasse  die  positive 
Halbachse  der  X mit  der  Richtung  dieses  Strahls  zusammenfallen 
und  bestimme  die  Richtung  der  positiven  Halbachse  der  Y nach  der 
in  §.  30.  gemachten  Bemerkung.  Ist  nun  R = A . ra'f'  irgend  ein 
-anderer  Strahl,  so  kann  man  die  Coordinaten  des  Endpunktes  des- 
selben oder  die  Projectionen  desselben  auf  die  Achse  der  X und  Y 
durch  A.ac  und  A.y  bezeichnen,  wo  a:  und  y positive  oder  ne- 
gative, rationale  oder  irrationale  Zahlen  sind.  Diese  Projectionen 
kann  man  aber  ebenfalls  als  Strahlen  betrachten  und  als  Producte 
von  A in  imaginäre  Zahlen  darstellen.  Es  ist  einleuchtend,  dass 

ganz  allgemein  die  Projection  auf  die  Achse  der  X==  A . ar;  die 

n 

auf  die  Achse  der  Y = A . y . £ 2 z=zA.y.i  sein  muss.  Da  aber 
R die  Summe  seiner  als  Strahlen  gedachten  Projectionen  sein  muss, 
so  ist  A . r&  =zA,a:-\-A.yi=zA.(a:-\-y.  #). 

Ist  nun  A angebbar,  so  folgt  hieraus  reV  = x -fr-  y • *.  Denn 
da  ar-+-y.i  als  Summe  zweier  imaginären  Zahlen,  wie  leicht  zu 
beweisen,  wieder  eine  imaginäre  Zahl  r' . t'l'  sein  muss,  so  kann 
man  obige  Gleichung  auch  schreiben  A . ri?  = A . raV.  Dieses  ist 
aber  nur  dann  möglich,  wenn  A.r=:A.rf  also  r = r'  und  9 — 9' 
= 2v7t  oder  daher  raV  z=z  r'af1'  ist. 

Da  dem  Frühem  gemäss  P = — I ist,  so  kann  man  auch 

« = 1/ — l setzen,  wenn  man  bestimmt,  dass  \/ — 1 gerade  die 
n n in 

Zahl  # = «2  Und  nicht  — * = e 2=:e2  bedeuten  soll. 

Bekanntlich  sind  diejenigen  positiven  und  negativen,  ratio-  * 
nalen  oder  irrationalen  Zahlen,,  mit  denen  man  die  absolute  Länge 
eines  Strahls  multipliciren  muss,  um  seine  Projectionen  auf  die 
Achse  der  X und  Y zu  erhalten,  unabhängig  von  der  Länge  des 
Strahls  und  allein  abhängig  von  seinem  beschriebenen  Winkel  9. 
Man  bezeichnet  sie  deshalb  mit  Cos  9 und  Sin  9.  Man  hat  also 

1 

A,a r = (val.  abs.  Äj.Cos  9 A.y=z(v al.  abs.  /2) . Sin  9 

=r^.r.Cos  9 z=A.r  Sin  9 

oder 

r 

^ = r. Cos  9 y = r . Sin  9. 


1 


y 


I 
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Es  ist  daher 

rtV  = r(Cos  Sin  gp). 

Mit  diesen  Ausdrücken  kann  man,  wie  aus  dem  Frühem  erhel- 
let, ebenso  rechnen,  als  wenn  i irgend  eine  reelle  Zahl  wäre,  nur 
muss  man  der  Bedeutung  von  i gemäss  #*  = — 1 setzen. 

Aus  der  Gleichung  or-f- *.  y = #.  y7  folgt,  wenn  A irgend 

einen  Strahl  bezeichnet,  A , (or  -f-  i . y)  =r  A . (a? -f-  i . y').  Die 
durch  diese  Ausdrücke  bezeichneten  Strahlen  sind  aber  nur  dann 
gleich,  wenn  die  Coordinaten  ihrer  Endpunkte  gleich  sind,  d.  h. 
wenn  A . a:  z=  A . A ,yz=zA  .y'  oder  je  = .r',  y=y'  ist.  Es 
ist  hierbei  vorausgesetzt,  dass  xy  y,  y reelle  Zahlen  sind,  indem 
sonst  nicht  A.<vs  A.af,  A.y , A . i/  die  Bedeutung  von  Coordi- 
naten haben  könnten.  Es  ist  also  namentlich,  wenn  (^r+  y . i) 
= r.(Cos  y-F-i  Sin  gp),  auch  aczzzr  Cos  gp,  y = r Sin  <p. 

§.  35.  Von  den  vielfachen  Anwendungen  der  obigen  Betrach- 
tungen möge  hier  nur  die  allgemeine  Herleitung  der  Formeln  für 
Cos  (gp  -f-  cp')  und  Sin  (gp -f- gp')  eine  Stelle  finden.  Es  seien  A,  R,  R! 
drei  Strahleu  von  gleicher  absoluter  Länge;  der  beschriebene  Win- 
kel von  R in  Bezug  auf  A sei  gp,  der  von  R'  in  Bezug  auf  R sei 
gp'  und  der  von  R!  in  Bezug  auf  A sei  tp.  Es  ist  dann  nach  der 
in  §.  28.  hergeleiteten  Formel  tf>  = gp  •+•  gp'.  Aus  den  früher  ent- 
wickelten Begriffen  ergiebt  sich  aber 

R = A.tV,  R'zrzA.tV,  R’z=zR.eT=:A. tV.tr, 

* % 

also 

^A.tVz=zA.tV.tV  ' 

oder 

&==&.  tr. 

Nun  ist  aber 

«V'rrrCos  ip  -+-  $ Sin  ip 
tV  = Cos  gp  — f—  • Sin  (p 
tV  = Cos  gp'-H*  Sin  gp'. 

Daher 

Cos  ip-bi  Sin  t/>  = (Cos  gpr-f-i  Sin  gp).(Cos  Sin  gp') 

===  Cosgp.Cosgp' — Siny.SiDy'-f-f  .(SingpCosy'-f-Singp'Cosg?)  • 

also 

Cos  ip  = Cos  (gp  gp')  = Cos  gp . Cos  gp'  — Sin  gp . Sin  gp' 

Sin  ip  = Sin  (y  -b  V’)  = Sin  gp . Cos  gp'  -b  Sin  gp' . Cos  gp. 
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lieber  gewisse  merkwürdige  Reihen. 

Von  dem 

« 

Herrn  Professor  Dr.  Hessel 

in  Marburg. 


§ 1* 

Es  giebt  eine  Art  von  Reiben,  welche  die  merkwürdige  Eigen- 
schaft haben,  die  folgende  Zusammenstellung  veranschaulicht: 

1)  Berücksichtigte  Reihe  . . . . A,  /?,  C,  Dy  E,  F ... .. 

U)  Reibe  der  ersten  Differenzen  °)  ....  0,  £,  c,  d,  e .... 

III)  Reihe  der  zweiten  Differenzen04)  . ...  B,  C , D,  E .... 

IV)  Reihe  der  dritten  Differenzen  . . . . 6,  c,  d .... 

u.  s.  w.  u.  s.  w. 

d.  b.  es  stimmen  die  Reihen  I,  111,  V,  VII....  (2 P — 1)  ....  hin- 
sichtlich ihrer  siimmtlichen  Gliedert,  B,  Cy  Df  E ....  mit' einan- 
der überein,  wahrend  eine  ebensolche  Uebereinstirnmung  stattfin- 
det bei  den  Reihen  11,  IV,  VI ... . (2 P)  ....  hinsichtlich  der  sämmt- 
lieben  Glieder  a,  by  r,  d. . . .;  indem,  wenn  man  allgemein  die  Dif- 
ferenz zwischen  dem  zweiten  und  ersten  Gliede  der  Qten  Reihe  als 
erstes  Glied  der  (Q+l)ten  Reihe  ansieht,  das  fite  Glied  der  #teu 
Reihe  dem  (»-f-l)ten  Gliede  der  (Q  — 2)ten  Reihe  gleich  ist,  so, 
dass  in  obiger  Darstellung  einerseits  die  gleichen  Glieder  der  Rei- 
hen I,  111,  V....(2 P — 1)  und  andererseits  ebenso  die  gleichen 
Glieder  der  Reihen  11,  IV,  VI . . . . (2/*)  lothrecht  unter  einan- 
der stehen. 


§•  2. 


Bezeichnet  man  das  nte  Glied  der  Isten  Reihe  mit 

II 


ebenso  das  #»te  Glied  der  Ilten  Reihe  mit 


der  Qten  Reihe  mit 


“0- 


(«)• 


“0 


und 

und  das  nie  Glied 


und  die  Summe  der  Glieder  der  Isten  Reihe 


*)  B — A = a,  C—  B = b,  D — Csszc  u.  s.  w. 
*')  b — a = /?,  c — btt=Ct  d — c — D u.  s.  w. 
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vom  lsten  bis  zum  isten  Gliede  einschliesslich  mit  m , und  ebenso 
die  Summe  der  Glieder  der  Uten  Reihe  vom  lsten  bis  zum  *»ten 
einschliesslich  mit  12  1 , so  ist: 


* (i> 

■»  (;)-(ü=0 

11  0 - (i,) = (“) 

J|  (?) + (?) = (L) 

I /II  /v  II 
4)  2 -f*  I « — a 1 r=r  a . 

Sucht  man  aus  2)  die  Grösse  ^a  | und  setzt  ihren  Werth  in  1), 


so  hat  man 


also 


I I II  I 
a — a = a — ce, 

n n — 1 n n 


(II\  / / 

u I = 2a  — a 

n / n n— 1 


und  da  aus  1),  wenn  man  statt  n setzt  *»+l,  gefunden  wird: 


II  I I 

az=u  — a, 

n n-4-1  n 


so  ist,  wenn  dieser  Werth  in  5)  gesetzt  wird: 


so  dass 


oder 


oder 


/ / / / 
2a  — a = a — a, 

n n — 1 n-t-1  » 


III 
3 a = a -f-  a 

n n-f-1  n — 1 


III  I II 

a =3 a — a und  a =3a  — a , 

n— 1 n *+1  n «—1 


Digitized  by  Google 


r 


289 


d.  h. 


III  III 

7)  a — 3a  — a und  8)  a = 3a  — a. 

n x+1  «4-2  n n — 1 n — 2 


' Sucht  man  ebenso  aus  1)  die  Grösse  ^ o ^ 
in  2),  so  bat  man: 


oder 


und  setzt  den  Werth 


II 

II 

II 

/ 

u 

— a 

= a 

- a 

n 

fi— 

l «- 

-l  «-1 

0 

I 

II 

II 

») 

a = a - 

- 2a, 

/ 

»-1 

n 

fi— l 

* 

aus  2), 

wenn  man 

statt 

7i  setzt  n — 1 , 

I II  II 
a z=a  — a, 
«—1  ' «—1  «—2 


so  ist,  wenn  dieser  Werth  in  9)  gesetzt. wird: 


also 


II  II  II  II 

a — a = a — 2a, 

n — 1 11 — 2 n n — 1 


II  II  II 

10)  a = 3a  — a 

* n — 1 n — 2 


und 


II  II  II  II  . II  II 

a = 3a  — a oder  11)  a = 3a  — a 

«— 2 n — 1 n n «4-1  n+2 


und 


II  *11  II  N II  *11  II  V 

a =|(  a + a ) oder  12)  a = £(  a 4-a  ). 

, «— 1 V»  n — 2*  n ' x \.fH-l  n—\y 

Es  ist  sonach,  gemäss  6)  und  12),  sowohl  für  I.  als  If.  jedes 
Glied  einer  derartigen  Reihe  der  dritte  Theil  der  Summe  aus  dem 
nächstvorhergehenden  und  dem  nächstfolgenden  Gliede: 


a 

n 


}(<*  -f-« 

Vn— 1 «4-1  J 


oder  man  findet,  gemäss  7)  und  8)  oder  10)  und  11),  für  jede  solche 
Reihe,  jedes  beliebige  Glied  aus  den  beiden  ihm  vorhergehenden 
oder  aus  den  beiden  ihm  folgenden  Gliedern  dadurch,  dass  man 
von  dem  3fachen  des  näheren  dieser  beiden  Glieder  das  ferner  lie- 
gende subtrahirt,  d.  h.  man  mag  in  einer  solchen  Reihe  die  Glie- 
der vorwärts  oder  rückwärts  zählen,  so  ist 


in  I. 
und  in  II. 


a = 3a  — a = 3a  — a. 

n fl— 1 »— 2 fl -4-1  »4-2 


Theil  V. 


19 
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§.  3. 

Wenn  also  in  irgend  einer  der  Reiben  1.  oder  N.  zwei  unmit* 
telbar  nach  einander  folgende  Glieder  gegeben  sind,  so  findet  man 
das  nächste  höhere  Glied  dadurch,  dass  man  von  dem  Dreifachen 
des  grösseren  gegebenen  Gliedes  das  kleinere  gegebene  Glied  ab« 
zieht,  während  mau  das  nächste  niedrigere  Glied  findet,  wenn  man 
von  dem  Dreifachen  des  kleineren  gegebenen  Gliedes  das  grössere 
gegebene  Glied  subtrahirt. 

Man  kann  also  sehr  leicht  die  Glieder  jeder  solchen  Reihe  der 
Ordnung  nach  bilden,  sowohl  wenn  man  vorwärts,  als  wenn  man 
rückwärts  in  der  Reihe  fortschreiten  will. 


§.  * 

» ^ 

Noch  bequemer  aber  ist  es,  die  Glieder  der  zusammengehörigen 

Reihen  1.  und  11.  abwechselnd  zu  entwickeln,  indem  man  die  Glei- 

- MM 

chungen  1)  und  2)  abwechselnd  benutzt.  Sind  also  z.  B.  a und  u 

1 2 

gegeben,  so  ist: 


UM  1 j 

aus  1)  a = ce  — « / 

1 2 l \ 

MI  II  I / 

aus  2)  a==  « + al 
, 2 1 2 / 

» 

« 

daraus  bat  man 

/ 

' * « 

* 

I I II 

aus  1)  a 

3 2 2- 

II  . II  I 
aus  2).  a = a •+•  a 
3 2 3 

• r 

* 

, % 

/ I . II 

aus  1)  u=za-\-  u 

4 3.3 

II  II  I 

aus  2)  « = a-|-a 

4 3 4 

* u.  ■/  w.  ' 

r 

% » * 

U.  B.  W. 

/ 
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Ebenso  bat  man  allgemein 


/ 

//  II  I 

a = a -f-  a 
n— 1 n — 3 n— 1 

* 

» 

/ / // 

« = a + « 

n n — 1 «—1 

II  II  I 

a = a + u 
n » — 1 n 

• 

. ■ 

I I II 

Ct  - Ct  + OL 

n-+l  » n 

, II  II  I 

a — « +- « 
0+1  n «+-1 

U.  8.  W. 

S 

1 

U.  8.  W. 

§.  5. 

Als  Beispiel  möge  folgende  Zusammenstellung  von  Reihen  I., 
II.,  III.  dienen,  wobei  in  1.  und  II.  jedem  Gliede  unten  die  ihm  ge- 
bübrende  Ordnungszahl  n beigefügt  ist,  die  der  getroffenen  Wahl 
des  ersten  Gliedes  in  I.  entspricht. 


- I. 

22 

—2 

9 5\  6 

—1  0 \1 

13 

2 

33 

3 

86  225 

4 5 

589 

6 

• • • • 

11. 

•13  — 4 1 \ 

-2  -1  C N 

7 

20 

2 

53 

3 

139 

4 

364 

5 * 

953  ... . 
6 

111. 

22 

9 5 6 

\“ 

33 

« 

86 

225 

589 

• • • • 

Hier  ist 


nach  Gleichung 


\ 


4 


«/ 


. 589  — 225  = 364 
. 953  — 364  = 589 

• , 6 •+■  p + 20  -t-  53  -t- 139  ■+•  364]  = 589 


wenn  22 


=0 


gesetzt  wird,  hat  man  ebensoi 


22  -+-  [—  13  — 4 -4- 1 + 7 -+-  20]  = 33 
[6  -t- 13  4-  33  + 86  + 225]  — 6 + 7 = 364 


wenn  9 


=0 


gesetzt  wird,  hat  man  ebenso 


[9+5  + 6-4-13 -+-33-4-86] — 9— f-(— 4)rzr  139 

19* 
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§•  6. 

Was  die  allgemeine  Form  solcher-  Reihen  wie  I.  und  II.  an- 
langt, so  hat  man,  wenn  der  Kürze  wegen  (9=  A und  ^ aj 

r=za  gesetzt  und  jedem  Gliede  die  Ordnungszahl  (j»)  unten  beige- 
Fügt  wird,  folgende  Zusammenstellung: 

, A (J  + o)  {2A  -f-  3*)  (5^-*- 8«)  (13^-|-21«) .... 

Im  I 2 3 4 5 


II. 


a 

1 


(A-+-2a)  (ßA  -f-  5a)  (8.^  + 13«)  

2 3 4 


Bei  der  Verlängerung  nach  rückwärts  erhält  man  ebenso: 

....(34,4  — 21«)  (13^/  — Sa)  ißA  — Za)  (2A  — a)\  A L 

— 3 —2  — 1 0 \l 

....(13*  — 2\A)  (5 a — SA)  (2a— ßA)  {a—A)\  «....II. 

— 3 — 2 — l 0 \l 


§•  7* 


Setzt  man  in  dieser  allgemeinen  Form  oder  ^ 

oder  « = 0,  so  bat  man 

Reibe  1 5 2\  1 I 2 5 13  34  89  . 

Ordnungszahl  — 1 0 \l  2 3 4 5 6 7 


= I und 


Reibe  II.  . . . 
Ordnungszahl 


3 

3 


3 

4 


21 

5 


55 

6 


und  es  bietet  die  Reihe  I.  die  Coefficienten  für  A in  §.  6.  I.  und  die 
Reihe  II.  jene  für  a in  §.  6.  I.  dar. 


§.  8. 


Umgekehrt,  wenn  man  in  §.  6.  A=z  0 und  » = 1 setzt,  so 
hat  man: 


I ....—8  —3  — 1\  0 1 3 8 21  55.... 

—2  —1  0 \ 1 2 i 4 5 6 

II  ....  5 2 1 \l  2 5 13  34  .... 

-2  —1  0 \l  2 3 4 5 

und  es  bietet  die  Reihe  I.  die  Coefficienten  dar  Für  A in  §.  6.  II., 
und  die  Reihe  II.  ist  jene  der  Coefficienten  Für  a in  §.  6.  II. 


t 
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*9. 

— ♦ • 

Setzt  man  A 1 und  a =:  3,  so  bat  man  nach  §.  6.  folgende 
wichtige  Reiben,  von  welchen  wir  später  Gebrauch  machen  werden. 

, ..,.-11  -4  -1\  1 4 11  29  76  199  521.... 

—2—1  0 \ 1 2 t 4 5 0 7 

— — { \ .■■■■■■■■■.  ■ • 

H.  ....  7 3 2 \3  7 18  47  123  322 .... 

I —2—1,  0 \ 1 2 3 4 3 C 

§.  10. 

t * 

Obgleich  in  §.  2.,  §.  3.  und  §.  4.  die  Bildung  der  Glieder  einer 
solchen  Reihe  der  Ordnung  nach  gezeigt  wurde,  so  ist  es  doch  nö- 
thijt,  eineu  Ausdruck  für  das  allgemeine  (/*te)  Glied  einer  solchen 
Reihe  zu  haben.  Dieser  ist  gefunden,  sobald  man  für  die  in  §.  7. 
(uod  §.  8. ) durgestellten  Reihen  der  Coeflicienten  für  1.  und  II.  in 
}.  6.  die  Ausdrücke  für  das  ute  Glied  gefunden  hat.  Die  Reihen 

7.  (und  §.  8.)  stimmen  aber  überein  mit  Reiben.,  die  man  in  fol- 
gender Art  findet.' 


§.  11. 

Es  ist  bekannt.,  dass  die  für  die  Lehre  vom  regelmässigen 
Fünfeck  und  für  die  davon  abhängenden  Körperformeu  wichtige 

Grösse  folgende  Reihe  von  Potenzen  darbietet: 


Ordnungszahl 

12  3 4 

Potenz 

44/5-1),  |(3 -1/5),  4(24/5-4),  4(7-3 /'S), 

Ordnungszahl 

5 6 7 8 

Potenz 

4(51/5-11), 4(18-8v/5),  4(134/5-29), 4(47-24/5), 

Ordnungszahl 


9 


10 


Potenz 


4(341/5  — 56),  4(123  — 551/5); 


und  dass,  wenn  man  diese  Reihe  von  Potenzen  nach  rückwärts, 
über  die  erste  hinaus,  fortsetzt,  man  folgende  Glieder  erhält: 


Ordnungszahl 

0 

1 

H* 
, 1 

1 

W 

Potenz 

4(2±0\/5),  4(1/5+ 1),  4(3  + l/5),  4(2\/5  + 4), 

- 

Ordnungszahl  | — 4 

Potenz  1 4(7  -+-  3^/5) ; 
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so  dass  alle  Potenzen  von  £(V/5 — 1),  welche  ungerade  Exponen- 
ten haben,  die  Form  £(.#1/5  — y),  und  alle,  welche  gerade  Expo- 
nenten haben,  die  Form  £(w  — t>j/5)  darbieten. 

Betrachten  wir  die  Reihen  der  Werthe  von  x und  v , welches 
die  Coefficienten  von  £/5  in  vorstehender  Entwickelung  sind,  so 
finden  wir: 


Werthe 
von  x 


34  13  5 2 1 


Exponent  J _lt  _7_5_3_i 

der  Potenz 


Werthe 
von  v 


J....  —21  —8  —3  —1  0 

-4  —2  0 


®xI,“n*Dt  !••••  -8-6 

der  Potenz  1 


1 2 5 13  34  89....  I. 
135  7 9 11  .... 

1 3 8 21  55....  II. 

\ 

2 4 0 8 10 


Ebenso  findet  man  für  y und  für  u folgende  Reihen: 

Werthe 
von  y 

Exponent 
der  Potenz 

Werthe 
vou  u 

Exponent  j . _6  _4  _2  0 
der  Potenz 


2 4 6 8 10 


J....  —29  —11  —4  —1 

1 

4 

11  29  56 

199 

I. 

[....  —7  —5  —3  —1 

1 

3 

5 7 9 

11  .... 

j....  18  7 32 

3 

7 

18  47 

123  ... . 

9 

ll 

§.  12. 

Setzen  wir  1/5  = y,  so  haben  wir,  wenn  n irgend  eine  ganze 
Zahl  bedeutet  und  p irgend  eine  andere  ganze  Zahl  ist,  die  zwi- 
schen 1 und  n liegt: 

(y — l)2*—1  zps  yZn-z  \ y — „ (2 n — 1 )y**—2 

. (2*-l)(2»-2)  1 (2tt-l)(2*-2)(2rc-3) 

H TTä 


1.2.3 


•.  y2n~' 4 


(2w— l).w(2rt— 4) 

1 Ml«  4 


(2/t — l)....(2/t  — 5)  „ .. 

rr* •f*’“* 


y2n-(2^2)l 


(2n— 1)w.(2ct— (2y-f-l)> 

1 ....  (2/>-f-l)  .y*»~VP+V 


(2^z — 1) — (2tz — (2/>— 2)) 
1 ....(2» — 2) 


2*  I _ 


(2tt— 1 )....(2»— (2»— 1))  in 

l....(2n — J)  ^ 


\ 


/ 
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« 

Es  wird  also,  wenn  man  berücksichtigt,  dass 

q'Hn—  (p-H))  zzz  5«— (jtn-Dj 

und  wenn  man  die  Werthe  von  x,  welche  zur  1,3,5....  (2 n — l)ten 
Potenz  gehören,  mit  x^ , x9,  xt  ....  Xh  bezeichnet}  der  allge- 
meine Werth  für  x gefunden,  als: 


13)  x„  = [5»-J  -+- 5"-s -+- (2”  5— 3 ... . 

1 • 2 1 «•••4 


(2n—  l)(2n— 2).,.-(2n—2p)  K»-(p-hl) 

' 1.2.. ..2 p 


(2 n — 1)  {2n — 2) ....  (2  n — (2n — 2)) 


. 5«-«] : 22*-2 


* T ,1.2....  (2n  — 2)  . 

io  dass,  wenn  man  den  Coefficienten  — “1 

Vm  1 • Ar  • 3 7/t  J 

der  »ten  Potenz  eines  Binomiums  durch  den  Ausdruck  0 be- 
zeichnet, die  Gleichung  gilt: 

14)  xn  = [5«— 1 -+•  C~'  5«-2 

2‘  *i 

2 n — 1 2 n — 1 . 2 n — 1 

C . C . C . 5"-«] : 

4 2 p 2(» — 1) 

Zugleich  ergiebt  sich: 

2n— 1 2» — 1 2n— 1 

15)  yn  = [C  . 5«-*.... 

115 

i * > 

. 2«— I In— 1 

-4-  C . 5"  -ü»+i) -4-  C . 5 *-*J ; 2*«-*. 

2/;-4-l  2n— 1 


. $ 13. 

Andererseits  ist 

i 

— 1)2»  = y2»  __  2»  . 72/l~2  . q 
2n(2n~l)  _ 2^-1)  (2^-2) 

^ 1.2  * 1.2.3  7 


2«(2«— 1)  (2» — 2)  (2n — 3)  _ 

1.2.3. 4 ** 


2^^1)  . ^ ~J)^  q 


1.2. ...5 
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2tt(2tt-l)....(2»-(2p-l))  _ 2n(2n-l)....(tn-2p)  , 

T 1.2. ...2;»  q 1 . 2 ....  (2/>-+- 1)  ** 


2g?(2w— l)....(2^—(2w— 3))  ?)  2^(2»— l)....(2w— (2n— 2)) 

1 .2....(2i> — 2)  r 1 .2.. ..(2m — 1)  y 

2»(2»  — 1 ) . . . . (2n —(2n  — 1))  . ^ >■ 

1.2. ^.2»  • 


Bezeichnet  also  vn  den  Werth  von  vt  welcher  zur  2/iten  Potenz 
von  \/5  — 1 gehört,  so  ist 

4 

* 2 Ti  2 n 2 n 

16)  Vn  = [C  . 5»- i-t-C.  5”-*-+-C. 

l > . i 

I 

4-5?  . 5»-<P+i) . . . . 4- ??  . 5«-»J:22«-». 

2/>-i-l  2n — l 

Während,  wenn  un  den  Werth  von  u bezeichnet,  der  zur  2/»ten 
Potenz  gehört,  dieser  Werth  gefunden  wird  als 

( t 

17)  v„  — (5» -+-  C . 5"-i -+-  C . 5»-2 -+-  C . 

2 4 6 

9 # 

► 2 n 2 n 

; 4-  C . 5«-? 4-  C . 5"—*]  : 

2/1  2 * ' 


14. 

Sollen  nun  wirklich  die  Reihen  der  Werthe  von  a:  und  von  v 
(in  §.  11.)  den  Reihen  der  Coefficienten  von  A und  von  a in  §.  6. 
entsprechen  und  nicht  etwa  bloss  zufällig  innerhalb  gewisser  Grän- 
zen damit  übereinstimmen,  so  muss  allgemein  nach  1)  a?n-\-\  — &n 
= vn  und  nach  2)  vn-\-\  — v„  = a:n  sein.  (Vergleiche  oben  in  §.2. 
die  Gleichungen  1.  und  2.). 

Es  ist  aber,  wenn  ~ , 

(n  — l\2n-l 

2 J *(#"9  Vn) 

* ^ . * 1 

ist,  auch 

= +!y*  -+-  \*n)g  — (i^’yn  1 

• » 

so  dass 

Xn-¥\  = \&n</3  4“  \&n  4-  \Vn  = {&»  4“  + i f/n 

= !•*»  + \Vny 
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weqbalb 


d.  b. 


•**«-1-1  Xn ({X„  -f-  iyn) — Xn i(xn  ~f-  f/n),  ‘ 


$ * (22«— 2) 


* 2 n—i  2«-1 

5n  1 4-  C . 5*-2-f-  C . 5«-3 

2 * 4 

2«— 1 2n— 1 

4-  C . -j-  C . 5"—* 

2 P in— 2 

2/1—1  2n — 1 2/i—l 

-4-  tf  . 5»-J+r,5»~HC.  5«-».... 

1 3 -5 

• 2n— 1 2/i — 1 

■+■  C -.  5*-0h-i) -f-  C . 5«-» 

2^+1  2/1—1 

f*  r 

, * 

so  dass  aus  der  allgemein  bekannten  Eigenschaft  der  Binomial- 

2n— 1 * in— 1 in 

Coefficienten,  gemäss  welcher  C -J-  C = C ist,  folgt: 

2 p ip+i  ip+i 


Xn+ 1 


1 2»  2«  2n  . 

— Xn  = C' . 5*— 2 -4-  C . .... 

£ 1 ' 3 -5 


. ' 2/»  in 

-+-  C . 5«-C/H-i)  4-  c . 5*-«| 
. , . . 2//-+-1  • 2/1—1 

und  es  ist  hiernach  bewiesen,  dass  allgemein 

* 4 

• ' ■ * . . • 

. Xn+l  — Xn  = Vn 

\ 

ist.  Ebenso  lässt  sich  der  Beweis  führen,  dass  allgemein  gültig 


tf/i-M  — Vn  = Xn 


ist. 


*.  15. 


% 


Da  nun,  wenn  wir  für  die  Coefficienten  von  A und  a die  Zäh- 
lungsweise der  Glieder  von  §.  6.  und  §.  7.  beibehalten. 


und 


7 7 

18)  xn  = « (in  §.  7.)  also  a = xn-x 

B+l  ■»  n 


//,.  , 77. 

19)  r»  = ce  (in  §.  7.)  also  a = vn-u 

/i+l  n 


M 

so  ist  das  nte  Glied  in  der  Reihe  §.  6.  L,  welches  A heissen 
möge: 

7 

20)  A = Xn- 1 . A 4-  Vn- 1 «. «, 
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\ * 

während  ebenso  das  nte  Glied  in  der  Reibe  6.  11.)  welches  durch 
11 

A bezeichnet  werden  möge: 


// 


21)  N = Vn-  1 • A 4“  &n  • 


ist ; mithin 


/ 2n — 3 2n — 3 

22)  A=sJl&-*q-C.  C.  5"-*.... 

2 4 

2n— 3 2«-4 

4-  c . 5*-(p+*) 4-  ^ . 5«-«]  : 22rt-4 

2^  2n — 4 

2(n — 1)  2(« — 1)  2(» — 1) 

-|-  a[C  . 5«-2  4-  C . 5«-»  -+-  67  . 5"-* 

1 3 5 

2(» — 1)  2(» — 1) 

-+-  C . 5»-(^+2) -+-  <7  . 5»— "J. : 2»^-* 

2^4-1  2/i—S 

: Ul«*  t : ’•  j-  -?  •••;.'  ) • - • i 

11  2(n— 1)  2(»— 1)  2(«-l) 

23)  iV=  ^[C  . 5"-2  -+•  C . 5”— > -f-  C . 5»-* 

13  5 


’ ^ 


2(n— 1>  > 20—1)  'S.  — ^ „ 

4-  (7  . 5«-0+2) . . . . + C . 5«-*l  : 2*«-* 

2/M-l  2« — 3 

• . 2« — 1 2/1—1 

4-  a[  5»-*  4-  £ . 5*-2  4-  C . 5«-» 

2 4 

2« — 1 - 2n — 1 

4-  C . 5”— 0+1) . . . . 4-  C . 5"—«]  : 22"-8 

2/>  2/t—l 

Es  sind  sonach  die  allgemeinen  Glieder  in  der  gemeinschaftli- 
chen Form  (§.  6.)  der  fraglichen  Reihen  1.  und  II.  gefunden. 


§.  16. 


Aus  den  Gleichungen  4)  und  3)  folgt: 


1 11  sll  /-s 

24)  2 = a — ( a — a ) 

n n \.i  l y 

11  1 l 

25)  2 = a — a, 

n n+1  1 


II  I 9 

so  dass,  wenn  a=a  ist,  sich  ergiebt: 

l i 


1 11  11  1 1 

24,1)  2 — a und  25,1)  2 = a — o, 

n n n n+1  I 


I 

oder  wenn  der  Werth  a = 0 ist; 

l 
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/ //  //  //  / 

24,2)  2 =z  u — u und  25,2)  2 = a. 

n n 1 n fi«4- 1 


So  ist  z.  B.  für  die  Reihen 


Dach 

Dach 


I)  1 2 5 13  34 

II)  1 3 8 21 

24,1)  1+2  + 5-4-13  =21 


„ 25,1)  1+3  + 8 + 21  =34  — 1=33 

\ * 

und  bei  deo  Reiben 


ist  nach 


und  nach 


I)  0 1 3 8 21  55  144 

II)  1 2 5 13  34  89 

24.2)  0-f-l-f-3-h  8-+- 21  «4- 55  = 89  — 1 

25.2)  1-4-2-4-5-4-134-344-89  = 144. 


% §.  17. 

Nach  der  Gleichung  3)  ist : 


/ 

« 

n 

/ 


/ 

u 

l 

I 


« — a 
n—l  I 

/ / 
a = a 

fi — 2 l 


// 

v 

n—l 

// 

v 

n— 2 

// 

v 

4M 

n—l 


/ 

a : 

n — (n— 2J  1 
/ / 
a = a 
n— (ft— 1)  1 


a Jm 


II 

v 

4M 

«•-(«-!) 


Hieraus  folgt  durch  Addition,  da  + « =.«?  ist,  für 

/ D n n — 1 «— 2 n— (n— 1)  n 

^ der  folgende  Werth: 

* * 

/ / r7/  //  w i 

26)  JS  = » . a -H  I 

n i L 1 2 3 «-i  J 


» t 
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Weise  erhält  iaa 
4)  iea  Werth 


inrci  Anwendung  der  Glei- 


//  ///  /\  f"/  / / 

TT)  J = m a — ct  I -f-  I ^ -f-  ^ -f-  ^ 
* *1  II  Li  2-1 


;] 


oder 


#-  IS. 

2ßi  folst.  wew  «aa  sremäss  V secit  ^ .f/  /7/  A 

« — I a — a 1: 

* * \l  1/ 

//  //  / *-/7  11  ii 

. i L,  s , -«"IJ 

ii  / r//  ii  ii  j. 

-a=r..a+  J + 2+v  Jl 

•*  1 l Li  2 l mj 


II 
a 

»4-1 


«ad  ebenso  folgt  a*<  TT),  wenn  man  gemäss  4)  setzt  ^ 7 7 

*“  »+i  i 

a)  L"Hr?)+[f+f+f  - 

Es  gilt  daher  x.  B.  fSr  die  in  f.  8.  dargestellte«,  Reihen , für  we[. 
ehe  o = 0 and  o=l  ist  die  »erkwürdisre  Eigenschaft: 


77  1 

fll  II  II 

a = 1 -f- 

»4-1  1 

L 1 2 3 

r iii 

a = n -f-  I 

»4-1 

L * , 

:] 


§.  19. 


\ W18sen  wir>  dass>  ^enn  man  überbaoDt  d -l 
von  Reiben  deren  jede  die  Reibe  der  ersten  Differenzen  fd?  H—t* 
vorhergehende  ist.  mit  I,  II  III  IV  ö • ü v?  tur  ®,e  ihr 

Eigenschaft  der  bisher  betrachteten  Reiben  vonrReihen 

steht,  dass  hei  ihnen  die  Gleichung  gilt:  dar,n  be- 


Diese  Gleichung  ist 
Gleichung,  welche 
Form  hat: 


aber  nur  ein  specieller  Fall  der  allgemeineren 
für  gewisse  Reihen  von  Reihen  gift  un7die 
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nod  worin  S eine  beliebige  constante  Zahl  ist,  n und  Q aber  die 
bisherigen  Bedeutungen  haben. 


*.  20. 

Rin  Beispiel  für  das  im  vorigen  Paragraphen  erwähnte  all- 
gemeinere Gesetz  (31.)  bietet  folgende  Reihe  von  Reihen,  für 

i » 

welche  d=4  und  a = 0 und  a=l  ist,  dar. 
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§.  23. 

Die  in  §.20.  und  § 21.  aufgefiihrten  Beispiele  solcher  Reihen  von 
Reiben,  für  welche  das  in  der  Gleichung  31.  ausgesprochene  allge- 
meinere Gesetz  gilt  (vou  welchem  das  in  der  Gleichung  30.  ausge- 
sprochene Gesetz  für  die  von  uns  specieller  betrachteten  Reihen 
nur  ein  besonderer  Fall  ist),  mögen  genügen,  und  es  soll  hier  nur 
noch  an  die  Aehnlichkeit  des  Gesetzes  31.  mit  einem,  bei  mehr 
allgemein  bekannten  anderen  Reihen  von  Reihen  geltenden  erinnert 
werden,  nach  welchen  bei  diesen  anderen  Reihen  von  Reihen,  wenn 
wir  die  im  §.  1.  angenommene  Bezeichnungsweise  auch  hier  beibe- 
halten: 

G /G-l.  G /G-2v 

u=zD\u  J,  also  auch  a = />*.(«  J, 

mithin 

(2)-*.cn 

n ' n 

ist. 

Man  erhält  solche  Reihen  von  Reihen  bekanntlich , wenn  man 
für  die  Reihe  der  Potenzen  irgend  einer  constanten  Zahl,  als  ■ 
Reihe  I.,  die  dazu  gehörigen  Reiben  II.,  III.,  IV.  u.  s.  w.  Q ihrer 
lsten,  2ten,  3ten  u.  s.  w.  Qteu  Differenzen  bildet. 

So  hat  man  z.  B.  für  die  Potenzen  der  Zahl  5 folgende  Reihe 
von  Reiheu: 


I) ....5~*  *5-2  5-1,  5°  51  5*  5*  5*  55.... 

II)  ....  4.5~8  4.5“2  4.5“1  4.5°  4.51  4.5*  4.5*  4.5*  .... 

III)  ....  4*.5~34*.5-24*.5~14*.5°4*.5I4*.5*4*.5*  .... 

IV)  ....  4*.5-34*.5*24*.5-i4».5°4*.5l  4*. 5*  ....  ' 

s u.  s.  w. 

und  überhaupt  für  die  Potenzen  einer  beliebigen  constanten  Zahl 
x das  Gesetz: 

\ 

(2)=(,_i)(r  )=(,_!,  >.(r)u.s.w., 

n ' n n 

so  dass 

V 

. ( u)  = (x  — l)ö-l  . (a)  = (*  — l)G-i.*n> 

\ n ' n 

so  dass  in  den  Ausdrücken 


/ G N / G— l \ G . G-2  \ 

[a  ) = a yunda  = dfa  ) 

n ' ' n n / ' n 


Dz=.x  — 1 und  d=(*  — 1)*  ist. 
Th«il  V. 


20 
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Ebenso  wie  oben  die  Gleichung  30.  jenem  speciellen  Falle  von 
31.  entsprach,  wo  <5  = 1 war,  so  ist  auch  hier  der  Fall  möglich, 
wo  <5  = 1 wird.  Die  Wertlie  D und  <5  und  deren  Potenzen  haben 
aber  hier  natürlich  nur  dann  den  Wertb  =1,  d.  h.  es  ist  nur  dann 
jede  der  Reihen  II. ,111 Q der  Hauptreibe  I.  gleich,  wenn  % 

i n 

= 2 ist,  so  dass  für  die  Reibe  der  Poteuzen  der  Zahl  2 a = a 

* __  » 


nt 

a . . . 

n 


(i  . 

= a ist. 

n 


n 


I)  ....  1 2 4 8 16  32  . . . 

II)  ....  1 2 4 8 16  ... . 

III)  ....  1 2 4 8 

U.  8.  W. 


XXI. 

Ueber  die  naturphilosophisclien  Principien  der 

Bewegungslehre. 

**  , * 

Von  dem 

• * 

Herrn  Doctor  B ä r f u s s 

» * . 

zu  Weimar. 


.§•  i. 

1)  Da  jeder  Körper  einen  Raum  einnimmt,  so  kann  von  einer 
‘ bestimmten  Gestalt  der  Buhn,  welche  er  während  seiuer  Bewegung 

beschreibt,  nicht  anders  die  Rede  sein,  als  wenn  wir  die  Bewegung 
auf  bestimmte  Punkte  desselben'  beziehen.  Der  Anfang  aller  Be* 
wegungslehre  beginnt  also  mit  der  Bewegung  von  Punkten  in  ab- 
stracto, deren  Bahnen  entweder  gerade  oder  krumme  Linien  sind. 

2)  Durch  die  Vergleichung  des  Weges  mit  der  Zeit,  in  welcher 
jener  beschrieben  wurde,  gestaltet  bicb  uns  der  Begriff  von  Ge- 
schwindigkeit. Wenn  der  Körper  A in  derselben  Zeit  einen  weite- 
ren Weg  gegangen  ist,  als  ein  anderer  B , so  sagen  wir,  A habe 
sich  geschwinder  bewegt  als  B.  Doch  giebt  dieses  nur  eine  durch- 
schnittliche Vergleichung,  aus  welcher  noch  nichts  für  die  Zwi- 
schenzeiten geschlossen  werden  kann.  Denken  wir  uns  aber  dane- 
ben, dass  in  gleichen  Zeiträumen  auch  gleiche  Wege  zurückgelegt 
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worden  sind,  so  haben  wir  die  gleichförmige  Bewegung  und 
verstehen  dann  unter  Geschwindigkeit  den  in  der  Zeiteinheit 
durchlaufenen  Raum.  Ist  nun  s der  in  der  Zeit  t mit  der  Geschwin- 
digkeit c zurückgelegte  Weg,  so  ist  sz=.ct, 

3)  Wenn  in  gleichen  Zeiten  nicht  gleiche  Wege  zurückgeiegt 
werden,  so  heisst  die  Bewegung  ungleichförmig  oder  verän- 
dert. Logisch  genommen  kann  nun  die  Bewegung  nach  einem  all- 
gemeinen Gesetz  stetig  veränderlich  sein  oder  die  Veränderung  kann 
ohne  Regel  erfolgen.,  Der  zweite  Fall  ist  kein  Gegenstand  mathe- 
matischer Betrachtung,  im  ersten  aber  muss  der  zurückgelegte  Weg 
8 irgend  eine  Function  der  Zeit  t sein.  Ist  nun  * = f(t)  und  wird 

t-\-  A*  aus  h so  -f-  • ir H-  • - • • kleiner  nun 

fct  und  folglich  auch  wird,  desto  rneht  nähert  sich  dem 
und  wenn  wir  uns  eine  gleichförmige  Bewegung  denken,  für  wel- 
che die  Geschwindigkeit  ist,  so  ist  in  derselben  genau 

==^.  -Die  veränderliche  Bewegung  lässt  sich  also  mit  der  gleich- 

, , ds  , 

förmigen,  deren  Geschwindigkeit  ^ ist,  um  so  mehr  vergleichen, 

je  kleiner  die  Zeitintervalle  sind,  innerhalb  welcher  die  Vergleichung 
angestelit  wird,  »an  nennt  daher  auch  den  Diflferentialquotienten 

^ die  Geschwindigkeit  der  veränderten  Bewegung  und  sagt,  dass 

die  letztere  in  ihren  Differentialen  gleichförmig  sei. 

ds 

Setzen  wir  also  die  veränderliche  Geschwindigkeit  ^=:v,  so 
wird  ds  = vdl  und  8'=zfvdt. 

4)  Bei  der  veränderten  Bewegung  ist  nun  der  einfachste  Fall 
der,  wo  die  Aenderungen  der  Geschwindigkeit  der  Zeit  proportio- 
nal sind,  also  die  Geschwindigkeit  selbst  durch  a ~\-bt  ausgedrückt 
werden  kann.  Hier  nennt  man  die  Bewegung  eine  gleichförmig 
beschleunigte , -wenn  b positiv  ist  und  die  Geschwindigkeit  daher 
mit  der  Zeit  wächst;  die  constante  Grösse  b aber  heisst  das  Maas s 
der  Beschleunigung. 

Hier  ist  also  = -bt,  also  ds  vdt  = adt bt dt , und 
folglich  8 = at  -|-  ^ bl 2 -f-  Consf.  Denken  wir  uns  sowohl  a als 
auch  Const.  =0,  so  wird  s = ^bt*  und  wir  haben  dann  den  ein- 
fachsten Fall  der  gleichförmig  beschleunigten  Bewegung,  bei  wel- 
cher die  Wege  den'  Quadraten  der  Zeit  proportional  sind. 

5)  Wenn  die  Aeuderungen  der  Geschwindigkeit  nicht  der  Zeit 
proportional  sind,  so  heisst  die  Bewegung  ungleichförmig  beschleu- 
nigt oder  verzögert,  je  nachdem  sie  mit  immer  grösserer  oder  mit 
immer  geringerer  Geschwindigkeit  vor  sich  geht.  Wenn  wir  hier 
nach  der  Aeuderuung  der  Geschwiudigkeit  fragen,  so  haben  wir, 

weil  eine  Function  von  t ist,  v -fr-  fou  ==  v -fr-^£.  > 


. Av  dv  d2v  At 

• At  dt  ' dt*  * 2 


Je  kleiner  nun  hier  t und  mit- 


hin auch  wird,  desto  mehr  nähert  sich  ^ dem  ^ und  desto 
genauer  können  wir  also  auch  innerhalb  des  Zeitiutervallrs  \t  die 

20“ 
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ungleichförmig  beschleunigte  Bewegung  mit  einer  gleichförmig  be- 
schleunigten vergleichen , deren  constantes  Beschleuniguogsmaass 

==^  ist.  * Darum  nennen  wir  den  Differentialquotieuten  ^ eben- 
falls das  Maass  der  Beschleunigung  für  die  Bewegung  mit  ungleich- 
förmig veränderter  Geschwindigkeit. 

Wenn  nun  -^r=zp  gesetzt  wird,  so  ist  und  V'=ifpdt„ 

Weil  aber  //=r^  ist,  so  hat  man  auch  = oder  dds-=.p  .dt* . 

Natürlich  ist  hierbei  das  Differential  der  Zeit  constant  genommen. 

Hier  ist  also  das  Beschleuniguogsmaass  p ein  veränderliches, 
aber  der  einfachste  Fall  -wäre  wieder  der,  wo  die  Aenderung  von 
p der  Zeit  proportional  wäre,  also  p = b ßt.  gesetzt  werden 
könnte.  Dann  hätte  man  dv  = pdt  =:  b . dt~\-  ßt. dt,  also  v=6t 
-f- -f- Xr,  wo  k eine  Constante  bedeutet.  .Ferner  d*  = vdt 
= ot.dt  .dt-\-  k.dt,  und  daher  # = kt-+-  {bt*  -f-  ±ßt*  k\ 

Nehmen  wir  aber  für  den  einfachsten  Fall  ä = k = fd  =r  0. ' so 
wird  g=z^ß(3,  welches  die  einfachste  Vergleichung  zwischen  Zeit 
und  Weg  hei  einer  Bewegung  mit  gleichförmig  wachsendem  Be- 
schleunigungsmaasse  gäbe. 

6)  Nun  könnten  wir  aber  wieder  -jenes  ^‘veränderlich  setzen, 
und  iudem  wir  eine  solche  Bewegung  mit  derjenigen  vergleichen, 
bei  welcher  ß constant  ist,  würden  wir  für  den  Ditferentialquotien- 

dt)  d2s  * 

— ' eine  Bedeutung  gewinnen.  Doch  geht  unsere  Zer- 


^ dt  dt * 


d3s 


gliedcrung  der  Naturerscheinungen  nicht  so  weit^  dass  wir  für 

eine  physikalische  Analogie  anzugehen  wüssten. 

7)  Dieses  bezieht  sich  zunächst  nur  auf  die  Bewegung  von 
Punkten.  .Bewegt  sich  aber  ein  Körper,  so  ist  der  einfachste  Fall 
der,  wo  alle  seine  Punkte  identische  Linien  beschreiben,  also  jede, 
dieselben  zwei  Punkte  verbindende  Gerade  in  allen  Lagen  sich  pa- 
rallel bleibt.  Diese  Bewegung  nennen  wir  die  progressive,  und  es 
wird  dieselbe  vollständig  erkannt,  wenn  die  Bewegung  irgend  eines 
Punktes  am  Körper  erkannt  wird. 


§•  2. 

* » i 

1)  Jedwede  Bewegung  eines  Punktes  A ist  relativ^  d.  h.  sie 
wird  bezogen  und  gilt  nur  in  Bezug  auf  gewisse  Punkte,  welche 
sich  in  Ruhe  befinden  oder  als  ruhend  gedacht  werden.  Wenn  die 
Bewegung  in  derselben  Ebene  geschieht,  was  wir  hier  der  Einfach- 
heit wegen  zuerst  voraussetzen  wollen,  genügen  bloss  zwei  Punkte 
JLM  zur  Bestimmung  der  Lage  von  A , deren,  einer  als  Anfangs- 
punkt der  Abscissen,  der  andere  zur  Bestimmung  der  Lage  der  Ab- 
scisseultnie  dient. 

Die  Punkte  JLM  können  sich  jedoch,  ohne  ihre  gegenseitige 
Lage  zu  äudern,  seihst  wieder  bewegen,  und  man  kann  die  Bewe- 
gung auf  die  als  ruhend  gedachten  Punkte  UM1  beziehen.  In  Be- 
zug auf  diese  wird  die  Bewegung  von  A im  Allgemeinen  ganz  an- 
ders ausfallen,  als  in  Bezug  auf  JLM,  d.  h.  A wird  eine  ganz  an- 
dere Linie  beschreiben,  wenn  man  die  Bewegung  auf  UM’  bezieht, 
als  wenn  man  sie  auf  JLM  bezieht.  Die  Bewegung  des  Punktes  » 
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A in  Bezug  auf  UM’  nennen  wir  nun  zusaiumengesetzt  aus 
seiner  Bewegung  io  Bezug  auf  die  Punkte  LM  und  aus  der,  ihm 
in  Folge  der  Bewegung  von  LM  zukommenden  Bewegung. 

2)  Für  die  Construction  der  zusammengesetzten  Bewegung  gilt 
der  (Grundsatz  der  gegenseitigen  Unabhängigkeit  der  ein- 
zelnen Bewegungen.  Sucht  man  den  Ort  von  A in  Bezug  auf 
UM’  zur  Zeit  t,  so  hisse  man  die  Punkte  LM  vorerst  ruhen  und 
bestimme  in  Bezug  auf  sie  den  Ort  A ’ von  A nach  der  Zeit  t in 
Folge  der  Bewegung,  welche  dem  A in  Bezug  auf  LM  zukommt. 
Alsdann  lasse  mau  die  Punkte  LM  die  Zeit  t hindurch  sich  so  be- 
wegen^ wie  es  ihnen  in  Bezug  auf  JJDf  zukommt,  ohne  jedoch  die 
Lage  von  A’  gegen  LM  zu  ändern^  -Hierdurch  kommt  A'  in  die 
Lage  A",  welches  der  richtige  Ort  von  A in  Bezug  auf  UM’  nach 

' der  Zeit  t sein  wird.  Man  kann  aber  auch  zuerst  LM  sich  bewe- 
gen  und  A ruhen,  dann  aber  LM  ruhen  und  A sich  bewegen  las- 
sen, weun  nur  jede  Bewegung  gleich  lange  dauert.  Dieses  ist  geo-  , 
metrisch  unmittelbar  klar,  da  einerseits  eine  bestimmte  Lage  von 
LM  gegen  L’M\  anderseits  aber  auch  eine  bestimmte  Lage  von  A 
• gegen  LM  um  Ende  der  Zeit  t gefordert  wird. 

3)  Einfacher  wird  die  Sache,  wenn  die  Bewegung  vou  LM 
bloss  eine  progressive  ist,  so  dass  die  Linie  LM  in  allen  Lugen 
sich  parallel  bleibt.  Dann  beschreibt  jeder  Punkt  von  LM  und 
auch  der  gegen  LM  ruhend  gedachte  Punkt  A dieselbe  Linir,  wel- 
cher Umstand  es  unnütz  macht,  dass  man  die  Linie  LM  weiter  be- 
trachte. Denn  die  Linie,  welche  A in  Folge  seiner  auf  die  Punkte 
LM  bezogenen  Bewegung  beschreibt,  erhalten  wir  eben  so,  wenn 
wir  LM  ruhend  denken  und  die  Bewegung  auf  IJM’  beziehen. 
Kennen  wir  uun  noch  die  Linie,  welche  das  gegen  LM  ruhende 

A iu  Folge  der  auf  UM’  bezogenen  Bewegung  von  LM  beschreibt,  * 
so  ist  der  Ort  von  A zu  jeder  Zeit  vollkommen  bestimmt.  Sind 
ÄA’  und  AA”  die  Linie»,  welche  A vermöge  einer  jeden  Bewe- 
gung, wenn  sie  allein  statt  hätte,  in  der  Zeit  t beschreiben  würde, 
so  ziehe  man  durch  A'  eine  mit  AA”  parallele  und  identische  Li- 
nie A’A'”,  oder  auch  durch  A'1  eine  mit  AA'  parallele  und  identi- 
sche Linie  A" A"\  so  ist  A”'  der  Ort  von  A zur  Zeit  t.  Offenbar 
kann  man  aber  auch  mit  den  geraden  Linien  AA'  und  AA”  und 
ihrem  Zwischenwinkel  A'AAr  ein  Parallelogramm  AA' A”'A”  be- 
schreiben, da  dann  A'"  ebenfalls  der  richtige  Ort  von  A zur  Zeit 
t sein  wird. 

4)  Hier  haben  wir  nun  die  Vorstellung  zweier  Bewegungen 
eines  und  desselben  Punktes  erhalten,  welche  ihm  beide  zu  gleicher 
Zeit  zukommen.  Er  bewegt  sich  nämlich  zwiefach  so,  als  oh  er 
in  der  Linie  AÄ  fortrücke,  diese  seihst  aber  wieder  eine  progres- 
sive Bewegung  nach  der  Linie  AA”  habe,  die  also  mich  dem  Punkte 
A zukommt.  Dabei  nennen  wir  nun  die  Linien  AA’  und  AA"  die 
Seitenbewegungen  oder  Componenten,  und  die  Construction,  nach 
welcher  der  wahre  Ort  A'”  für  jede  Zeit  gefunden  wird,  heisst  das 
Parallelogramm  der  Bewegungen. 

Das  Parallelogramm  der  Bewegungen  wenden  wir  jedoch  im- 
mer nur  in  dem  Falle  an,  wo  die  Seitenbewegungen  AA'  und  AA” 
selbst  geradlinig  sind.  Wir  können  darnach  leicht  die  aus  zwei 

gegebenen  Seitenbewegungen  entstehende  mittlere  Punkt  für  Punkt 
estinimen,  auch  umgekehrt  jede  Bewegung  in  zwei  gerade  Seiten- 
bewegungeu  zerlegen,  von  denen  die  eine  ganz  wilUkührlich  ist. 
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5)  Wenn  die  Seitenbewegungen  AÄ  und  AA"  beide  gerade 
und  einerlei  Fuuction  der  Zeit  proportional  sind,  dass  als«  zu  je- 
der. Zeit  AA'  und  AA"  einerlei  Verhältnis  buben,  so  ist  das  Pa- 
rallelogramm AÄÄ'Ä”  nicht  nur  die  Hiilfsconstruction,  um  den 
Ort  des  Punktes  A zur  Zeit  t zu  finden,  sondern  derselbe  bat  in 
der  Zeit  t die  Diagonale  AA'”  selbst  durchlaufen,  also  dass  die 
zusammengesetzte  Bewegung  selbst  auch  eine  gerade  ist 

Ist  v die  Function  von  t , welcher  die  Seitenbewegungen  AÄ 
und  AA"  proportional  sind,  so  hat  man  AÄ  = s = au.  AA"^=zs' 
= buy  wenn  a und  b zwei  Constanteu  bedeuten.  Ist  ferner  A der 
Winkel,  den  die  Seitenbewegungen  mit  einander  machen,  so  ist 
die  Diagonale  AA'"  = s”  — uv  a*  -4-  b*  -4-  *2ab  cos  Jf,  woraus 
folgt,  dass  aücli  die  zusammengesetzte  Bewegung  derselben  Function 
von  t proportional  ist.  Die  Geschwindigkeiten  der  Seitenbewegun- 
gen sind  und  — , und  die  der  zusammengesetzten  Bewegung  ist 


ds 


%±-—dJLVa' 

dt  — dt 


£*-4-2«<ä»  cos^=|/^ 


r\  ds  ds  * 

2Jt’7icoeJ’ 


ds 2 ds"1 

dfi  dt * 

woraus  folgt,  dass  die  Geschwindigkeit  der  zusammenge- 
setzten Bewegung  aus  denen  der  Seiten bewegungen 
ebenfalls  nach  dem  Parallelogramm  zusammengesetzt 
ist. 

Aber  auch  das  Besch leunignngsmaass  der  zusam- 
mengesetzten Bewegung  ist  aus  de n Besch leunigtings- 
maassen  der  Seiten bewegun gen  nach  dem  Parallelo- 
gramm zusammengesetzt,  denn  man  hat 


d*s' 
dt * 


= — 1/; 

dt* 


a * b * -f-  2 ab  cos  A 


cos  A* 

1 


*.  3. 

* 

1)  Alle  diese  Sätze  sind  zunächst  nur  von  mathematischer  Be- 
deutung; Anwendung  auf  die  Natur  erhalten  sie  zuerst  durch  das 
Gesetz  der  Trägheit.  Nach  diesem  kann  kein  Körper  seinen 
Zustand  der  Buhe  oder  der  Bewegung  von  seihst  ändern,  sondern 
hierzu  gehört  allemal  eine  Einwirkung  von  Aussen  her,  welche  wir 
Kraft  nennen.  Gin  über  eine  bestimmtere  Sprache  zu  haben,  wol- 
len wir  die  Ursache,  wodurch  eine  gleichförmige  Bewegung  erzeugt 
worden  ist,  einen  Eindruck  nennen.  Diese  einmal  erhaltene  gleich- 
förmige Bewegung  dauert  nach  dem  Gesetze  der  Trägheit  mit  un- 
veränderter Dichtung  und  Geschwindigkeit  so  lange  fort, 
bis  durch  einen  neuen  Eindruck  dieser  Zustand  geändert  wird.  Den 
Eindruck  haben  wir  gunz  nach  der  erzeugten  Bewegung  zu  beur- 
theilen;  er  ist  uiso  der  Geschwindigkeit  proportional  und  seine  Rich- 
tung ist  einerlei,  mit  der  Richtung  der  Bewegung.  Er  ist  nur  ein 
anderer  Ausdruck  für  die  Bewegung  selbst,  uud  die  veränderlichen 
Zustände  des  Körpers,  aus  welchen  zuletzt  die  gleichförmige  ge- 
radlinige Beweguog  hervorging , kommen  hier  nicht  in  Betrach- 

• tunS‘ 

2)  Huben  wir  nun  eine  ungleichförmige  aber  stetige  Bewegung, 


t 


1 
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die  wir  zunächst  uur  als  geradlinig  annehmen  wollen , so  ist  die- 
selbe nicht  anders  zu  denken,  als  durch  eine  ununterbrochen 
einwirkende  Ursache  oder  Kraft.  Denn  sobald  die  Einwirkung  auf- 
gehört hat,  ist  auch  der  Eindruck  vollendet  und  die  Bewegung  nun 
gleichförmig.  Hieraus  folgt  aber  sogleich,  dass  bei  der  un- 
gleichförmigen Bewegung  der  Ausdruck  ^ diejenige 

Geschwindigkeit  bezeichnet,  mit  welcher  der  Körper 
gleich  förmig  fortgehen  würde,  wenn  am  Ende  derZeit; 
die  Einwirkung  aufhörte  und  also  der  Eindruck  vollen- 
det wäre.  Denn  innerhalb  des  folgenden  Zeittheiles  fat  nähert 
sich  auch  bei  fortdauernder  Einwirkung  die  Bewegung  um  so  mehr 

ds 

der  gleichförmigen  mit  der  Geschwindigkeit  je  kleiner  ist, 

d.  1».  je  mehr  wir  alle  fernere  Einwirkung  beschränken.  Die  Ge- ' 
ds 

schwindigkeit  ^ ist  also  der  durch  die  vorhergegangene  Einwir- 
kung hervorgebrachte  Eindruck,  und  es  dauert  dieselbe  unverändert 
fort,  wenn  alle  fernere  Einwirkung  aufhört. 

Aber  wesentlich  weiter  kann  das  Gesetz  der  Trägheit,  wie  es 
oben  ausgesprochen  wurde,  uns  nicht  führen,  weil  es  nur  sehr  un- 
bestimmte Auskunft  für  den  Fall  giebt,  wo  ein  Körper  mehrere  Ein- 
drücke zu  gleicher  Zeit  oder  auch  nach  eiuander  erhält.  Daher 
sind  für  die  weitere  Entwickelung  noch  andere  Sätze  nüthig,  wel- 
che hauptsächlich,  zu  Folge  der  Darstellung  aller  Lehrbücher,  auf 
folgende  drei  zurückkommen. 

A)  Wenn  ein  Körper  gleichzeitig  oder  auch  nach  eiuander  meh- 
rere Eindrücke  nach  einerlei  Richtung  erhält,  deren  jeder  ihn  mit 
einer  bestimmten  Geschwindigkeit  c,  c\  c " u.  s.  w.  bewegen  würde,  . 
wenn  er  allein  vorhanden  wäre,  so  ist  das  Gesainmtresultat  aller 
Eindrücke  eine  • Geschwindigkeit  nach  derselben  Richtung,  welche 
der  Summe  jener  gleich  ist. 

B)  Wenn  ein  Körper  zwei  Eindrücke  nach  entgegengesetzten 
Richtungen  erhält,  vermöge  deren  er  sich  mit  den  Geschwindigkei- 
ten c oder  c bewegen  würde,  jenachdem  der  eine  oder  der  andere 
Eindruck  allein  vorhanden  wäre,  so  erfolgt  die  Bewegung  nach  der 
Dichtung  desjenigen  Eindrucks,  welchem  die  grössere  Geschwindig- 
keit entspricht,  und  zwar  mit  einer  solchen  Geschwindigkeit,  welche 
dem  Unterschiede  jener  gleich  ist. 

C)  Wenn  ein  Körper  zwr0i  Eindrücke  nach  verschiedenen  Ricb- 
tnngen  erhält,  so  dass  er  also  uueh  der  einen  Richtung  mit  der 
Geschwindigkeit  c , oder  nach  der  anderen  mit  der  Geschwindigkeit 
c sich  bewegen  würde,  je  nachdem  der  eine  oder  der  andere  Ein- 
druck allein  vorhanden  wäre,  so  erfolgt  die  Bewegung  nach  der 
Diagonale  des  aus  den  Geschwindigkeiten  c und  d und  ihrem  Rieh- 
tungsunterschiede  conslruirten  Parallelogramms,  und  zwar  mit  einer 
solchen  Geschwindigkeit,  welche  durch  eben  diese  Diagonale  dar- 
gestellt wird. 

§•  K 

Von  den  unter  A,  B,  C aufgefübrten  Sätzen  sind  nun  oflenbar 
die  beiden  ersten  schon  im  dritten  enthalten,  und  sie  müssen  folg- 
lich alle  drei  das  Ergebniss  eines  allgemeineren  Grundsatzes  sein. 
Diesen  glaube  ich  nuu  so  aussprecheu  zu  könneu: 
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Wenn  ein  Körper  gleichzeitig  mehrere  Eindrücke 
erhält,  so  erfolgt  die  Bewegung  in  der  Weise,  als  ob 
jeder  Eindruck  mit  unveränderter  Richtung  und  Inten- 
sität fortbestände. 

Eigentlich  beweisen  lässt  sich  dieser  Satz  nicht,  wohl  aber 
kann  mau  ihn  mehr  erläutern  und  zunächst  nur  auf  zwei  Eindrücke 
beschränken.  Gesetzt  also,  es  habe  ein  Körper  A gleichzeitig  zwei 
Eindrücke  nach  den  Richtungen  AB  und  AD  erhalten,  so  ist  da- 
mit gemeint,  dass  der  Körper  A gleichförmig  in  einer  bestimmten 
Zeit  den  Weg  AD  zurücklegen  würde,  wenn  der  Eindruck  nach 
der  Richtung  AB  nicht  vorhanden  wäre;  oder  aber  es  würde  der 
Körper  in  derselben  Zeit  gleichförmig  und  geradlinig  von  A nach 
B gehen,  wenn  er  den  Eindruck  nach  der  Richtung  AD  nicht  er- 
halten hätte.  Da  nun  nach  obigem  Grundsätze  beide  Eindrücke  mit 
unveränderter  Richtung  und  Geschwindigkeit  fortbestehen,  so  folgt, 
dass  der  Körper  A eine  solche  Bewegung  machen  muss,  vermöge 
deren  er  sich  gleichförmig  aus  der-  Linie  AD  nach  der  Richtung 
AB  und  ebenfalls  gleichförmig  aus  der  Linie  AB  nach  der  Rich- 
tung AD  entfernt,  und  daher  in  der  That  die  Diagonale  des  aus 
den  gleichzeitigen  Wegen  AB  und  AD  mit  ihrem  Richtungsunter* 
schiede  beschriebenen  Parallelogramms  durchläuft. 

Es  ist  also  klar,  dass  in  dem  obigen  Grundsätze  das  Parallelo- 
gramm der  Eindrücke,  gewöhnlich  der  Kräfte  genannt,  unmittelbar 
enthalten  ist.  Um  sich  die  Bedeutunng  des  obigen  Grundsatzes 
noch  auf  andere  Weise  zu  erläutern,  denke  man  sich,  ein  Körper 
habe  einen  solchen  Eindruck  P erhalten , vermöge  dessen  er  sieh 
nach  der  Richtung  AB  gleichförmig  bewegt,  und  es  gehe  derselbe 
«in  einer  bestimmten  Zeit  von  A bis  B.  ln  demselben  Augenblicke, 
wo  er  in  A ist,  erhalte  er  einen  zweiten  Eindruck  Q,  so  wird  er 
sich  dennoch  nur  gleichförmig  und  geradlinig  bewegen  können, 
weil  der  Voraussetzung  zu  Folge  alle  fernere  Einwirkung  sogleich 
aufhören  soll.  Er  mag  nun  in  derselben  Zeit,  in  welcher  er  ohne 
Zuthun  des  zweiten  Eindrucks  von  A nach  B gegangen  wäre, 
wirklich  von  A his  C gelangt  sein.  Hier  kann  man  sich  offenbar 
vorstellen,  dass  jener  erste' Eindruck  P mit  unveränderter  Intensi- 
tät und  seiner  anfänglichen  Richtung  beständig  parallel  fortbestau- 
den,  dass  aber  ein  zweiter  ebenfalls  unveränderlicher  und  mit  BC 
beständig  paralleler  Eindruck  B den  Körper  aus  der  Linie  Aß 
weggerückt  und  so  durch  die  Linie  AC  geführt  habe.  Dieser  Ein- 
druck B war  in  demselben  Augenblicke,  als  der  Eindruck  Q zu  P 
getreten  war,  also  schon  in  A vorhanden,  und  die  Behauptung 
kommt  nun  darauf  zurück,  dass  B mit  (i  identisch  sei,  oder  dass 
der  Eindruck  B den  Körper  in  der  Linie  ADt  die  mit  BC  paral- 
lel ist,  mit  noch  eben  derselben  Geschwindigkeit  bewegt  haben 
würde,  wenn  der  Eindruck  P nicht  vorhanden  gewesen  wäre. 

Auf  diesen  Grundsatz  des  ungestörten  Fortbestehens  aller  Ein- 
drücke nach  Intensität  und  Richtung  ist  das  Parallelogramm  der 
Kräfte  von  mehreren  Heroen  io  den  mathematischen  Wissenschaften, 
namentlich  auch  von  Newton  gestützt  worden,  und  es  folgt  daraus 
unmittelbar  durch  die  Zusammensetzung  der  Bewegungen,  wofür 
die  Regeln  in  §.  2.  entwickelt  worden  sind.  Dass  wenigstens  New- 
tons Meinung  auf  diesen  Grundsatz  zurück  komme , scheint  mir  ans 
seinen  Worten  unmittelbar  hervorzugeheu,  welche  also  lauten: 
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Corpus  viribus  conjunctis  * diagonalem  paraUelogrammi  eodem 
(empöre  describere,  quo  latera  separatis. 

$i  corpus  dato  tempore,  vi  soia  M.  ferretur  ab  A ad  B , et 
vi  soia  Ä}  ab  A ad  C,  compleatur  parallelogrammum  AB  CD , et 
vi  utraqu«  feretur  id.  eodem  tempore  ab  A ad  D.  Nuiu  quoniam 
vis  A agit  secundum  lineam  AC  ipsi  BD  parallelam,  liaec  vis  ni- 
hil mutabit  velocitatem  accedendi  ad  iineum  illatn  BD  u vi  altera 
genitum.  Accedet  igitur  corpus  eodem  tempore  ad  lineam  BD  sive 
vis  A imprimatur,  sive  non,  atque  adeo  in  fine  illius  temporis  re« 
perietur  alicubi  in  linea  illa  BD.  Eodem  argumenta  in  tine  tem- 
poris eiusdem  reperietur  alicubi  in  linea  CD , et  idcirco  in  utriusque 
lioeae  concursu  D reperiri  necesse  est. 

Die  Worte:  nam  quoniam  vis  A agit  u.  s.  w.  bis  genitam  spre- 
chen doch  offenbar  den  obigen  Grundsatz  aus.  Denselben  könnte 
man  vielleicht  dem  Gesetz  der  Trägheit  noch  zur  Vervollständigung 
hinzufügen,  wenigstens  scheint  er  init-ihm  nahe  verwandt  zu  sein. 
Das  Trägheitsgesetz,  wie  es  oben  ausgesprochen  wurde,  ist  schon 
ift  dem  allgemeineren  der  Naturnotwendigkeit  enthalten;  was  es 
über  die  Bewegung  lehrt,  folgt  aus  dem  letzteren  unmittelbar  mit 
Hülfe  des  Satzes  vom  zureichenden  Grunde.  Daher  kann  kein  Kör- 
per durch  sich  selbst  in  Bewegung  kommen,  uud  die  einmal  ent- 
standene Bewegung  kauu  weder  in  Hinsicht  auf  Geschwindigkeit 
noch  auf  Richtung  von  selbst  eine  Aenderung  erleiden.  Weiter 
führt  uns  das  Trägheitsgesetz  auch  keinen  Schritt^  wenn  wir  ihm 
nicht  einen  bestimmteren  Gehalt  gehen.  Dieses  geschieht  nuu  da- 
durch, dass  wir  es  auf  das  gleichzeitig«  Zusammenwirken  mehrerer 
Eindrücke  ausdehnen.  Der  Körper  genügt  jedem  Eindrücke 
gerade  dui*ch  eben  so  viel  Bewegung,  wie  wenn  dieser 
Eindruck  ullein  vorhanden  wäre,  und  die  Regeln  für  die 
Zusammensetzung  der  Bewegung  geben  folglich  auch 
die  Normen  für  die  B eu  rthei  I u u g zusammengesetzter 
Eindrücke. 

.§-5.  ' . ' 

In  der  neueren  Zeit  ist  man  jedoch  meist  von  dieser  Betrach- 
tungsweise für  das  Kräfteparallelogramm  abgekomineu  und  bat  da- 
für andere  Demonstrationen  ersonneu,  die  zum  Theii  weitläufig  und 
. sehr  künstlich  geordnet  sind,  leb  glaube  nicht,  dass  man  einen 
wirklichen  Yortheil  dadurch  erreicht  habe,  um  aber  die  Suche  in 
ihr  wahres  Licht  zu  setzen,  will  ich  mich  beispielsweise  auf  Pois- 
sons  Darstellung  beziehen,  zumal  dieselbe  nach  einigen  hier  und 
da  vorgekommenen  Aeusserungen  nicht  richtig  verstanden  worden  . 
zu  sein  scheint,  und  Poisson  allerdings  verdient,  gegen  ungerechte 
N Vorwürfe  vertheidigt  zu  werden. 

Poisson  setzt  zuerst  zwei  gleiche  Sciteneindrücke  P voraus, 
io  welchem  Palle  durch  den  Matz  des  zureichenden  Grundes  leicht 
folgt,  dass  der  Körper  der  Linie  folgen  muss,  welche  den  Winkel 
der  Seiteneindriicke  hnlbirt.  -Macht  also  jeder  Meiteneindruck  mit 
der  Resultante  B den  Winkel  x,  so  kann  man  setzen  B=z<p(P.a. :), 
und  die  erste  Aufgabe  ist  nun,  dass  man  zeige,  es  sei  (p(P,  x) 
s=  Ptp(a;).  Hierfür  nimmt  Poisson  nicht,  wie  manche  seiner  Tad- 
ler, etwa  bloss  die  'Willkübrliclikeit  des  Maasses  von  P , son- 
dern mit  mehr  Tiefblick  zugleich  nuch  den  Umstand  in  Anspruch, 
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(lass  iu  (p(P,x)  keine  andere  Grösse  vorkommt,  die  mit 
P gleichartig  ist.  Da  nämlich  das  Verhältnis  R:P  bei  jeder 
Maasseinheit  doch  dasselbe  bleiben  muss,  so  Kann  R nur  = zPtp(x) 
sein.  Wenn  aber  tqr  Bildung  von  q>[P, x)  noch  .eine  mit  P gleich- 
artige Constaute  a nötbig  sein  sollte,  so  wäre  auch  der  ganze 
Schluss  verfehlt,  und  dieser  Umstand  ist  es  gerade,  der  hier  als  ein 
Axiom  hingestellt  werden  muss;  denn  daraus,  dass  ich  nicht  wüsste* 
woher  eine  solche  Constante  in  die  Rechnung  kommen  sollte,  kann 
ich  doch  nicht  auf  die  Abwesenheit  derselben  schlissen.  So  könnte 

p 

z.  B.  wohl  Rz=P[ lH sein,  ohne  dass  das  Verhält- 

niss  P:  R bei  verschiedenen  Maasseinheiten  cou staut  zu  sein  auf- 
liörte.  Daher  kommt  man  auch  durch  diese  Betrachtung  nicht  we- 
sentlich weiter,  als  weon  man  sogleich  die  Gleichung  R=zP.(p(x) 
als  eiu  Axiom  annimmt. 

Non  denkt  sich  Poisson  jede  Seitenkraft  P als  Resultante 
zweier  gleichen  Seitenkräfte  welche  mit  P den  Winkel  % ma- 
chen* und  hat  dann  Pt=z  Q<p(z).  Von  den  vier  Kräften  Q fallen 
zwei  zwischen  P und  R und  machen  mit  R den  Winkel  x — s, 
geben  also  in  der  Resultante  das  Glied  Q<p(x — «);  die  beiden  an- 
deren Q machen  mit  R den  Winkel  x-t-z,  geben  also  in  R ein 
zweites  Glied  Q<p(x -f-x),  so  dass  R=  Q<p{x -f-x)-f-  Q(p(x — x) 
sein  muss.  Weil  aber  auch  R = Pcp(x)  — (4cp(x)(j>(x) , so  folgt 
augenblicklich  < • 

g>(*)  g>(x)  = y(^  + »)  -Mp(a?  “ *)> 

welche  Gleichung  nun  zur  Bestimmung  der  Form  (p  dient. 

Hier  stossen  wir  aber  auf  die  beiden  Axiome,  welche  d«*n 
eigentlichen  Nerv  des  Beweises  ausmachen.  Das  erste  ist  das,  wel- 
ches ich  oben  in  §.  3.  unter  A)  aussprach,  nach  dem  anderen 
bringt  jedes  Rräftepaar  in  der  Resultante  ein  eben  so 
grosses  Glied  hervor,  wie  wenn  es  allein  wirkte.  Sind 
denn  aber  diese  Axiome  so  unmittelbar  klar,  dass  man  eine  solche 
Demonstration  der  Newtonsehen  oder  einer  anderen  ähnlichen  ver- 
ziehen könnte?  Allerdings  muss  zugegeben  werdeu,  dass  der  aus 
mehreren  Bindrücken  hervorgehende  Gesammteindruck  auf  gleiche 
Weise  gefunden  wird,  man  mag  die  Kombinationen  zu  je  zwei  ma- 
chen'; wie  man  will,  aber  hieraus  ist  doch  noch  nicht  klar,  dass 
man  die  Resultante  jedes  Paares  als  unabhängig  von  allen  übrigen 
Kindrücken  betrachten  darf0).  Muss  ich  aber  dieseB  zugeben,  so  sehe 
ich  nicht  ab,  wie  ich  dadurch  gegen  das  Axiom  in  §.  4.  in  Vor- 
theil  kommen  soll. 

Statt  der  naturphilosophischen  Begründung  hat  man  aber  die 
Analysis  Poissons  angegriffen,  an  welcher  ich  ganz  und  gar  keinen 
Tadel  aufzuönden  weiss.  Denn  Wenn  auch  die  Functionen  cos  x 


°)  In  diesen  beiden  Axiomen  liegt  auch  zugleich  der  vollständige  Grund 
für  die  Gleichung  <f  (P,üc)=iP  .<p{x).  Denn  wenn  der  Seiteneindruck 
p ist,  so  sei  die  Resultante  pk.  Erfolgt  dann  p gleichzeitig  »uial,  so 
entsteht  der  Eindruck  np\  aber  in  der  Resultante  wird  auch  der  Ein- 
druck /?£,»inal  erfolgen,  und  sie  wird  daher  np.k , so  dass  also  k von 
dem  Seiteneindrucke  unabhängig  sein  muss. 
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| g — x t ( 

und  — die  syntaktische  Eigenschaft,  nach  welcher  2 (p(x)(f{x) 

= <p{x x) -\r  (p{x — *)  ist,  gemein  haben,  so  sehe  ich  doch  nicht 
ein,  wie  dadurch  Pnissons  Demonstration  unigestossen  werden  soll. 
Derselbe  spricht  ganz  bestimmt  die  Voraussetzung  aus,  dass  in 
ü rrs  ./\p{x) , (p(x)  einerlei  Functionsform  für  alle  Werthe  vou  x 
sei,  und  wenn  man  auch  für  diese  Behauptung  einen  Beweis  ver- 
langen möchte,  so  muss  man  doch  Pnissons  Demonstration  nur  aus 
diesem  Gesichtspunkte  beurtheilen.  Darnach  aber  hat  Pnisson  da* 
Recht,  die  Ausdrücke  (p(x-\-x)  und  v — x)  nacli  dem  Tuylorschen 

Lehrsätze  aufzulösen  und  tur  die  beiden  daher  entspringenden  </)(.*:), 

so  wie  auch  für  die  beiden  u.  s.  w.  2 <f(x),  2 . u.  s*  w« 

zu  setzen,  und  die  Gleichung 

{x)  = (f(x 

giebt  ihm  daun 

\ 

/ \ A.«  , ^ » (fix)  x* 

y(*)  (1  <f(x)  .dx*  * 1 .2 


x)  H-  y (x  — x) 


fl*  . (fix) 


t/\x)  .dx*  * 1 . 2. 3 • 4 * * *;* 

Daraus  geht  denn  hervor,  dass  die  Quotienten  u*  s*  w* 

von  x gar  nicht  mehr  abhängen  können.  Wenn  daher  — dx*  ~ == 


— b*(p(x)  gesetzt  wird,  so  folgt  sogleich 
~~dx*C^ = ~~  ^#y(,äp)  u*  s*  w*>  un(J  mithin 


b*  (f(x ). 


/j2v3  A4  v ^ 

V(*)=2<J-7 T+TTäTS""» 

Dieses  darf  nun  immerhin  = 2cos  bx  gesetzt  werden,  denn  es 

bleibt  ja  die  Freiheit,  für  b auch  einen  imaginären  Werth  gV^ — 1 
zu  denken,  so  dass  also  in  der  Entwickelung  von  cos  bx  alle  Glie* 

der  positiv  werden  und  somit  auch  die  Function  ^ berück- 

sichtigt wird.  Weil,  aber  für  x-=~  die  Resultante  Ii  uud  daher 
auch  y(*)  = 0 sein  muss,  so  sieht  man  sogleich,  dass  9>(s)  durch 
die  Function  2 nicht  dargestellt  werden  kann*  denn  die  Ent- 

wickelung derselben  hat  für  reelle  Wertlie  von  x nur  positive  Glie- 
der und  kann  daher,  weil  sie  immer  convergirt,  für  solche  Wcrthe 
die  0 nicht  vorstellen.  Also  muss  in  der  Entwickelung  von  r/>(*) 
der  Coeflicient  b reell  sein.  Nach  bekannten  analvtisctien  Princi- 
pien  könnte  nun  b =r  1 , 4 = 3,  bz=z  5 u.  s.  w.  sein,  allein  weun 
man  b > 1 nehmen  wollt«,  so  würde  man  eiu  Gleichgewicht  der 
Kräfte  in  solchen  Fällen  erhalten,  wo  es  augenscheinlich  nicht  statt 
haben  kann.  Es  ist  al»o  (fi{x)  = 2cos  x und  daher  /<=2/*.  cos  x. 

Herr  Doctor  Dipp«  bat  in  diesem  Archive  (Tbl.  III.  $.  329.)  den 
Beweis  so  geordnet,  dass  er  von  der  Voraussetzung  einer  gleichen 
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Functionsform  für  alle  Werthe  des  Winkels,  weichen  die  Seitenkraft 


mit  der  Resultante  macht,  frei  ist,  wodurch  seine  Demonstration 
allerdings  ein  Uebergewicht  über  <fie  von  Poisson  bekommt.  Nur 
bin  ich  der  Meinung1,  dass  von  den  0 Grundsätzen,  weiche  Herr  Dr. 
Dippe  dem  Beweise  unterlegt,  nur  die  beiden  ersten  uud  der  fünfte 
nöthig  sind,  abgesehen  von  dem,  was  ich  oben  in  Hinsicht  auf 
Poissons  Vortrag  hervorhob.  ln  der  Gleichung 


sind  bei  Herrn  Doctor  Dippe  die  Ausdrücke  <p(&)  u.  s.  w. 

nichts  anderes,  als  eine  Art  unbestimmter  Coefficienten , für  welche 
eben  jene  Gleichung  die  Relation  ausdrückt.  Setzen  wir  z == 
so  findet  sich,  da  9(0)  = 2 sein  muss,  augenblicklich 


Nun  ist  aber  auch,  wenn  .r  = 450,  9(2;r)  = 0,  also  9(45°)  =z\/i 


zweier  Eindrücke,  auch  wenn  es  noch  so  streng  bewiesen  war«, 
zu  einer  vollständigen  Begründung  der  Bewegungslehre  fuhren, 
dcun  es  giebt  ja  noch  gar  keine  Ausführung  für  den  Fall,  wo  mehr 
' als  zwei  Eindrücke  Zusammenwirken,  wenn  man  nicht  annimmt, 
dass  jedes  beliebige  Paar  durch  eben  den  Gesammteindruck  sich 
ersetzen  lasse,  wenn  es  allein  vorhanden  wäre.  Dieser  Satz  ist 
aber  eine  nothweudige  Folge  von  dem  in  §.  4.  aufgestellten  Axiom,  \ 
so  dass  also  durch  dieses  die  vollständige  Eutwickeiung  der  Bewe- 
gu  lehre  vermittelt  wird. 


Bebandlungsweise  unterscheiden,  machen  jenen  ersten  Satz  zur 
Voraussetzung.  Hier  meine  ich  aber  diese  Darstellungen  vorzüglich 
desshalb  tadeln  zu  müssen,  dass  sie  gar  keine  Auskunft  darüber 
geben,  wie  weit  denn  jener  Grundsatz  für  die  Demonstrationen  des 
Kräfteparallegrammes  ausreiche,  und-  dass  man  nicht  ins  Klare  . 
darüber  kommt,  ob  die  zu  Hülfe  genommenen  Axiome  auch  säinmt- 
lieh  notliwendig  waren.  ‘ Der  aus  mehreren  Eindrücken  hervorge- 
hende Gesammteindruck  muss  nacb  dem  Gesetz  der  Naturnothwen 
digkeit  vollkommen  bestimmt  sein,  sowohl  nach  Intensität  als  auch 
nach  der  Richtung. , Indem  ich  nun  annehme,  dass  für  zwei  belie- 
bige Eindrücke  derjenige  Gesammteindruck  sich  setzen  lasse,  den 
sie  hervorbringen  müssten,  wenn. sie  allein  wirkten,  so  genügt  al- 
lerdings das  Parallelogramm  der  Bedingung,  dass  bei  jeder  Combi- 
nation  derselbe  Totaleindruck  erhalten  wird,  aber  es  wäre  ja  auch 


<f(&)  SP(«)  = 9(*r  4-  *)  -h  <p(&  — *) 


9(^r)  = 1/2  — 9(2^r). 


ie  meisten  Beweise  für  das  Kräfteparallelogramm  oder  viel- 
mehr alle,  die  von  dem  Poissonschen  sich  nur  iu  der  analytischen 
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wohl  möglich , dass  nur  das  Parallelogramm  dieser  Bedingung  ge* 
nügte,  und  hierüber  erhält  mau  keine  Auskunft. 

. Nun  ist  aber  gleich  klar,  dass  jenes  Axiom  nicht  unmittelbar 
zum  Kräfteparallelogramm  fuhren  kann,  denn  es  wäre  wohl  mög- 
lich, dass  uicht  der  Totaleindruck  selbst,  sondern  eine  gewisse 
Function  desselben  aus  eben  solchen  Functionen  der  einzelnen  Ein- 
drücke nach  dein  Parallelogramm  sich  ableiten  liesse,  wie  wenn 
man*  z.  B.  die  zote  Potenz  der  Resultante  aus  den  zoten  Potenzen 
der  Componepten  durch  das  Parallelogramm  finden  müsste.  Wenn 
aber  der  Satz  von  der  Summirung  gleich  gerichteter  Eindrücke  noch 
zu  Hülfe  genommen  wird,  so  ist  auch  das  Kräfteparallelogramm 
vollständig  begründet.  Man  muss  nämlich  dus  Princip  des  §.  4. 
wenigstens  für  einen  besondern  Fall  haben.  Ich  ordne  nun  den 
Beweis  so: 

1)  Wenn  inehr  als  zwei  Eindrücke  auf  einen  Körper  wirken, 
so  kann  man,  um  den  Gesammteindruck  zu  erbalten,  für  jede  be- 
liebige zwei  denjenigen  Totuteindruck  setzen,  den  sie  erzeugeu 
würden,  wenn  sie  allein  wirkten. 

2)  Zwei  gleiche  entgegengesetzte  Eindrücke  heben  sich  ver- 
möge des  Satzes  vom  zureichenden  Grunde  auf,  wenn  sie  allein 
wirken,  also  auch  nach  1)  in  der  Zusammenwirkung  mit  beliebigen 
anderen  Eindrücken.  » . 

Wenn  zwei  Eindrücke  einen  Winkel  mit  einander  machen,  so 
folgt  der  Totuleiudruck  der  Richtung  keines  von  beiden,  aber  seine 
Richtung  fällt  immer  in  die  Ebene  der  Seiteneiudrücke. 

Hieraus  folgt  mit  Notbwendigkeit,  dass  wenn  zwei  Eindrücke 
auf  einen  Körper  wirkeu,  deren  Richtungen  in  dieselbe  Gerade  fal- 
len, die  Richtung  des  Gesammteindruckes  auch  noch  in  diese  Gerade 
fallen  muss.  Denn  wenn  die  Eindrücke  a , — a und  b nach  dersel- 
ben Geraden  wirken,  so  ist  der  Gesammteindruck  b und  fällt  in 
dieselbe  Gerade,  da  a und  — a sich  beben.  Verbindet  man  nun 
erst  b mit  — so  sei  % dc*r  Totuleiudruck  und  es  mache  derselbe 
mit  der  ersten  Richtung  den  Winkel  (f , wenn  er  mit  ihr  nicht  zu- 
sammenfallt.  Indem  man  nun  wieder  % mit  a verbindet,  entsteht 
nach  1)  der  Eindruck  b,  dessen  Richtung  mit  der  von  a zusammen- 
fällt. Daher  kann  auch  nach  3)  * mit  a keinen  Winkel  machen, 
oder  cs  ist  y = 0.  , 

4)  Wenn  zwei  gleiche  Eindrücke  unter  einem  beliebigen  Win- 
kel , gegeben  werden , so  fällt  die  Richtung  der  Resultante  alle- 
mal in  die  Linie,  welche  den  Winkel  der  Componenten  halbirt,  ent- 
weder nach  der  einen  oder  nach  der  anderen  Seite  vom  Scheitel. 
Dieses  ist  schon  durch  den  Satz  des  zureicheuden  Grundes  klar, 
obschon  sich  noch  eine  Art  Beweis  geben  liesse. 

5)  Wenn  zwei  Eindrücke  nach  einerlei  Richtung  gegeben  wer- 

den, so  ist  der  Totaleindruck  der  Summe  beider  gleich  und  folgt 
derselben  Richtung.  \ 

Daher  muss  nothwendig  die  Resultante  zweier  Eindrücke,  die 
oacli  entgegengesetzten  Richtungen  gegeben  werden,  der  Differenz 
beider  gleich  sein  und  der  Richtung  des  Grösseren  folgen.  Denn 
bat  man  die  Eindrücke  £,  a und  — so  ist  b die  Resultante.  Ver- 
bindet man  aber  erst  b und  a}  so  entsteht  b-\-a,  und  wenn  noch 
— a dazu  kommt,  so  entsteht  wieder  b , d.  h.  (b-\-a)  — a. 

Nach  dieser  logischen  Spielerei  komme  ich  zur  Demonstration 
des  Parailelogrammes  der  Eindrücke.  Mau  ,habe  drei  Eindrücke 
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«,  b.  c und  es  sei  x der  Winkel  zwischen  a und  /,  y der  zwi- 
schen b und  c.  Welche  Grösse  und  Richtung  nun  der  aus  a und  0 
unter  dem  Winkel  x entstehende  Kindruck  r auch  haben  mag,  so 
lässt  sich  doch  beides  immer  durch  die  Diagonale  eines  Parallelo- 
grammes  erhalten,  wenn  man  nur  die  Coroponeuten  a und  b gehö- 
rig abändert,  ohne  dass  man  desshalb  auch  statt  des  Winkels  x 
einen  andern  zu  setzen  genötbigt  ist.  Gesetzt  man  müsse  ma 
statt  a und  mxb  statt  b setzen  und  es  mache  r mit  b den  Winkel 
/,  so  ist 

r sin  1=  ma  sin  x 
r cos  l = ma  cos  x-\-mtb. 


Indem  wir  ferner  r und  c unter  dem  Winkel  l y verbinden,  um 
den  Totaleindruck  R für  alle  drei  Componenten  zu  erhalten,  müsse 
man,  um  nach  dem  Parallelogramm  zu  rechnen,  m2r  statt  r und 
mtc  statt  c setzen.  Macht  R mit  c den  Winkel  g,  so  hat  man 

% 

R sin  gz=zzm2r  sin(/-f-y)  # 

R cos  g=m2r  cos(/ y)  -f-  mtc 

♦ 

\ i 

oder  wenn  man  sin(/-f-y)  und  cos(/*+-y)  auflöst  und  statt  r sin  / 
und  r cos  / ihre  Werthe  aus  6)  setzt: 

i 


7) 


R sin  g zszmm 2a  sin  (x  y)  mxm2b  sin  y 
R cos  g'=  mmza  cos(^r-f-  y)  -f-  mxm 2b  cos  y-\-  7/t3c. 


Wir  ändern  nun  die  Ordnung  der  Verbindung.  Indem  c und  k 
unter^  dem  Winkel  y verbunden  werden,  entstehe  der  Eindruck  o 
und  es  mache  derselbe  mit  b den  Winkel  X.  Muss  nun  gc  und  gAb 
statt  c uud  b gesetzt  werden,  um  nach  dem  Parallelogramm  zu 
rechnen,  so  ist 


sin  X=z  gc  sin  y 

Qj  i 

/ Q COS  Xz=gC  COS 

und  indem  wir  wieder  p und  a unter  dem  Winkel  X x verbinden 
und,  um  nach  dein  Parallelogramm  zu  rechnen,  g2o  und  g2a  statt 
q und  a setzen,  erhalten  wir,  wenu  R mit  a den  Winkel  y macht; 

t 1 ' f 

. * R sin  y=zg2Q  sin(A-f-a:) 

* 

R cos  y = g2Q  cos(Ä,-+-  x)  -f-  gtay 


woraus  mit  Hülfe  von  8)  folgt: 


IR  siu  y = gg2c  . sin  (x-{-  y)  •+-/*,  g2b  sin  x 

R cos  yz=zgg2c.  cos(ar y)-t- gtg2b  cos  x-\-fita. 

* ^ 

Weil  aber  y — x-\-y  — gy  so  findet  man  aus  9)  nach  dem  bekann 
ten  Elimiuationsverfahren:  . . 


IR  sin  g=zg3a  sin(^r  gig2b  sin  y 

R cos  gz=:gta  cos(x  -t-  y)  gtg2b  cos  y-\-gg2c. 
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Aus  7)  und  10)  folgen  nun  die  beiden  Gleichungen,  welche  die  Be- 
dingung  nusdrücken,  dass  nach  beiden  Combinntionsfolgen  doch 
einerlei  Grösse  nnd  Richtung  der  Resultante  herauskommen  muss, 
Dämlich: 

t 

(mm  2 a si  n (£-\-y)  -4-  m , m 2 b si  n y =r  g , a si  n(^r+y)  -f-  fi , (i2  fß  siny 
mm  3 n cos(.r-f-y)  -f-  m x m2  b si  n y sss  g , a si  n (a>f-y)  -4-  g si  ny 

x 

Die  weiteren  Bestimmungen  aber  geben  aus  der  anderen  Bedingung 
in  Grundsatz  1.  hervor,  dass  nämlich  die  Grösse  und  Richtung  der 
Resultante  zweier  Eindrücke  von  allen  noch  gegebenen  Eindrücken 
unabhängig  sein  soll.  Dieser  Bedingung  wird  nur  dadurch  genügt, 
wenn  in  den  Gleichungen  11)  die  Coefficienten  gleicher  Sinus  und 
Cosinus  gleich  sind,  nämlich  wenn  =/u,,  mlm2=glfi2  und 
m3  = fA/Li2  ist.  Um  aber  dieses  zu  beweisen , müssen  wir  noch 
eineu  vierten  Eindruck  d zugeben,  welcher  mit  c den  Winkel  % 
machen  mag  *).  Um  für  diesen  Fall  den  Totuleindruck  P zu  er- 
halten, hat  man  R und  d unter  dem  Winkel  x g zu  verbinden. 
Es  mache  P mit  d den  Winkel  h und  man  müsse,  um  nach  dem 
Parallelogramm' zu  rechnen,  mAR  statt  R und  mid  statt  d setzen, 
so  hat  man 

P sin  ^ = mAR  sin  (ä  -f-  g). 

Löst  man  hier  sin (x -hg)  auf  und  setzt  statt  R sin  g und  R cos  g 
einmal  die  Wertbe  aus  i),  dann  aber  auch  uus  10),  so  fiudet  sich: 

Psin  hz=.mA(jnm2a rsin(^r-f-y-F-*)  «,«w,/ysiD(y+a)-|-»»»csinii) 

uud 

« 

P sin^  = z«4(/usflrsin(.r-hy-h*)  -h^j/u^sinfy-h  x)  -f-  g[i2c sinx). 
Darum  hat  man  aber 


mm2a  sin  (.r-f - y z}  m xm 2f*  sin  [y z)  -f-  m3c  sin  % 

= gta  sin  (or-h  y-f-  x)  -h  fitg2ü  sin(y-h*)  -+-  gfi2cB\u x 


uod  diese  Gleichung  gilt  für  jeden  Werth  von  x.  Da  aber  kein  m 
und  fju  nach  Grundsatz  1.  von  z abhängt,  so  müssen  die  Coeflicien- 
ten  gleicher  Sinus  nothwendig  gleich  sein.  Denn  wenn  inun  auch 
annehmen  wollte,  es  wäre  dem  nicht  so,  so  könnte  man  doch  z so 
wählen,  dass  z.  B. 


mm2a  sin(.r-h  y-h*)-h  mxm2h  sin(y  + s) 

= Bin(&  + y-{-  x)  gifi26  sin(y-f-a) 


°)  Es  würde  hinreichen,  die  erste  der  Gleichungen  7)  mit  cos»,  die  an- 
dere mit  sin  z zu  multipliciren  und  die  Producte  zu  addiren  und  das- 
selbe Verfahren  auch  bei  den  Gleichungen  10)  anzuwenden.  Ich  wählte 
statt  dieses  Calculs  die  obige  Darstellung,  um  zugleich  seine  Beziehung 
zur  Sache  nachzuweisen. 
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würde;  man  brauchte  nur 

i 

(«ME, sin(;g-hy)H-(*»,w»  — sip  y 

(w?»i2  — <u3)«  cos(.r-f-y)  -+-  (?nxm2  — (x^Jb  cos  y 

zu  nehmen;  Aber  dann  würde  doch  .fifi2  = fi9  werden,  und  da 
der  Werth  von  z auf  alle  m und  fx  keinen  Eiufluss  bat,  so  ist  die 
Gleichung  fifi2r=:m3  allgemein.  Durum  ist  nun 

13)  mm2=:fi3fmlm9=:fxlfi2im3=fXfi2 

und  dieses  sind  die  Gleichungen,  welche  der  Grundsatz  1.  bedingt. 
Ich  verlasse  aber  jetzt  die  allgemeine  Betrachtung,  weil  es  meine 
Absicht  nicht  ist,  diesen  Aufsatz  mit  weitläufigen  Rechnungen  zu 
füllen.  Ich  bringe  vielmehr  sogleipli  den  Grundsatz  5.  in  Anwendung, 
und  setze  zu  dem  Behufe  den  Winkel  .2?  = 0,  um  b in  die  Rich- 
von  a zu  bringen.  Alsdann  ist  a~\-b  die  Resultante  von  a und  b 
und  es  ist  desshalb  mz=ml  =1,  so  dass  die  Gleichungen  13)  in 
folgende  übergehen: 

* • • ' ' . • • 

14)  m2=fi3i  m9  = {if*„ 

.j  • 

Darnach  ist  — = ~.  Nehme  ich  aber  noch  c~b,  so  wird  nach 
.*  *»«  f*  _ 

Grundsatz  4.  nothwendig  fit  = fi  und  daher  rn2=:m9.  Davon  ist 

der  Sinn  folgender:  Bringt  man  an  den  beliebigen  Ein- 

drücken a •+-  b und  b>  die  unter  dem  beliebigen  Winkel 
y wirken,  die  Factoren  m2  und  m3  an,  um  die  Resultante 
nach  dem  Pu  rallelogramm  zu  berechnen,  so  ist  allemal 
m2r=.m3.  Darum  ist  auch  fil  in  allen  Fällen  = fi  und  fit  =fi2, 
und  die  Gleichungen  14)  liefern  folgende: 

m2z=zfi2  und  7*2=^u2, 

woraus  fx2  = m2  = fi  = 1 folgt.  Hiermit  ist  aber  das  Parallelo- 
gramm der  Eindrücke  vollständig  bewiesen. 

Ich  habe  diesen  Beweis  nicht  in  der  Meinung  abgefasst,  um 
damit  meinen  Vorgängern  den  Rang  abzulaufen;  meine  Absicht  geht 
vorzüglich  nur  auf  die  Erörterung  der  Principien  der  Wissenschaft. 
Für  diessmal  schliesse  ich  aber  die  Betrachtungen,  um  sie  bei  der 
nächsten  Gelegenheit  weiter  fortzuführen.  ‘ 
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XXII. 

Lösung  einer  interessanten  geometrischen 

Aufgabe. 

Von  dem 

* / 

Herrn  Professor  Hessel 

« 

in  Marburg. 


I 


Aufgabe. 

Es  ist  gegeben  ein  Winkel  A (Taf.  IV.  Fig.  3.)  und  ein 
Punkt  a , der  zwischen  dessen  Schenkeln  irgendwo  lie^t; 
man  soll  die  gerade  Linie  ziehen,  welche  die  klein- 
ste der  Linien  ist,  die  durch  den  Punkt  a so  gezogen 
werden  können,  dass  sie  ihre  Loden,  wie  m und  *»,  in 
den  Schenkeln  von  A haben. 

A u f 1 ö s u n g. 

Es  sei,  in  Taf.  IV.  Fig.  4.,  A der  gegebene  Winkel  und  a der 
gegebene  Punkt,  wie  in  Taf.  IV.  Fig.  3.  Man  ziehe  zuerst  durch 
a die  K’aK  so,  dass  £ AK'a  = AKa  = k{—  90°  — \A)  ist. 
Hierdurch  wird  AK'  = AK.  Man  ziehe  ferner  durch  a die  iap 
senkrecht  zu  taK  und  die  lag  senkrecht  zu  AK\  Der  Winkel 
Kan , den  die  gesuchte  Linie  man  mit  K'aK  macht,  heisse  y,  und 
die  Winkel  Anm  und  Amn  mögen  mit  n und  m bezeichnet  wer- 
den. Es  ist  dann  n=.fc-\-  und  m-=.k — <?,  und  man  hat: 

aq  _ aq 

sin  m sin  ( k — y)’ 

<*P  __  aP  . 

sin  n sin 


1)  am  ss 

2)  an  = 


ov  . «v  . aP 

0)  mn  = am  an  = - — jir : ■+• 

7 sin  (£ — tf)  sin  ( k -j-  q>) 

# 

Das  Differenzial  von  mn , wenn  y veränderlich  ist,  wird  also  sein 

*1  ^ (aq.™s{k  — <p)  ap.  cos(£  + yK 

4)  d.mn=^  .ü.  (*+?)» 

Setzen  wir  den  Differentialquotienten  -J£n  ss  0 , so  ist 

21 
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oder 


5) 


aq . cos  m ap  . cos  n 

sin  m 2 sin  nx 


6) 


«7 

sin  m 


. cot  m 


• ap 
sin  n 


. cot  n. 


) 


. ' an  ap  tMT 

und  man  erhält,  wenn  man  statt  -H — ■ und  statt  — -±  deren  >>er- 

the  aus  1.  und  2.  setzt  (während  man  ohne  diesen  Kunstgriff  zu 
verwickelten  Ausdrücken  kommt),  die  äusserst  einfache  Gleichung: 


oder 


7)  am  . cot  m an . cot  n 

, \ 

8)  am  : a/i  = cot  n'\  cot  m. 


Wird  nun  As  senkrecht  zu  mn  angenommen,  so  ist  ms  : ns 
= cot  m:cot  /*;  es  muss  also 

« 

9 ) ms  : ns  = an : am, 

also 

(ms  -f*  ns) : ns  = (am  -f-  an)  : am, 
also,  da  ms  + ns  — am  + a/i  = mn  ist,  auch 


mithin  auch 


10)  am  = ns. 


an 


71S 


sein.  Alan  hat  sonach  zur  Bestimmung  des  Punktes  s,  'mithin,  da 
a gegeben  ist,  zur  Bestimmung  der  Lage  der  gesuchten  Linie 
masn,  folgende  zwei  Bestimmungsstücke: 

I)  s liegt  so,  dass  l_asA  ein  rechter  Winkel  ist; 

II)  s liegt  in  der  durch  a gehenden  gesuchten  Linie  man  so, 
dass  ns  = am  ist. 

Der  ersten  Bedingung  entsprechen  die  Punkte  des  Halb- 
kreises aspA  über  dem  Durchmesser  Aa. 

Der  zweiten  Bedingung  genügen  die  Punkte  der  Hyperbel 
&"as’o"s(>61  *) , welche  AK  und  AK’  zu  Asymptoten  hat  und 
durch  den  Punkt  a geht;  und  diese  ist  gemäss  der  Gleichung 
/»s’  = a/n,  in  welcher  n's  und  am ' die  betreffenden  Stücke  jeder 
willkührlicheti , durch  a gelegten,  die  Hyperbel  ass  in  den  zwei 
Punkten  a und  s'  schneidenden  Linie  min*  bedeuten,  sehr  leicht  zu 
construiren. 

Der  Punkt  s in  der  gesuchten  Linie  masn  ist  also  der 
Durchschnittspunkt  jenes  Kreises  mit  dieser  Hyperbel. 

Da  nun  allgemein  für  jede  durch  a gehende  Linie  nach 
den  Gleichungen  1.  und  2. 


am 





sin  (k  — (f) 


und  an * 


3 P_ 


sin  (k-\-(f'y 


i * . 

9)  Vergleiche  Burg  Artikel  Hyperbel. 


\ 
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so  ist  der  veränderliche  Radius  an  der  hier  erwähnten  Hyperbel 
bestimmt  durch  die  Gleichung 

t aP  «<7 

s ) a*  sin(A-f-  <f>')  sin  (£-r  </')’ 

wo  •?'  den  veränderlichen  Winkel  bedeutet,  den  as'  mit  der  Basis 
AA  des  gleichschenklicheu  Dreiecks  AK’K  macht. 


XX1U. 

Zur  Theorie  der  Kegelschnitte. 

Von 

Herrn  C.  Adnmjs, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  Gewerbschuie  zu  Winterthur. 

• \ 


Herr  Dr.  Schlömilch  zu  Jena  beweist  im  3ten  Bande  des  Ar- 
chivs S.  3Sö.  einige  Sätze  von  Sechsecken , welche  in  oder  um 
einen  Kegelschnitt  beschrieben  sind.  Seine  Beweise  stützen  sich 
auf  die  Theorie  der  projektivisclien  Gebilde,  auf  jene  schönen  Sätze, 
welche  Steiner  in  seiner  ,,  Abhängigkeit  geometrischer  GestaU 
ten”  in  strenger  systematischer  Folgerichtigkeit  entwickelt  hat.  — 
Ks  dürfte  nun  für  die  Leser  des  Archivs  nicht  uninteressant  sein, 
zur  Vergleichung  der  verschiedenen  Methoden  in  der  Beweisfüh- 
rung dieselben  Sätze  auf  andere  Weise,  nämlich  mit  Hülfe  der 
Transversalen  bewiesen  zu  sehen,  sei  es  auch  nur,  um  auf  die 
Wichtigkeit  dieser  Lehre  vou  Neuem  aufmerksam  zu  werden.  — 
Die  Sätze,  die  ich  als  bekannt  voraussetze,  uud  deren  Beweise  in 
Caroot,  Poncelet,  Steiner,  Pliiekers  analytisch  geometrischen  FnU 
Wickelungen  oder  auch  in  meiner  eigenen  „Lehre  von  deu  Trans- 
versalen” nachgesehen  werden  können,  sind  folgende: 

1)  Wenn  die  Seiteu  eines  Dreiecks  oder  auch  ihre  Verlänge- 
rungen von  einer  beliebigen  geradlinigen  Transversale  geschnitten 
werden,  so  theilt  diese  Transversale  jede  Seite  des  Dreiecks  in 
zwei  solche  Abschnitte,  dass  das  Product  aus  drei  nicht  an  einan- 
der liegenden  Abschnitten  gleich  ist  dem  Producte  der  drei  anderen. 

2)  Umgekehrt  werden  auf  zwei  Seiten  eines  Dreiecks  und  der 
Verlängerung  der  dritten  Seite  oder  auch  auf  deu  Verlängerungen 
«Iler  drei  Seiten  drei  Punkte  so  angenommen , dass  das  Product 
aus  drei  nicht  au  einander,  liegenden  Abschnitten  der  Seiteu  gleich 
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ist  deiu  Producte  der  drei  anderen,  so  liegen  diese  Punkte  in  gera- 
der  Linie. 

• , 3)  Wenn  zwei  Dreiecke  eine  solche  Lage  haben,  dass  die  Ver- 

bindungsliuien  ihrer  Ecken  je  zwei  und  zwei  in  demselben  Punkte 
zusammenlaufen , so  liegen  die  Durchschnittspunkte  ihrer  entspre- 
chenden Seiten  in  gerader  Linie. 

4)  Umgekehrt,  wenn  zwei  Dreiecke  eine  solche  Lage  haben, 
dass  die  Durchschnittspunkte  von  je  zwei  entsprechenden  Seiten  in 
gerader  Linie  liegen,  so  schneiden  sich  die  Verbindungslinien  ihrer 
entsprechenden  Ecken  in  einem  und  demselben  Punkte. 

5)  Wenn  die  Seiten  eines  Dreiecks  von  einem  beliebigen  Ke- 
gelschnitte geschnitten  werden,  so  entstehen  auf  jeder  Seite  vier 
Abschnitte,  welche  eine  solche  Beziehung  zu  einander  haben,  (lass, 
das  Product  der  eiuen  Hälfte  gleich  ist  dem  Producte  der  anderen 
Hälfte,  vorausgesetzt,  dass  in  einem  und  demselben  Producte  nicht 
solche  Abschnitte  Vorkommen,  welche  eiuen  Punkt  des  Kegelschnitts 
zum  gemeinsamen  Endpunkt  haben. 

6)  Der  Durchschnitt  zweier  Polaren  in  Bezug  auf  irgend  einen 
Kegelschnitt  ist  der  Pol  für  die  Verbindungslinie  der  Pole  jener 
Polaren. 

.7)  Liegen  mehrere  Punkte  in  gerader  Linie,  so  schneiden  sich 
ihre  Polaren  für  irgend  einen  beliebigen  Kegelschnitt  in  einem  und 
demselben  Punkte,  dem  Pol  jener  Geraden. 

8)  In  jedem  einem  Kegelschnitte  einbeschriebenen  Sechsecke 

liegen  die  drei  Durcbschnittspunkte  der  gegenüber  liegenden  Sei- 
ten in  gerader  Linie.  * 

9)  In  jedem  einem  Kegelschnitte  umschriebenen  Sechsecke  schnei- 
den sich  die  drei  Diagonalen,  welche  die  gegenüber  liegenden  Ecken 
verbinden,  in  einem  uud  demselben  Punkte. 

Die  Lehrsätze  des  Herrn  Dr.  Scbiötnilch  sind  nun  folgende: 

I)  Wenn  man  in  einem  dem  Kegelschnitte  einbesetaiebenen 
Sechsecke  ABCDEF  die  drei  Hauptdiagonalen  AD,  BE , CF 
zieht,  von  welchen  eine  jede  das  Sechseck  in  zwei  Vierecke  theilt, 
und  sodann  in  diesen  Vierecken  die  der  Hauptdiagonale  des  Sechs- 
ecks gegenüber  liegende  Seite  bis  zum  Durchschnitt  mit  dieser  Dia^ 

fonale  verlängert,  so  erhält  man  sechs  Durchschnittspunkte  M\  iV\ 
M'\  A",  P" , von  denen  sowohl  die  drei  ersten  als  die  drei 
letzten  in  gerader  Linie  liegen. 

Beweis.  Taf.  IV.  Fig.  5.  Man  betrachte  drei  nicht  an  einan- 
der anstossende  Seiten  AB , CD , EF  einzeln  als  Transversalen 
des  Dreiecks  abc , so  hat  man  nach  Lehrsatz  1.: 

aM’ . LA  . cB  = aB  . bM’ . cA 
aC  . bD  . cP’  = aP’ . bC  . cD 
aF  . bAr.  cE  =aE  .bF  . cA\ 

t 

Multiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  in  einander,  so  erhält  man: 

» 

(I)  aM’.bA'.cP'.aC-aF.bA.bD.cB.cE 

= aP' . bM' . cA’ . aB . aE , bC . bF . cA . cD. 

Nun  ist  aber  nach  Lehrsatz  5.: 

(II)  aC.aF.bA  .bD  .cB  .cE—aB  .aE.  bC  .bF  .cA  .cD. 
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Di vidirt  mail  (I)  durch  (■»).  so  erhält  mau: 

aM' . 6A’ . cP'  = aP' . bMf . cA\ 

Da  nun  die  Punkte  M\  A\  P'  einzeln  auf  den  Seiten  des 
Dreiecks  abc  liegen,  so  siud  dieselben  nach  Lehrsutz  2.  in  gerader 
Lioie.  Ebenso  wird  bewiesen,  dass  die  Punkte  A/",  A",  P”  in' ge- 
rader Linie  liegen. 

II)  Die  Gerade  A#A,  welche  nach  Lehrsatz  6.  die  Durchschnitts- 
punkte der  drei  Paare  gegenüber  liegender  Seiten  verbindet,  geht 
zugleich  durch  den  Durchschnitt  der  im  vorigen  Lehrsätze  erwähnten 
Geraden  A/'A"  und  A/"A". 

Beweis.  Bezeichnet  man  die  Durchschnitte  von  BE  und  CF , 
AF  und  DE , AB  und  CD  einzeln  mit  r/,  /*,  so  sind  wegen 
des  einbeschriebenen  Sechsecks  AFCDEB  diese  Punkte  in  gera- 
der Linie  (Lehrsatz  6.).  In  denselben  drei  Punkten  «,  </,  f schnei- 
den- sich  zugleich  die  Seiten  der  Dreiecke  M’M"M  und  P,P”P\ 
mithin  gehen  nach  Lehrsatz  4.  die  Verbindungslinien  ihrer  Ecken, 
d.  h.  die  Geraden  M’ P\  M” P"}  MP \ durch  einen  und  denselben 
Punkt.  Denkt  man  sich  durch  die  Ecken  des  Sechsecks  ABCDEF 
Tangenten  an  den  Kegelschnitt  gezogen,  so  erhält  inan  ein  um- 
schriebenes Sechseck,  das  mit  dein  eiuheschriebenen  im  Verhältnis 
der  polaren  Reciprocität  steht;  die  Auwendung  der  Sätze  6.  und  7. 
auf  die  beiden  letzten  Sätze  führt  demnach  zu  folgendem  Satze: 

III)  Wenn  man  in  einem  dem  Kegelschnitte  umschriebenen 
Sechsecke  die  gegenüber  liegenden  Seiten  verlängert,  bis  sie  sich 
einzeln  in  drei  Punkten  durchschneiden , und  mau  zieht  von  jedem 
dieser  Durchschnittspunkte  Gerade  nach  den  beiden  übrigen  Ecken 
des  Sechsecks,  so  schneiden  sich  von  diesen  sechs  Geraden  drei 
und  drei  in  einem  und  demselben  Punkte,  und  diese  beiden  neuen 
Punkte  liegen  mit  dem  Durchschnitte  der  drei  Hauptdiagoualen  des 
Sechsecks  (Lehrsatz  9.)  in  einer  und  derselben  Geraden. 

IV)  Verlängert  man  in  einem  dem  Kegelschnitte  cinbeschriebe- 
nen  Sechsecke  diejenigen  Diagouatcn,  welche  von  demselben  ein 
Dreieck  abschneiden,  und  bestimmt  die  Durchschnitte  Q , H , S je 
zweier  gegenüber  liegenden  Diagonalen  dieser  Art , so  liegen  je 
zwei  dieser  Durchschnitte  mit  einem  der  Durchschnitte  A/,  A,  P 
der  Gegenseiten  des  Sechsecks  in  einer  und  derselben  Geraden. 

Beweis.  Da  die  Durchschuitte  #•,  h der  Gegenseiten  des 
Sechsecks  ACFDBE  in  gerader  Liuie  liegen,  so  haben  die  Drei- 
ecke EF/i  uud  BCg  die  in  Lehrsatz  3.  bezeichnet«*  Lage;  mithin 
liegen  nach  demselben  Satze  die  Durchschnitte  A,  B , Q ihrer  ent- 
sprechenden Seiten  in  gerader  Linie.  — Eben  so  wird  bewiesen, 
dass  die  Punkte 


A/,  Q,  S 
P,  B,  S 

einzeln  in  gerader  Linie  liegen. 

Die  Anwendung  der  Sätze  6.  und  7.  auf  IV)  führt  noch  zu  fol- 
gendem Satze: 

V)  Verlängert  man  in  einem  dem  Kegelschnitte  umschriebenen 
Sechsecke  die  erste,  dritte  und  fünfte  Seite,  bis  sie  unter  sich  ein 
Dreieck  bilden,  eben  so  die  zweite,  vierte  und  sechste  Seite,  bis 
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* 

\ 


i 

I 

auch  diese  ein  Dreieck  bilden,  so  schneiden  sich  die  Verbindungs- 
linien der  gegenüber  liegenden  Ecken  dieser  Dreiecke  je  zwei  und 
zwei  auf  den  drei  Diagonalen  des  Sechsecks. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  kann  auch  direkt  aus  dem  Brian- 
chon’schen  Satze  (Lehrsatz  9.)  hergeleitet  werden.  Siehe  meine 
Lehre  der  Transversalen,  Lehrsatz  LXXXIII. 


XXIV. 


Ueber  die  Reiben,  welche  den  Cosinus  und 
Sinus  durch  Potenzen  des  Bogens 

ausdrücken. 


Von 

Herrn  Doetor  O.  Schlö milch, 

t 

Privatdocenten  an  der  Universität  zu  Jena. 


In  den  Supplementen  zu  Klügels  mathematischen  Wörterbuche 
gründet  der  Herr  Herausgeber  des  Archivs  den  Beweis  der  Reihen: 


cos  x = 1 — 


sin  x 


x 

T 


x2 

j~2 

xl 

1.2.3 


x * 


1 .2.3.4 

x’° 


1 .2 . 3 . 4 . 5 


auf  die  folgenden  rein  goniometrischen  Sätze: 

cos  nO  = n0  — /z2(2siu  -’0)*  cos|0-f-//4(2sin£0)4  cos  J0 — 

— »!(2siD y0)  sin ^0 -L-«j(2sin-t0)3  sin|0  — .... 

sin  nO  = ^,(2sin  40)  cos  40  — »,(2sin  40)3  cos  -30  + . 

— /z2(2siu  |0)*sin-|0  -+-/z4(2sin  *0)4  sin  40  — .... 

in  welchen  n eine  positive  ganze  Zahl  sein  muss  und  /<„,  /*,,  //, 
u.  s.  w.  die  Binomialcoeflicienten  des  Exponenten  n bedeuten.  Die- 
ser Beweis  der  Cosinus-  und  Sinusreihen  hat  die  grossen  Vorzüge, 
ebensowohl  von  der  Anwendung  imaginärer  Grössen , als  von  der 
Methode  der  unbestimmten  Coefiicieuten  frei  zu  sein,  sobald  man 
die  Gültigkeit  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  auf  elementarem  Wege 
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nachgewiesen  bat.  Diess  geschieht  a.  a.  0.  mittelst  des  Schlusses 
von  » auf  /»-4-1,  welcher  bei  aller  Evidenz  doch  das  Unangenehme 
hat,  dass  man  nicht  \veiss\  wie  man  zu  jenen  Gleichungen  gelangt 
ist.  Es  dürfte  daher  nicht  überflüssig  sein,  eine  elementare  Ablei- 
tung derselben  mitzutheilen. 

ln  einem  früheren  Aufsatze  über  die  Binomialcoefflcienteu,  Ar* 
cbiv  i.  Theil,  S.  431.  u.  f.  habe  ich  gezeigt,  dass  man  auf  elemen- 
tarem Wege,  durch  ein  Verfahren,  welches  mit  dem  der  Difieren- 
zenrechnung  Aelinlichkcit  hat,  zu  folgenden  Gleichungen  gelangen 
kann: 

(2cos  x)rn  . cos  mx  = mü  cos  2 mx  m , cos  (2 m — 2)x 

i * 

-I-  m2  cos  (2 m — \)x 
oder,  weil  mQ  ==  mm,  mx  = min—\x  m2  z=z  wm—  2 u.  s.  w.  ist: 

# 4 

* ^ 

(2cos  x)m  cos  mx  = m0-+-  mt  cos  2x  4~  mu  cos  \x  •+-....  (3) 

♦ . I 

und  ebenso : 

(2008^;)*”  sin  mx  = mx  sin  2x  •+*  ///,  sin  \x  -1-  ///,  sin  §x  -4-  , . . . (4) 

71  — — U 

welche  für  x = — - — in  die  folgenden  übergehen: 

(2sin  ~)w  cos  — mo  — mi  cos  u-\-  m2  cos  2 u — ....  (5) 

(2sin  ~)m  sin  7n^n—~  — *»,  sin  u — tn2  sin  2 */-f-  m%  sin 3//  — ....  (6) 

Ar  Ar 

ln  der  Reihe  (5)  setzen  wir  nun  m successive  = 0,  1,  2,  3 . . . . bis 
zu  einer  beliebigen  Zahl  n und  multipliciren  die  entstehenden  Glei- 
chungen mit  — nn  +»»»  — «3  u-  s*  w.,  so  kommt: 

»o  = *4“  »o 

— «,(2sin  4«)  sin  = — w,(l0  — 1 1 cos  u) 

— //,(2sin  4«)*  cos-jW  = -f-  //,(2U  — 2,  cos  u -+-  2a  cos  2 u) 

4-  »,(2sin  4«)*  s>ö  4«  = — ^*(30  — 3,  cos  u -4-  3a  cos  2 u 

* • — 3,  cos  3») 

4-  n4(2sio  4«)i * * 4  cosjw  = -+•  /z4(40  — 4,  cos  u-\-  4a  cos2i/ 

— 4,  cos  3 u -+-  44  cos  4») 


i tt*(2sin  4«)n  co»?f%  --  = dtr  nn{n9  — * , cos  n 4-  n%  cos  2 u 

— . . . . dfc  nn  cos  nu). 

Wenn  wir  jetzt  Alles  nddiren  und  die  Glieder  auf  der  rechten  Seile 

nach  den  Cosinus  ordnen,  so  wird: 


(7) 
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na  — »a(2sin  |«i)*  cos f«  -|-  #»4(2sin  4»)4  cos  — . . . . • 

— #»,(2sin  4«)  sio  I«#  4-  »,(2sin  4»)*  sin  \u  — . . . . 

= »0 — «,+»,-»,  4- . . • . 1 

4"* cos  «(»,.1, — »3.2i4-»3.3, — »4.4,  4-....)f 
-+-  cos2«(/*a  .2,  — nt  .3,  4-  #*4.4,  — », . 5,  -+- ....)/ 
+ cos3»(/i,  .3,  — »4 .4,  + »,.5,  — .6,  Hh  ....)| 

4-  cos  nu . n„  . »»  ) 


Der  Coefficient  eines  Cosinus  cos  /«#,  wo  p eine  positive  ganze  Zahl 
ist,  würde  sein 


nv  • Pp  — *p+\{p  + l)/s  + np+2{p  + 2)^  — ....  (8) 

Die  Summe  dieser  Reibe  ist  sehr  leicht  zu  finden.  Man  bemerke 
zunächst,  dass  für  ganze  positive  m und  r immer  mr  — • mm—r,  mit- 
hin die  obige  Reibe  auch  gleich  der, folgenden  ist: 

« i 

• * 

nP»Po  — np+\{p  + l)i  4-  np+jjfo  4-2),  — .... 

\ 

Drückt  man  hier  »^+i,  «fy+2  u-  s.  w.  durch  t*p  aus  und  setzt  für 
Poi  <p  + l)n  (/> 4-2),  u.  s.  w.  ihre  Werthe,  so  ist  unsere  Reihe 
auch 


ri  _ n~v  i_  (n  — p)(n  — p — l)  (p-j-2) (p-j-1) 

"pl  p+l'  1 " (p-bi)(p-hV  1 1.2 


n — p 
1 


(n—p)(n~p  — 1) 

1.2 


Die  Grtissen  innerhalb  der  Klammer  sind  aber  nichts  Anderes,  als 
die  successiven  Binomialcoefücienten  des  Exponenten  n — p.  Das 
Aggregat  derselben  mit  wechselnden  Zeichen  genommen  ist  Null, 

sobald  n>p  ist.  Wir  haben  daher  auch  in  (8): 

/ 

- 0 =znp.pp  — tfp+i(p  4- 1)^  4~  **p+2(p  4-  typ n^>p» 

4 

_ • * \ 

Substituiren  wir  diess  Resultat  in  die  Gleichung  (7)  für  £?  = 0, 

1,2,3, — 1,  so  findet  sich,  dass  die  Coefjficienten  von  cos 0», 
cos«,  cos  2«,  ....  cos  (n  — 1)«  sämmtlicb  =0  sind’.  Der  Coeffi- 
cient  des  letzten  Gliedes  dagegen,  worin  n = p ist,  wird  1,  und 
folglich  geht  die  Gleichung  (7)  in  die  einfachere  über: 

n0  — »S(2sin  4«)*  cos  f»  4-  «4(2sin  4«)4  cos  4«  — .... 

- • — »,(2sin4»)  sin  y«4~Äa(2sin  4«)*  sin  4«  — .... 

= cos  nu 

Behandelt  man  ebenso  die  Gleichung  (6),  so  ergiebt  sich: 


(») 


I 


I 
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*s,(2sin  ^«)  cos  \u  — »,(2sin  £«)*  cos j»  — .... 

— /i3(2sin  4«)*  sin  |«  -+-  /*4(2sio  {»)*  sin  £«#  — . . . . } (10) 

= sin  nu 

Diese  Gleichungen  sind  es,  deren  Ableitung  gegeben  werden  sollte 
und  welche  für  n-=z@  in  die  a.  a.  0.  gebrauchten  übergeben. 

Die  Entwickelung  der  Cosinus  und  Sinusreiben  aus  denselben 
ist  in  kurzer  Andeutung  folgende.  Man  nehme  in  Formel  (9)  /tu 

= .ar,  also  /*=:—,  und  setze  diess  in  die  Wertbe  vou 

u 


71 

j » *1 


n(n — 1) 


1.2  * 


n(n  — I)  (n  — 2) 
1.2.3 


so  wird: 

- x(x — tt)/2sin4«A„ 

CQ8^=l , 

x{x  — u)(x  — 2 u)  (x  — 3w)/2sin  JiA  4 

H 1 T — J cos  \u  — 

1. 2.3.4  ' u / 2 

4?/2sin4&\  . , 

-"•Tl- jrVs,n*“ 

- * * 

* 

, x(x  — u)  (x  — 2i*)/2sin  |tc\  * . 

H r~n  H — J sin  \u  — .... 

1.2.3  V u / 2 

Dabei  siud  oc  und  u im  ßanzen  beliebig  und  nur  der  Bedingung  unter- 
worfen, dass  ~ eine  ganze  positive  Zahl  ist,  welche  aber  von  will- 
kührlicber  Grösse  seiu  kann.  Zugleich  ist  klar,  dass  die  Reihe  um 

* *JC 

so  mehr  Glieder  haben  wird,  je  kleiner  //,  d.  b.  je  grösser  •—  ist. 

Die  Reibe  (9)  bat  nämlich  //-4-1  Glieder,  folglich  die  obige  -F 1 

Glieder,  eine  Anzahl,  die  immer  zunimmt,  je  kleiner  u wird.  Las* 
sen  wir  endlich  u zur  Gränze  0 übergehen,  so  ist 


. . 2sin  \u  . . sin  \u  , 

Lim — = Lim  — : — = l, 

\u 


u 


folglich  auch 


- . f 2s in  ?us\m  , 

Um  =*! 


ferner  haben  wir  dann 


C08  \u  = COS  U.  S.  W =1  " 

sin  ^w  = sin  \u  u.  s.  w • — ~ 0. 

und  wenn  wir  auch  in  den  Coefficienten  uz=z  0 nehmen 


x 3 


x' 


eo,*ssl--n*  + 1.2. 3. 4 


(II) 


\ 
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und  diese  Reihe  ist  jetzt  eine  unendliche,  weil  die  Gliederanzahl 

ÜC 

1-1  unendlich  gewordeu  ist. 

Durch  Anwendung  des  nämlichen  Verfahrens  auf  die  Gleichung 

(10)  erhält  mau  ebenso  leicht: 

• \ 

8i“^=f-i^+näX4T5---  - <12) 

t ' * 

t 

Im  systematischen  Vortrage  der  Analysis  bietet  die  vorige  Dar- 
stellung den  Vortheil  dar,  dass  sic  den  natürlichsten  Uebergangs- 
punkt  in  das  Gebiet  der  imaginären  Grössen  bildet.  Mau  kennt 
schon  die  Reihen 


-j-  e — c(X  ^ 

a^x3  ct*x4 

2 — 

1.2  1 1.2. 3. 4 

/ 

e(tx  — e—ttx x ct2x3  t a4x6 

2a  1 1.2.3  1 .2.3.4. 5 


und  braucht  in  denselben  nur  a = zu  nehmen,  um  sogleich 

zu  den  Formeln  zu  gelangen: 

t 

e—a V"—i  cxV7— i _ e—xV—\. 

— cos  x,  77= = sin.r, 


aus  welchen  man  wieder  die  folgenden]: 

r±r  cos  x V/ — 1 sin  x,  e—^~l  = cos  x — \/  — 1 sin  xr 

• / 

ableitet.  Setzt  man  hierauf  fix  für  t u,  so  ergieht  sich  ganz  allge- 
mein  für  jedes  fi  die  Gleichung: 

• f 1 

' (cos  xzt:\/  — 1 sin  x)^  = cos  fix  zt:  \/  — 1 sin  fix, 

von  der  man  gewöhnlich  auszugeheu  pflegt,  um  die  Cosinus  und 
Sinusreibe  aufzuflnden. 


XXV. 

Nachtrag  za  der  Abhandlung  Thl.  V.  No.  XVIII. 

' • • V 

Von 

Herrn  Fr.  Seydewitz, 

Oberlehrer  aui  Gymnasium  zu  Heiligenstadt. 


i 

Nachdem  die  Abhandlung  Th.  V.  No.  XVIII.  schon  obgedruckt 
war,  hat  mir  der  Herr  Verfasser  dieser  Abhandlung  den  folgenden, 
nach  seiner  eigenen  Aeusserung  ,,zwei  wesentliche  Verbesserungen’’ 
enthaltenden  Nachtrag  zu  derselben  gesandt,  und  rücksichtlich  der- 
selben die  Besiiinniuug  gegeben,  dass  die  mit  A.  bezeichuctc  Ver- 
besserung die  Stelle  von  §.  6 1 — 2 (exelus.),  und  die  mit  K.  be- 
zeichnete  Verbesserung  die  Stelle  der  unmittelbar  auf  §.  7.  3.  fol- 
genden Betrachtung  und  der  Sätze  4.  und  5.  einuchincn  soll. 


1.  Wenn  in  einer  Ebene 
zwei  Involutionen  von 
P unkten  und  ausserdem 
ein  beliebiger  Punkt  gege- 
ben sind,  einen  Kegel- 
schnitt zu  findeu,  welcher 
durch  diesen  Punkt  geht, 
und  tür  welchen  die  zuge- 
ordneten Punktenpaare  je- 
ner beiden  Involutionen  zu- 
geordnete harmonische 
vPole  sind. 

Auflösung.  Sind  die  Gebilde 
beider  Involutionen  ungleichlie- 
- gend,  so  suche  man  deren  Haupt- 
punkte und  sofort  einen  Kegel- 
schnitt 51,  welcher  durch  diese 
vier  und  durch  den  gegebenen 
Punkt  gebt;  so  ist  5t  der  verlangte. 
Iii  jedem  anderen  Falle  dagegen 
verbinde  man  den  gegebenen 
Punkt  B mit  zwei  zugeordneten 
Puuktenpanren  ö , ft';  b,  b'  und 
a,,  ft',;  b,,  b',  einer  jeden  der 
zwei  gegebenen  . Involutionen 


1.  Wenn  in  einer  Ebene 
z w e i Involutionen  von 
Strahlen  und  ausserdem 
eine  beliebige  Gerade  ge- 
geben sind,  einen  Kegel- 
schnitt zu  finden,  welcher 
diese  Gerade  berührt,  und 
für  welch  cu  die  zu  geordne- 
ten Strahlen paare  jener 
beiden  Involutionen  zuge- 
ordnete b arm  ouische  Pola- 
ren sind. 

Auflösung.  Sind  die  Gebilde 
beider  Involutionen  ungleicblie- 
gend,  so  suche  inan  deren  Haupt- 
strahlen  und  sofort  einen  Kegel- 
schnitt 51,  welcher  diese  vier  und 
die  gegebene  Gerade  berührt;  so 
ist  5t  der  verlangte,  ln  jedem 
anderen  Falle  dagegen  suche  man 
auf  der  gegebenen  Geraden  A 
das  gemeinschaftliche  Paar  zu- 
geordneter  Punkte  zweier  Invo- 
lutionen, welche  durch  die  Durch- 
schnitte a,  ft';  b,  b'  und  a4»a'»; 
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durch  die  Geraden  ay  a*\  b , b' 
und  ax  , a'x  ; , b\  und  suche 

das  gemeinschaftliche  Paar  zu-  j 
geordneter  Strublen  e,  e'  zweier 
Involutionen,  welche  durch  a , 
b , b'  und  a\ , ; bXyb\  bestimmt 

werden;  so  sind  diese  Strahlen 
e,  e’  nach  §.  3.  5.  no(h wendig 
vorhanden.  Sodann  suche  man 
in  den  gegebenen  Involutionen 
diejenigen  Punkte  q,q,,  welche 
' dem  Durchschnitte  p ihrer  Rich- 
tungslinien 8 , Sx  zugeordnet 
sind,  verbinde  diese  Punkte  mit 
einander  durch  eine  Gerade  P 
und  die  Punkte  B x , B^ , wo  P. 
von  e , e geschnitten  wird,  mit 
je  zwei  zugeordneten  Punkten- 
paaren a,  a';  b,  b';  C,  c*.;  b,  b' . . . . 
irgend  einer  der  gegebenen  In- 
volutionen durch  die  Geraden 
& i » 5 ^ \ » b 2\  c xi  c2  ; (lx , d2  • • . • ; 

so  schneiden  sich  die  letzteren 
paarweise  auf  dem  Umfange  des 
verlangten  Kegelschnittes  21. 


b, , b',  der  Geraden  A mit  zwei 
zugeordneten  Strahlenpaaren  ay 
a’\  b,  b ' und  ax  , a , ; bx  , //,  ei* 

I ner  jeden  der  zwei  gegebenen 
Involutionen  bestimmt  werden: 
so  sind  diese  Punkte  e,  e'  nach 
§.  3.  5.  nothwendig  vorhanden. 
Sodann  suche  man  in  den  gege- 
benen Involutionen  diejenigen 
Strahlen  qx  , welche  der  Ver- 
bindungslinie P ihrer  Mittelpunkte  - 
zugeordnet  sind,  verbinde 
den  Durchschnitt  p dieser  Strah- 
len q , qx  mit  den  Punkten  e,  e' 
durch  die  Geraden  A , , A2  und 
endlich  die  Punkte  a,,b,,C,,b, .... 

tt\>  b',,  c',,  b' wo  Ax  von 

den  Strahlen  ay  b , c,  a\ 

b\  c\  d' ....  irgend  einer  der  ge- 
gebenen Involutionen  geschnitten 
wird,  mit  den  entsprechenden 
Punkten  a3,  ba,  ca,  ba  . . . . a'a,  b'a, 
c'a,b'a....,  wo  A2  von  deu  zu- 
geordncten  Strahlen  a\b\dxd' * ... 
a.b.c.d....  derselben  Involu- 
tion geschnitten  wird,  durch  ge- 
rade Linien,  so  sind  diese  die 
Tangenten  des  verlangten  Ke- 
gelschnittes 21. 


Beweis  (links).  Da  Bx(axf  bXJ  cx  = £(a,  b,  C,  b . . . .) 

= S'(a\  b',  c',  b' ) = B2{a2,  b2 , ca,  d2  . . . .)  ist,  so  ist 

^i(®i » ^i>  ^i»  ....)  — B2(a3i  b2y  c2y  (l2  ....), 

also  liegen  die  Punkte  Bxi  ß2  und  die  Durchschnitte  von  axxa2\ 
bx,b2  ....  auf  einem  Kegelschnitte  21;  und  da  auch  die  Geradeu  . 
Ä,Ä2,  B2p\  Bxp*  B2Bx  \ e,  e entsprechende  Strahlenpaare  von 
Bxi  B2  sind,  so  muss  21  die  Geraden  B2p  und  B xp  in  den  Punk* 
ten  B2,Bx  berühren  und  auch  durch  den  Punkt  B gehen.  Be- 
dient man  sich  zur  Construction  von  21  der  Punktenpaare  a,,a',; 
b,,b'i5  C , , c'i ; b,,  b'j  ....,  so  fällt  der  neue  Kegelschnitt  mit  dein 
vorigen  zusammen,  indem  beide  den  Punkt  //,  die  Tangenten  Bxp , 
B2p  und  deren  Berührungspunkte  gemein  habet).  Da  nun  p der 
harmonische  Pol  von  P für  21  ist,  also  P durch  die  harmonischen 
Pole  von  Sy  S , für  21  geht,  so  sind  nach  §.  4.  2.  die  Punktenpaare 
a,  a';  b,  b';  c,  c';  b,  b# ....  und  a, , a', ; b, , b', ; c, , c', ; b,,  b',  — 
zugeordnete  harmonische  Pole  für  21. 

Vertauscht  man  den  Punkt  B links  ynd  die  Gerade  A rechts 
nach  und  nach  mit  anderen  Punkten  und  Geraden,  ohne  die  gege- 
benen Involutionen  zu  ändern,  so  erhält  man  links  ein  System  von 
Kegelschnitten  mit  zwei  zugeordneten  gemeinschaftlichen  Sekanten 
Sy  Sx  y und  rechts  eines  mit  zwei  zugeordneten  gemeinschaftlichen 
Tangeutendurchschnitten  sX)  welche  reell  oder  ideal  sind,  jeuach* 
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dem  die ' gegebenen  Involutionen  aus  ungleicliliegenden  oder  aus 
gleicbliegenden  Gebilden  bestehen.  Jeder  Punkt  oder  jede  Gerade 
in  der  Ebene  eines  solchen  Systemes  gehört  einem  der  dazu  ge- 
hörigen  Kegelschnitte  an;  hieraus  und  aus  §.  5.  ergiebt  sich: 


B. 


Eine  beliebige  Gerade  A werde  von  der  gemeinschaftlichen  Se- 
kante 8 der  Kegelschnitte  21,  39,  (£,  2) . . • . im  Punkte  3,  und  von 
den  harmonischen  Polaren  er7,  b\  c\  d .. ..  ihres  gemeinschaftlichen 
'Tangentendurchschnittes  s in  den  Punkten  a,  .b,  C,  b . . . . geschnit- 
ten, wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  d,b\c\d  ....  durch  einerlei  ' 
Punkt  p gehen;  es  seien  «,  cf  d , . . . die  harmonischen  Polaren 

der  Punkte  <*,  b,  c,  b . . . . für  S3,  (5,  2) .... , welche  also  sämmt- 

licli  durch  s gehen  müssen;  und  ax>  bx,  cx1  dx  ....  seien  die  Strah- 
leu,  welche  von  s nach  a,  b,  C,  b . . . . gehen;  endlich  seien  b'\ 
d\  d ' . . . . die  harmonischen  Polaren  des  Punktes  $ für  21,  39,  (£, 
2)....,  welche  also  sämmtlich  durch  einerlei  Punkt  K'  der  ge- 
meinschaftlichen Sekante  S und  einzeln  durch  die  harmonischen 
Pole  «,  ß,  y,  d . . . . von  S für  2t,  39,  (£,  2) . . . . gehen  müssen.  Diess 
vorausgesetzt,  so  schneiden  sich  je  zwei  Strahlen  «,  b , bn\c,  c'\ 
d^d' ....  im  harmonischen  Pole  der  Geraden  A für  21,33,  (£,  2) .... 
Aber  die  Strahlen  a , b , c,  d . . . . bilden  einen  Strahlbüschel  s oder 
B , welcher  mit  dem  von  bn  ct , dt  . . . . gebildeten  Strahlbüschel 
B,  involutorisch  ist,  indem  je  zwei  Strahlen  a^ax\  b,bx  ....  zu* 
geordnete  harmonische  Polaren  von  & für  sämmtliche  Kegelschnitte 
sind;  der  letztere  wieder  ist  mit  dem  von  a\  b\  d,  d ....  gebilde- 
ten, p oder  /?',  perspectivisch , und  dieser  zufolge  des  vorigen 
Satzes  mit  dem  von  a’\  b’\  c ",  «T ....  gebildeten,  B’\  projectivisch; 
also  ist  auch  B[a , b , c,  d . . . .)  =±  B"(d\  b ",  c \ d' . . . .).  Bedenkt 
man  nun  noch,  indem  man  die  Durchschnitte  von  S und  derjenigen 
Strahlen  von  /?,  welche  den  Strahlen  sp}  des  Strahlbüschels  B x 
entsprechen,  mit  y,  ö,  bezeichnet,  dass  in  den  Strahlbüscheln  B , 
/?,,  td , ßr  der  Reihe  nach  sich  die  Strahlen  spt  sp,  B"it  und 
*$3,,  p$,  B"$  entsprechen,  so  erhält  man  links,  und  ähnlicher 

Weise  rechts,  den  Satz: 

4.  Hat  eine  Schaar  von  Kegelschnitten  eine  reelle  • 
oder  ideale  Sekante  und  einen  reellen  oderidealenTan- 
gentendurch  schnitt  gemein, 


so  liegen  a)  die  harmo- 
nishen  Pole  einer  beliebi- 
gen Geraden  ihrer  Ebene 
in  Bezug  auf  alle  diese 
Kegelschnitte  auf  den  Um- 
fängen zweier  Kegel- 
schnitte, welche  die  ge- 
meinsch aftiiche  Sekante  in 
den  nämlichen  zwei  Punk- 
ten schneiden,  und  welche 
beide  durch  den  gemein- 
schaftlichen Tangenten- 
durchschnitt gehen.  Der 


so  umhüllen  a)  die  harmo- 
nischen Polaren  eines;  be- 
liebigen Punktes  ihrer 
Ebene  in  Bezug  auf  alle 
diese  Kegelschnitte  zwei 
neue  Kegelschnitte,  welche 
die  nämlichen  zwei  Strah- 
len des  gemeinschaftlichen 
Tangentendurchschnittes 
und  beide  die  gemeinschaft- 
liche Sekan te  berühren.  Der 
eine  von  jenen  zwei  Strah- 
len ist  die  der  Verbindungs- 
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eine  von  jenen  zwei  Punk- 
ten ist  der  dem  Durch- 
schnitte jener  Geraden  und 
der  gemeinschaftlichen  Se- 
kante zugeordnete  harmo- 
nische Pol;  der  andere  liegt 
' auf  demjenigen  Strahle  des 
gemeinschaftlichen  Tan- 
gen tendurch  Schnittes,  des- 
sen zugeordnete  harmoni- 
sche Polare  nach  jenem 
/Durchschnitte  geht.  Der 
eine  dieser  beiden  Kegel- 
schnitte berührt  i in  g e in  e i n • 
schäftliche  n Tangenten- 
durchschnitte die  eine,  der 
andere  die  andere  der  bei- 
den Geraden,  welche  die 
harmonischen  Pole  der  g e - 
m e i n s c h a f 1 1 i c h e n Sekante 
für  die  betreffenden  Grup- 
pen von  Kegelschnitten  ent- 
halten. Daher  haben  b)  alle 
Kegelschnitte,  welche  den 
verschiedenen  Geraden  in 
der  Ebene  der  ersten  Schaar 
entsprechen,  einen  und  den- 
selben Punkt  gemein  und 
berühren  in  diesem  Punkte 
die  eine  oder  die  andere 
von  zwei  festen  Geraden, 
c)  Unter  diesen  befinden 
sich  auch  'zwei  Kegel- 
schnitte, welche,  indem  sie 
der  unendlich  - entfernten 
Geraden  der  Ebene  ent- 
sprechen, die  Mittelpunkte 
aller  Kegelschnitte  der  er- 
sten Schaar  enthalten. 


linie  jenes  Punktes  und  des 
gemeinschaftlichen'  Tan- 
gentendurebschnittes  zu- 
geordnete harmonische  Po- 
lare; der  andere  geht  nach 
demjenigen  Punkte  der  ge- 
meinschaftlichen Sekante, 
dessen  zugeordneter  har- 
monischer Pol  auf  jener 
Verbindungslinie  liegt.  Der 
eine  dieser  beiden  Kegel- 
schnitte berührt  die  ge- 
rnei n schaftli ch e Sekante  in 
dem  einen,  der  andere  in 
dem  anderen  der  beiden. 
Punkte,  in  welchen  die  har- 
monischen Polaren  des  ge- 
meinschaftlichen Tangen- 
te ndurc  lisch  nittes  für  die 
betreffenden  Gruppen  von 
Kegelschnitten  convergi- 
ren.  Daher  haben  b)  alle 
Kegelschnitte,  welche  den 
verschiedenen  Puukten  in 
derEbeue  der  ersten  Schaar 
entsprechen,  eine  und  die- 
selbe Tangente  gemein  und 
berühren  dieselbe  in  dem 
einen  oder  dem  anderen  von 
zwei  festen  Punkten,  c)  Un- 
ter diesen  befinden  sich  auf 
solche,  welche  paarweise 
von  den,  einerlei  Richtung 
zugeordneten  Durchmessern 
aller  Kegelschnitte  der  er- 
sten Schaar  umhüllt  wer-" 
den,  indem  sie  den  unend- 
lich-entfernten Punkten  der 
verschiedenen  Geraden  der 
Ebene  entsprechen. 


(Der  nun  folgende  Satz  5.  nebst  der  beigefügten  Note  ist  weg- 
zulassen.) . , 


% 
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XXVI. 

* I 

Uebungsaufgaben  für  Schüler. 


Von  d e‘m  Herrn  Doctor  S c h I ö m i 1 c li , Privatdocenten  an 

. der  Universität  zu  Jenu. 

* « , » 

. • * • 

1)  Sei  dos  gleichschenkliche  Dreieck  MAO  (Taf.  IV.  Fig.  6.) 
das  Profil  eines  geraden  Kegels,  AB  das  einer  ihn  schneidenden 
Ebene.  Der  Schnitt  sei  so  geführt,  dass  die  entstehende  Durch- 
schnittfigur eine  Ellipse  bildet,  von  welcher  Aß  die  grosse  Achse 
darstellt.  Die  zur  Construction  der  Ellipse  noch  nöthige  kleine 
Achse  findet  man  durch  folgendes  Verfahren:  Man  halhire  Aß  in 
C und  ziehe  durch  diesen  Punkt  eine  Gerade  parallel  OP.  und  eine 
zweite  parallel  A/A,  welche  letztere  die  Gerade  OP  in  G und  MO 
in  H schneidet.  Mit  GH  als  Halbmesser  beschreibe  man  aus  G 
als  Mittelpunkt  einen  Kreisbogen,  der  die  durch  C gezogene  Senk- 
rechte in  K schneidet;  CK  ist  dann  die  kleine  Halbachse  der  El- 
lipse. Nimmt  man1  also  CD-=z  CE r=  CK  senkrecht  auf  Aß , so 
hat  man  in  Aß  die  grosse,  in  DE  die  kleine  Achse  der  entstan- 
denen Ellipse,  die  nun  Idtcht  gezeichnet  werden  kann. 

Wie  lässt  sich  die  Richtigkeit  dieses  Verfahrens  beweisen? 
Welche  Modification  tritt  ein,  wenn  der  Kegel  ein  schiefer  ist? 

9 

* * * 

2)  In  (Taf.  IV.  Fig.  7.)  stelle  die  gezeichnete  Curve  eine  gleich- 
seitige Hy^erbfl  dar;  von  einem  Punkte  P derselben  sind  nach  den 
Endpunkten  A und  ß der  Achse  die  Geraden  AP , BP  gezogen. 
Errichtet  man  in  einem  beliebigen  Punkte  A/de r verlängerten  Achse, 
welcher  aber  zwischen  ß und  Q.  liegt,  eine  Senkrechte  A/A7,  wel- 
che von  AP  und  ßP  in  D und  C geschnitten  wird,  so  ist  L-  PCD 
= [_  PAß  und  folglich  auch  ^ PDC^zrz l_PBA.  Wie  lässt  sich 
diess  zeigen?  (Beide  Sätze  sind  sehr  leicht  zu  beweisen,  wenn 
man  ihnen  eine  projectivische  Bedeutung  abgewinnt.) 


» 

Algebraische  Sätze,  welche  zu  beweisen  sind. 

Für  jede  ungerade  Zahl  > 1 ist 

, //T--12  , . (//**- 3*)  , 

f 2*  * * g2 , 42  • t ...» — " 
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und  für  jede  gerade  Zahl  >0:  . ' 

m*  — 2a  , (m2—22)(m2—\2)  t 1 

T 3*  3* . 5*  T m2  — 1* 

% 

Beide  Reiben  werden  so  weit  fortgesetzt,  bis  sie  von  selbst  ab- 
Brechen. 


Einige  Berichtigungen  zu  Theil  IV. 

' > 


S.  187.  Z.  1.  statt  cos  ß*  s.  m.  cos  /. 

S.  191.  Z.  6.  ,,  Reflexion  s.  m.  Refraction. 


Berichtigungen  zu  der  Abhandlung  No.  XXXII.  von 

Herrn  Dr.  K.  G.  Björling. 

S.  293.  ÜS.  1.  v.  u.  statt  und  1^^  s.  m.  und  v„. 


296.  Z.  1.  v.  u. 
298.  Z.  5.  v.  o. 


,,  299.  Z.  10.  v.  o. 

JJ  *9  M 12» 

300.  Z.  5.  v.  o. 


11.  v.  o. 


»>  »» 

„ 301.  Z.'  7.  v.  u. 
,,  304.  Z.  13.  v.  o. 
,,  306.  Z.  6.  v.  o. 
,,  313.  Z.  18.  v.  o. 
„ 314.  Z.  4.  v.  u. 


>> 

>> 

fi 

99 

99 

99 

99 

99 

99 

99 

99 


(1+^fi)’  s.  m.  (M-4^,7,)*. 

J'Ca  - ßf-(ß)äß)  s.  m.  f(*-ßW(ß)dß. 

|jl  — 4a* )y*  s.  m.  ^|(1  — 4a*)9>". 

£{1 -f-4a*)g>"  8.  m.  £|(1  4a*)<jp". 

r/a  8.  m.  da. 

2 ip  s.  m.  2t 

f,  f'f3  s.  m.  f\  — ff3. 

= c,  s.  m.  =0, 

«0=  8.  m.  to  = — . 

(44)  s.  m.  (42). 

acy- plano  s.  m.  oc%-  plano. 
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XXVII. 

Ueber  die  Theorie  des  Dipleidoscops. 

Von 

Herrn  Gustav  Schmidt 

zu  Wien. 

(Von  Herrn  Director  C.  L.  v.  Littrow  in  Wien  dein  Herausgeber  zur 
Aufnahme  in  das  Archiv  mitgetheilt.) 


Das  von  E.  Dent  in  London  (82,  Strand)  angegebene  DL. 
pleidoscop  ist  so  einfach  in  seiner  Anwendung  und  verspricht  so 
genaue  Resultate,  dass  man  eine  allgemeine  Einführung  dieses  Mit- 
tels, die  Zeit  zu  bestimmen,  mit  Zuversicht  erwarten  kann.  Es 
besteht  dasselbe  bekanntlich  in  einem  von  drei  plan  • parallelen 
Glasplatten  gebildeten  gleichschenkligen  Prisma,  das  wir  hier  der 
Einfachheit  wegen  zugleich  als  rechtwinklig  annektnen  wollen;  es 
bilden  sich  so  von  jedem  leuchtenden  Punkte,  der  vor  der  Hypo- 
tenusen-Fläche  sich  befindet,  zwei  reflectirte  Bilder,  deren  eines  von 
dieser  Hypotenusenfläche  des  Prisma’s  zurück  geworfen  wird,  und 
deren  anderes  durch  doppelte  Reflexion  an  den  Kathetenflächen 
entsteht.  Diese  beiden  Bilder  werden,  wie  aus  der  Natur  der  Sa- 
che hervorgeht,  sich  bei  einer  gewissen  Bewegung  des  leuchtenden 
Gegenstandes  immer  gegen  einander  bewegen  oder  sich  von  einan- 
der entfernen,  und  somit  auch  in  einer  gewissen  Lage  dieses  Ge- 
genstandes sich  decken.  Ist  nun  ein  solches  Prisma  einmal  z.  B. 
in  Bezug  auf  den  Meridian  richtig  aufgestellt,  so  erfolgt  die 
Deckung  auch  immer  wieder  zur  Zeit  des  wahren  Mittags.  Da 
eine  solche  Deckung  mit  grosser  Schärfe  beobachtet  werden  kann, 
und  selbst  die  Bewaffnung  des  Auges  mit  einem  Fernrohre  erlaubt, 
da  ferner  die  Vorrichtung  bei  ilirer  Kleinheit  durchaus  keinem 
schädlichen  Einflüsse  der  Temperatur  unterliegt,  so  kommen  dem 
Dipleidoscope  die  Vorzüge  eines  Gnomons  in  erhöhtem  Maassstabe 
zu,  ohne  dass  es  deshalb  seine  Nachtheile  besässe. 

Tkeil  V.  22 
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Unter  diesen  Umständen,  glaubten  wir,  würde  ein  analytischer 
Beweis  für  die  Theorie  dieses  Instrumentes,  die  sich  übrigens  auch 
auf  elementarem  Wege  entwickeln  lässt,  nicht  ohne  Interesse  sein. 
Es  bandelt  sich  aber  hier  um  folgenden 

i 

Lehrsatz. 

Bei  eiuem  geraden  Prisma  von  gleichschenkliger 
rechtwinkliger  Basis  decken  sich  die  beiden  Sonnen- 
bilder zur  wahren  Mittagszeit,  unabhängig  von  der  Höbe 
der  Sonne,  wenn  die  Hyp  otenusenfläch e senkrecht  auf 
dem  Meridian  steht,  und  die  Seitenkanten  parallel  zu 
der  Ebene  desselben  liegen. 

. , 

' Beweis. 

Es  sei  (Taf.  IV.  Fig.  1.)  die  Ebene  XZ  parallel  zum  Meridian. 
Das  Prisma,  dessen  Basis  ABC  sei,  stehe  senkrecht  auf  der  Ebene 
XYy  und  so,  dass  die  Vorderfläcbe  ABA’B  mit  der  Ebene  FZ, 
und  die  Kante  AA'  mit  der  Axe  AZ  Zusammenfalle.  Man  hat  nun 

aus  Taf.  IV.  Fig.  2.  die  Gleichung  ' 

* . ,* 

AB  = 0 

BC . . x-\-y  = a 
AC  . . x — y = 0. 

Die  zur  Ebene  XZ  parallelen  Lichtstrahlen,  welche  die  Sonne  im 
Meridian  auf  das  Prisma  wirft,  sollen  unter  dem  Winkel  a gegen 
die  Halbaxe  der  positiven  x geneigt  sein.  Führen  wir  einen  der- 
selben durch  den  willkührlichen  Punkt  (£»?£),  80  sind  seine  Glei- 
chungen : 

t , 

y—i i = o 

. . * — £=(jr  — ?)tgo 


der  Ebene 


Dieser  Lichtstrahl  1)  schneidet  die  Ebene  = 0 in  dem  Punkte 

^1=0 

- * * ■ i * 

Vi  =*V 

*,  = £— £tg«. 

Die  Linie  1)  kann  daher  auch  so  ausgedrückt  werden: 

}....  »).  ' . 

% — xl=x  tg  u ) 

* 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  dieser  Lichtstrahl  1)  in  der  Linie 

' y-y.=o 

= — xtga) 

von  der  Ebene  YZ  oder  refiectirt  werde;  somit  wird  auch 
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ein  zu  1)  paralleler  Lichtstrahl,  der  die  Ebene  = 0 im  Punkte 
(y”'~r'’)  trifft,  von  dieser  spiegelnden  Fläche  in  der  Linie 


y-y"~ 0 j ....  s) 

x — = — artea ) 


jetga 

reflectirt. 

Es  sind  nun  die  folgenden  allgemeinen  Aufgaben  einzuscbalten. 

I.  Auf  die  durch  den  Punltt  (ar'yx')  gelegte  Ebene 

M(X- *)+  iV(y-  tf)  -4-  />(*-*')  = <> 

im  Punkte  i&'y’x')  ein  Perpendikel  zu  errichten. 

Man  erhält  leicht  * 


♦ • 


y— y =-&■(*— 

als  Gleichungen  des  verlangten  Lothes. 

11.  Den  Neigungswinkel  S zweier  sich  im  Punkte 
(.r'yV)  schneidender  Geraden 


y — y’=  A{x  — x>) 

x — *'  — - — jc>) 


« « • • 


und 


% — x — B'(jc  — &')  f 


anzugeben. 

Dieser  wird  gegeben  durch 


cos  S = 


1 -f-  AÄ  -f-  BR 


\/(l  £*)  (1  -f-  At*  -p-  R2) 


111.  Durch  zwei  sich  schneidende  Gerade  L und  U 
eine  Ebene  zu  legen 
Diese  ist: 


(AK  - A B)  (x  - ar”)  + (®  - Ä-)  (y  - jO  = M - A ) (»  - s'). 

Verfolgen  wir  nun  den  Lichtstrahl  1)  weiter,  so  finden  wir, 
dass  er  die  Ebene  x-\-y~a  trifft,  wenn  nur  £,  i j,  £ schicklich 
gewählt  sind,  und  zwar  im  Punkte: 

a?z=za  — 1 7, 

*'=£  + («  — £ — »?)  tga. 

Wir  können  die  Gleichungen  1)  und  sc-Ary  = « den  Formeln  I.» 
11.,  III.  besser  anpassen,  wenn  wir  ihnen  die  Gestalt  geben t 

22  # 
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'*  — s'  = (&  — x')tga\ 

\ 

und  der  Ebene 

(x  — x')  4-  (y  — y)  = 0. 

, > 

t 

Im  Durchscbnittspunkte  (x'y'x')  errichten  wir  ein  Loth  auf  die  Ebene 
B C.  Dieses  ist  nach  I. 

y—tf =X  — X,y 

% — zr = o. 

Durch  dieses  Loth  und  die  Linie  1 ) legen  wir  eine  Ebene.  Uns 
der  Formel  III.  bedienend,  erhalten  wir  als  Gleichung  derselben: 

— (o:  — ^)  tg  « (y  — y)  tg  a -I-  (ä  — ä;)  = 0 . . . . 4) 

# 

* * 

Wir  müssen  nun  noch  den  Neigungswinkel  des  Lothes  gegen  die 
Linie  1)  kennen  lernen.  Dieser  wird  gemessen  durch 

* * i ' 

j.  i cos  a 

C0S  1/2(1 -*-t ga3)  l/2  * 

Man  muss  jetzt  eine  Linie  durch  (x'yx')  in  der  Ebene  4)  ziehen, 
welche  mit  dem  Einfallslothe  den  Winkel  360°  — S einschliesst. 
Diese  Linie  sei: 


y — y,=zA(x  — x)\  5* 

z — z'  = B(x  — x'))"" 

Zur  Bestimmung  von  A und  B hat  man 

— tga~+-  A tg  et  -f-  2?  0 

und 

r 

cos  a l-*~A 

1/2  1^2(1  + + 

woraus 

ß = ( 1 — A)tga  v 

und 

1 + ^*  — 2 A sin  a*  = l4-  2 A + A* 
folgt.  Man  hat  also  entweder 

s 

^f  = 0 ) ' A srs  00  » 

„ > °der  (. 

B=  tga  \ B = — A tga  j 

* • » « 

Die  beiden  ersten  Werthe  verwundein  5)  in  1),  also  gehören  die 
letzteren  dem  ausfallenden  Strahle  an,  und  seine  Gleichungen 
sind  somit:  • ' » • • 


s 


\ 


I 
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y — y = A(sc  — sc*) 
x — *'  = — A(sc  — sc*)  tg  a J . . . . 5) 

A = oo  • 

* 

% 

* ** 

•»  s=  — (y  — yOtg«, 


und  da  y — y nicht  oo  ist,  muss  sc — ^'  = 0 sein.  Die  endlichen 
Gleichungen  des  von  dem  Spiegel  BC  reflectirten  Strahls  sind 
daher:  / 


....  5) 


sc — sc’r=z  0 . ( 

x—x'—  — (y  — y>)  tgce 

Dieser  Strahl  5)  trifft  die  Ebene  AC  oder  sc  — y = 0 im  Punkte: 

• 

sc"  = sc'  1 sc"  =zz  a — rj 

y”  =r=  sc*  ! oder  y"  sss  a — rj  , 

. z*=t-(S-n)tga.  ' ■ 

- • 

Um  anzuzeigen,  dass  dieser  Punkt  ( sc‘,y>>x,> ) der  Linie  5)  und  der 
Ebene  sc  — y — • 0 angehöre,  geben  wir  den  Gleichungen  folgende 
Form: 

-r  l 

JC /yj'  — — f)  I 

5)  und  AC = 
*/-*  =— (y— y )tg«f  . 

Das  Eiutallsloth  im  Punkte  ist: 

x — x“=  — {y  — y")  j 

> % — %"  = 0 J 

Legt  man  durch  dieses  Loth  und  die  Linie  5)  eine  Ebene,  so  er- 
hält man:  . , 

* « * 

{sc  — sc")  tg  « -f-  (y  — y")  tg  « -+-  (*  — x")  = 0 . . . . 6) 

r 

Der  Neigungswinkel  des  Einfallsloths  gegen  5)  ist  gegeben  durch: 


1 - 


cos 


cos  a 


1/2(1-*- tga*)  — V/2- 
Es  ist  jetzt  nur  noch  übrig,  eine  in  der  Ebene  6)  liegende  Gerade 

' y — y" = — x")\  . . 7) 

x — *"  ==  B{sc  — sc") ) 

v » 

zu  ziehen,  deren  Winkel  mit  dem  Lothe  durch 

cos  a 


cos  6 
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* 


bestimmt  ist.  Man  erhält 


cos  a 


1 — A 


also 


B = — (1  “t - A)  tg  «,  -ZT  = ;-7- 


1 *4“  ^4*  -f~ ^tA  sid  ö*  » 1 -7 2^  + A1 


woraus  zwei  Auflösungen: 

A = 0 ) Az=zq o i 

ß=-tga\  "n<l  Ä = — Jt%a\  ' 

folgen,  von  welchen  die  zweite  dem  einfallenden,  somit  die  erste 
dem  ausfallenden  Strahle  angehört.  Die  Gleichungen  des  vom  Spie- 
gel ^*7  das  zweite  Mal  reflectirten  Strahles  sind  daher: 


y — y"  = 0 i .. 

Dieser  trifft  die  Glasfläche  # = 0 im  Punkte 

« 

a!”  = 0, 

r—f>'  ... 

r=  %"  ■+■  x"  tg  a. 

t 

Führt  man  in  7)  die  Grössen  ac’\  y"\  statt  y",  %”  ein,  so 
erhält  man 


• ■ . j ....  7) 

% — %"  =.  — ac  tg  a i 

r 

0 

Dieser  zweimal  reflectirte  Strahl  7)  fällt  daher  mit  dem  einmal  re- 
flectirten Strahle  3): 

y— y"'=o  j 

% — ca  — x tg  « ) 

, ' c I 

\ 

genau  zusammen,  was  zu  beweisen  war. 


* 
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XXVIII. 

Ueber  die  Theorie  des  Dipleidoscops. 

' l 

Von 

dein  Herausgeber. 


Die  io  der  vorhergehenden  Abhandlung0)  gegebene  sehr  ein- 
fache  Analysis  hat  mich  zu  einigen  allgemeineren  Betrachtungen 
über  das  Dipleidoscop  veranlasst,  welche  ich,  um  zugleich  dem  Uro. 
Verfasser  dieser  Abhandlung  das  Interesse  zu  beweisen,  mit  dem 
ich  dieselbe  gelesen  habe,  und  denselben  zu  weiteren  Mittheilungen 
zu  ermuntern,  in  dem  vorliegenden  Aufsatze  mittheilen  werde. 

i t 

I. 

Wir  wollen,  allen  unseren  folgenden  Untersuchungen  ein  recht«  - 
winkliges  Coordinateusystem  der  apy*  zum  Grunde  legend,  zuerst 
einige  allgemeine  Betrachtungen  über  Strahlen  anstcllen , welche 
auf  eine  auf  der  Ebene  der  acy  senkrecht  stehende  Ebene  fallen 
und  von  derselben  reflectirt  werden. 

Die  Gleichung  einer  jeden  auf  der  Ebene  der  acy  senkrecht  ste- 
henden Ebene  hat  bekanntlich  die  Form 

1)  Ajc  — B y "f*  C ~ 0. 

N 

✓ 

Die  Gleichungen  eines  diese  Ebene  io  dem  Punkte  (pqr)  treffenden 
Strahls,  wo'  also 

« 

2)  Ä tp  -f—  B(J  — f-  C ^ 0 

ist,  seien 

31  x~p  — y— V —*—r 

' cos  a cos  ß cos  y ’ 

wo  a,  ß^y  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel  bezeichnen  sol- 
len, welche  der  als  von  dem  Punkte  {ptyr)  ausgehend  gedachte 
einfallende  Strahl  mit  den  positiven  Theilen  dreier  durch  den  Punkt 
(P9r)  geegter,  den  primitiven  Axen  paralleler  Axen  eiuschliesst. 

Die  Gleichung  der  durch  den  einfallenden  Strahl  gelegten,  also 
durch  den  Punkt  (por)  gehenden,  auf  der  gegebenen  Ebene  1) 
senkrecht  stehenden  Ebene  sei 

✓ 

4)  • A\x  — p)  B*{y  -?)-!-  C(%  — r)  = 0. 


°)  Ohne  diese  Abhandlung  vorher  gelesen  zu  haben,  wird  die  vorliegende 
nicht  ganz  verständlich  sein. 


i 
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' ‘ „ • 

I)a  in  dieser  Ebene  der  einfallende  Strahl  liegt,  so  ist  wegen  der 
Gleichungen  3)  für  jedes  a: 

♦ 

(A'  cos  a -f-  B cos  ß C*  cos  y)  (a:  — p)  — 0, 

also 

5)  A ' cos  a -f-  B1  cos  ß C‘  cos  y =r  0. 

Da  ferner  die  Ebene  4)  auf  der  Ebene  1)  senkrecht  steht,  so  ist 
noch  den  Principien  der  analytischen  Geometrie 

6)  AA'-hBß'=:  0.  * 


Um  also  die  Gleichung  der  durch  den  einfallenden  Strahl  3)  geleg- 
ten, auf  der  gegebenen  Ebene  1)  senkrecht  stehenden  Ebene  zu 
finden,  muss  man  die  Grossen  A’,  /?',  C“  aus  deu  drei  Gleichungen 

AA'-*rBB—  0, 

A'  cos  « ■+-  B cos  ß -f-  C cos  y = 0, 

A'(jc  -p)-Y-  B\y  — y)-H  — r)  = 0 


eliminiren. 

Multiplicirt  mau  zu  dem  Ende  diese  drei  Gleichungen  nach  der 
Reihe  mit 

(y  — y)  c°s  « — (&  — p)  cos  ß,  , 

B(x—p)  — A(y  — q), 

A cos  ß — B cos  «; 

und  addirt  dieselben  dann  zu  einander,  so  erhält  man 

j (ß{x  — p)  — A(y  — ?))  cos  r j Cr  __  0 

\-{-(Acosß  — i?cos  a)(x  — r)  j * 


= 0. 


und  folglich,  wenn  nicht  C' = 0 ist: 

7)  \ß(a;  — p)  — A(y  — q)\  cos  y 

t • 

-f-  (A  cos  ß — B cos  a)  (%  — r) 

% 

Wenn  C = 0 ist,  so  hat  man  nach  dem  Obigen  die  drei  Glei- 
chungen 

, * AA'-\-  ÄÄ'  + O,  •» 

Af  cos  « -f-  B’  cos  ßz=z  0, 

A\a:  — p)  -H  B(y  — g)  ==  0 j 

« 

. aus  denen  man  leicht  die  beiden  Gleichungen 

(A  cos  ß — B cos  a)AJ  = 0, 

\ß(x:  — p)  — A{y  — y)\A'z=zQ-, 

_ % 

r 

so  wie  auch  die  beiden  Gleichungen 
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(A  cos  ß — B cos  «)/?'  = 0, 
\B(x-P)-A{y-q)\B=Q 

4 f 

erhält.  Ist  nun  nicht  zugleich  A z=z  0 und  B‘  — 0,  so  ist 

f 

A cos  ß — B cos  a = 0, 

B(x  — p)  — A(ij  — q) 

also  auch 

8)  . \B(x— p)  — A(y  — 7)|cosy)_0  ’ 
cos  ß — B cos  et)  (x  — r)  i 

welches  daher  wieder  die  Gleichung  der  durch  den  einfallenden 
Strahl  3)  gelegten , auf  der  gegebenen  Ebene  1)  senkrecht  stehen- 
den Ebene  ist. 

Wäre  zugleich  A'  = 0 und  /P  = 0,  so  hätte,  da  auch  C'z=  0 
ist,  die  Gleichung  der  durch  den  einfailenden  Strahl  3)  gelegten, 
auf  der  gegebenen  Ebene  1)  senkrecht  stehenden  Ebene  nach  4)  die 
„ ganz  unbestimmte  Form  0 = 0,  welches  offenbar  nur  dann  der  Fall 
sein  könnte,  wenn  der  einfallende  Strahl  3)  auf  der  gegebenen 
Ebene  1)  senkrecht  stände.  In  diesem  Falle  wäre,  da  die  gegebene 
Ebene  1)  auf  der  Ebene  der  xy  senkrecht  steht,  wie  sogleich  er- 
hellet, cos  7 = 0,  und  wegen  der  beiden  Gleichungen 

Ax-\-  By-\~  C=0, 

(x  — p)  cos  ß = (y  — </)  cos  a 

wäre  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie 

A cos  ß — B cos  a = 0, 

also  wieder 

'9)  \B{x*-p)—A(y  — </)  |cos7|=0 

-f-  (A  cos  ß — B cos  u)  (x  — r)  ) 

\ 

die  Gleichung  der  durch  den  einfallenden  Strahl  3)  gelegten,  auf 
der  gegebenen  Ebene  1)  senkrecht  stehenden  Ebene. 

Nach  7),  8),  9)  ist  daher  immer 

10)  \B(x  — p)  — A(y—  q)\  cosj-j  _0 
-\-(A  cos /J — B cos  a)  (x — r)  | 

die  Gleichung  der  durch  den  einfallenden  Strahl  3)  gelegten , auf  ' 
n der  gegebenen  Ebene  1)  senkrecht  stehenden  Ebene. 

Die  Gleichungen  des  von  dem  Punkte  (pqr)  ausgehenden  re- 
flectirten  Strahls  seien  nun 

• * \ # « 

ID  x~~v  — y—y  __%—r 

’ COS  <f>  COS  Xf)  COS  X 9 

wo  y,  t f>>  x die  180°  picht  übersteigenden  Winkel  bezeichnen  sol- 
len, welche  der  reflectirte  Strahl  mit  den  positiven  Thcilen  dreier 
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durch  den  Punkt  (pyr)  gelegter,  deo  primitiven  Axeu  paralleler 
Axen  einschliesst. 

Weil  dieser  Strahl  ganz  in  der  Ebene  10)  liegt,  so  ist  wegen 
der  vorhergehenden  Gleichungen  für  jedes  x 

(ß  cos  9 — A cos  ip)  cos  y , (x  — p) ) ^ 

-1-  (A  cos  ß — B cos  a)  cos;y  . (x  — p)  I 

also 


12) 

oder 


(A  cos  ß — B cos  a)  cos  y — (A  cos  tp  — B cos  9)  cos  y = 0, 


oder 


A cos  ß — B cos  a cos  y 

A cos  tp  — B cos  9 cos  x ’ 


14)  A(cos  ß cos  x — cos  y cos  9)  — //(cos  a-cos  x — cos  y cos  9)  sc  0, 

* 

oder  * ' 


t 

oder  auch 


cos  a cosy  — cos  y cos  9 
cos  ß cosy  — cos  y cos  tp 


1 f ‘ / 

16)  B cos  y cos  9 — A cos  y cos  ip  ■+•  (A  cos  ß — ß cos  a ) cos  y = 0. 


Bezeichnen  wir  den  Neigungswinkel  des  einfallenden  Strahls  3) 
gegen  die  gegebene  Ebene  1)  durch  #,  so  ist  nach  den  Principien 
der  analytischen  Geometrie 


sin  i 


cos  a 
cos  y 


Bcotß 
cos  y 


V(j*+ß*m 


und  folglich,  weil  bekanntlich 

* 

cos  a 2 -1-  cos  ß2  cos  y2  = l 


► « . 


ist: 


i*r\  - 1 , A cos  a+.  Beos  ß 

17)  sin  / = dr — — JL. 

• ’ VA*  -j-  B* 

* r t * » 

Ganz  eben  so  hat  man,  weil  i auch  der  Neigungswinkel  des  re- 
tlectirteu  Strahls  11)  gegen  die  gegebene  Ebene  1)  ist,  ohne  Be- 
ziehung der  obern  und  untern  Zeichen  auf  einander:  , 

\ * 

tov  . ^ ^Acosy-t-Bcostp 

lo)  sin  t = — .-7 ~ — ; 

' VÄT+.B2 


und  aus  16),  17),  18)  ergeben  sich  daher  die  beiden  folgenden  Glei- 
chungen: < . • 
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A cos  y -+-  B cos  y =s  dr  (A  cos  «-§-/?  cos  ß ), 

B cos  y cos  y — A cos  y cos  y r=  ( B cos  a — A cos  /?)  cos  y. 

Daher  haben  wir  jetzt  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

v 

• (A2  H - B7)  cos  y cos  y = A(A  cos  a •+•  B cos  ß)  cos  y 

* -f-2?(Z?cosa  — A cos  ß)  cos  y, 

( A 2 -f-  B2)  cos  y cos  y = d=  B(A  cos  a -f-  B cos  ß)  cos  y 

• « • 

— A(B  cos  a — A cos  ß)  cos  y , 

(A2  -f-  B2)  cos  y cos  y = [A*  -f-  ß2)  cos  y cos  y. 

*.  * *•'  ’ 

\ Quadrirt  man  diese  drei  Gleichungen  und  addirt  sie  dann  zu  einan- 
der, so  erhält  man  mit  Rücksicht  darauf,  dass 

cos  y*  -f-  cos  ya  -f-  cos  jf*ssl  / 

ist,  die  Gleichung 

{A2  -+-  B2)  cos  y2  = {A  cos  a -f-  B cos  ß)2  cos  y 2 

-+-|(^a-4-Z?a)cosy,-|-(Äcosa—  Aconß)2  jcos^*, 

t 

und  folglich 

_ A2  -+-/?*  — {A  cos  a B cos  ß)2 

cos  ^ {A*  + B2)cosy2  + (£tcQsa-Aco&ß)2COsr  ’ 

also,  weil  ' 

cos  ß2  •+-  cos  y2  = 1 — cos  a2  =a  sin  «*, 

# 

cos  a2  -4-*  cos  y2  = 1 — cos  ß2  sss  sin  ß2 

4 

ist,  wie  man  leicht  findet: 

% A2  sin  a2  -j-  B2  sin  ß 3 — 2 AB  cos  a cos  ß % 

cos  y 8inJ  B2  sin  ß2  — 2 AB  cos  a cos  ß C0S  ^ * 

d.  i.  cos  y = zkz  cos  y,  7 , 

Setzt  man  nun  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen 
auf  einander  ' • 

7 

cos  y = db  cos  y, 

% 

A cos  y H-  B cos  y ==  rh  (A  cos  a -+-  B cos  ß),  ■ s 

s 

B cos  y cos  y — A cos  y cos  y = (B  cos  a — A cos  ß)  cos  y\ 
also 

A cos  y -f-  B cos  y = (A  cos  a -4-  B cos  ß ), 

B cos  y — A cos  y = dkz  (B  cos  « — A cos  ß) ; 

» 

so  ist,  wie  man  hieraus  leicht  findet,  mit  Beziehung  ddr  obern  und 
untern  Zeichen  auf  einander: 

cos  y =dbcos  «,  cos  y = zt  cos  ß,  cos  y = =h  cos  y; 


s 
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und  die  Gleichungen  des  reflectirten  Strahls  wären  also  nach  11) 


x — p y — q % •—  r ■ 

. cos  a cos  ß cos  y* 

* 

d.  h.  der  reflectirte  Strahl  fiele  mit  dem  einfallenden  Strahle  3)  zu- 
sammen, was  offenbar,  wenigstens  im  Allgemeinen,  ungereimt  ist. 
Daher  müssen  wir  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen 
auf  eiuander 


cos  y 


cos  y, 


N * 


A cos  9p  B cos  ip  = zkz  (A  cos  a B cos  ß), 

* 4 4 , } m \ * 

B cos  y cos  (p  — A cos  y cos  ip  = (B  cos  cy — A cos  ß)  cos  y ; 
d.  i. 

A cos  <p  -f-  B cos  rp  = zt  (A  cos  a -f-  B cos  /?), 

, B cos  9 — A cos  tp  = (B  cos  a — A cos/S) 


. i 


setzen,  .und  erhalten  hieraus  ohne  Schwierigkeit: 


' cos  g>  = 


, (A* — B%)  cos  a -f-  'lAB  cos  ß 
~ A'  + B*  ’ 


cos  1p  — 
cos  x 


(A*  — B2)  cos  ß — 2 AB  cos  cc 


A2+B2 


cos  y. 


i | 

Weil  aber  nach  der  oben  den  Winkeln  a,  ß,  y und  y,  tp,  y bei- 
gelegten Bedeutung  offenbar  nicht  y — y sein  kann,  sondern 
y=180° — y seiu  muss,  so  muss  man  in  den  vorhergehenden  Glei- 
chungen die  obern  Zeichen  nehmen,  und  daher 


19) 


setzen.  • 

Setzt  man 


( A 3 — B *)  cos  a — 2AB  cos  ß 
C08  9 = , 

2AB  cos  a 


cos 


( A * — B2)  cos  ß — 
♦ =s?  A*  + B* 


cos  y ==  — cos  y 


20)  tang  o)  = -j, 

so  ist,  wie  man  leicht  findet:  . • 

# ♦ *****  * r 

icos  9)  r=r  • cos  a cos  2ü)  -4-  cos  ß siu  2 w, 
cos  9/  = cos  a sin  2m  — cos  ^;cos  2a>, 
cos  y = — cos  y; 

und  folglich,  wenn  man  nun  noch,  was  offenbar  verstattet  ist: 
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setzt: 


cos  a d=  cos  X cos  ft, 
22)  Jcos  /?=sin  X cos  ft, 
cos  ^ = sin  ft 


(cos  g>:=  cos(2co  — X)  cos  ft, 
cos  ip  ssr  sin  (2a>  — X)  cos  ft, 
cos  x — — sin  ft. 

Also  sind  nach  11)  die  Gleichungen  des  reflectirten  Strahls: 

i 

„ I x — />  = — (*  — r)  cos(2cn  — X)  cot  ft, 

I y — q — — (*  — r)  sin  (2w  — Ä)  cot  ft. 


II. 

Indem  wir  der  eigentlichen  Theorie  des  Dipleidoscopes  jetzt 
näher  treten,  wollen  wir,  was  offenbar  verstattet  ist,  das  System 
der  xy%  so  annehmen,  dass  die  Ebene  der  xy  auf  den  drei  Sei- 
tenflächen des  Prismas  senkrecht  steht,  und  dieser  Annahme  zufolge 
die  Gleichungen  der  drei  Seitenflächen  des  Prismas,  die  wir  nach 
der  Ordnung,  in  welcher  die  drei  folgenden  Gleichuugen  geschrie- 
ben sind,  die  erste,  zweite,  dritte  Seitenfläche  nennen  wollen,  durch 

SAx  + By  -f*  C rrr  0, 

Axx  B lyAr  Cx  = 0, 

A^x  -+*  B2y~\-  C,  ■=.  0 

t % « 

bezeichnen.  Die  Gleichungen  des  einfallenden,  die  erste  Seiten- 
fläche in  dem  Punkte  (pqr)  treffenden  Strahls  seien  wie  vorher 

26) 

• 7 cos  a cos  ß cos  y 7 

wo  et,  ß,  y ganz  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  oben ; so  ist,  wenn 
für  den  von  der  ersten  Seitenfläche  reflectirten  Strahl  auch  <p,ip,x 
ganz  dieselbe  Bedeutung  wie  vorher  behalten,  und 

« * i 

B 

27)  tang  w = -j, 

so  wie 

!cos  et  = cos  X cos  ft,  . , 

cos  /Srrrsin  X cos  ft, 
cos  y = sin  ft 

gesetzt  wird,  nach  23) 


icos  (p  — cos  (2w — A)  cos  ft, 

■ coa  tp  = sin  (2m  — A)  cos  ft, 

cos  X = — sin 


\ 
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und  die  Gleichungen  des  von  der  ersten  Seitenfläche  reflectirten 
Strahls  sind  nach  24): 


30) 


ac  — p = — (* — r)  cos  (2o#  — A)  cot  (t, 
y — q = — (s  — r)  sin  (2 0)  — A)  cot  fi. 


Die  Gleichungen  eines  dem  Strahle  26)  parallelen,  die  erste  Sei- 
tenfläche in  dem  Punkte  (p'q'r')  treffenden  Strahls  sind 


31) 


x — p y — g s — r 

cos  a cos  ß cos  y ' 


Trifft  nun  dieser  Strahl  die  zweite  Seitenfläche  in  dem  Punkte 
80  hat  man  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  p' x,  </ x, 
r\  die  Gleichungen 

"+■  C\  =0,  N 

P\  —P’  33  9 . — 4 _ 

* cos  ff  cos  ß cos  y 


oder 


diip't  — p')~h  &\W\  — />'-+•  Bx<f  *+•  Cx  =0, 
P\-P‘  __ _ r*i-^. 


COS  ff 


cos  ß 


cos  y 


aus  denen  sich 


t A\P  -f-  BW  fi 

**  Ax  cos«-f-  B^osß 


cos  a, 


32) 


oder 


33) 


y',  - y'  = - + cog  ß 

71  7 z/,  cos« 4- Zf, cos /S  r 

f , Axp'  -\-Bxq’ -*-Cx 

1 cosa  -+>Zf,  cos/i 

^ 1 ^ ^4,  cos  k-t-ßl  sinA  ’ 

y,  - y- = - 4£±ßj^t£L  «D  1,  ■ 

|7  1 7 Ax  cos  A 4-2?,sinA 

J J -t-Brf’-j-Cj  tan  er  ft 

r ^^^eosAn-Z^sinA*811^’ 


oder,  wenn  der  Kürze  wegen 


gesetzt  wird, 


34)  jk  — 

' 1 //,  cos  A.f-Zfi  sin  A 


^','=  p’  — C08  A, 

35)  | g,x  = g7  — Zr,  sin  A, 
r7,  tang  p 


ergiebt. 
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Bezeichnen  wir  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel«  welche 
der  von  dem  Punkte  (p'xq'lr\)  ausgehende,  von  der  zweiten  Sei- 
tenfläche reflectirte  Strahl  mit  den  positiven  Theilen  dreier  durch 
den  Punkt  (p\qxr'x)  gelegter,  den  primitiven  Axen  paralleler 
Axen  einschliesst,  durch  <px,  i px,  X\>  80  wenn 

36)  tang  w,  = ~-j~ 


gesetzt  wird,  nach  23) 

cos  gp,  sss  cos(2 «,  — -A)  cos  /», , 

cos  tp,  = sin  (2W,  — X)  cos  /», 

\ 

cos  Xi  = — sin  /*; 

* 

und  die  Gleichungen  dieses  von  der  zweiten  Seitenfläche  reflectir- 
ten  Strahls  sind  folglich 


38)  — /A  = 1-(*  — r',)  008(2«,  — X)  cot  fi, 

\y  —<l\  = — (*  — 'i)  sin  (2«,  — A)  cot  fi  5 


d.  i.  nach  35) 

* i * 


i a: — cos  Xr=z — (x — r'- f-Xr,  tang/u)  cos  (2«, — X)  cot  fi , 
1 y — q'-\-kx  sin  A = — (x — r'-p-Xr,  tang  fi)  sin(2«,  — X)  cot  fi . 


Ist  nun  ( p\q\r\ ) der  Durchschnittspunkt  dieses  reflectirten  Strahls 
mit  der  dritten  Seitenfläche,  so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Coor- 
dinaten  p\,  q\,  r\  die  Gleichungen 


A tP' * *+“  + C*  s=s, 0, 

p'2  — p' kx  cos Ä = — ( r\  — r +k , tang/i) 008(2«,  — A)  cot/», 
q\  — y'-p-Xr,  sin  X=z — (r'a — r'-pX,  tang/»)  sin (2«,  — Ä)  cot/»; 
oder 

•4% (/»'*  — cos  ^)  + ^(^>  — y'-f-*!  sin  A- ) ^ 

>■+-  ^a(/>' — X,  cos  A)-p  Z?a(/ — X,  sin  A)-p- Ca  • 1 9 

p\  — p'-pX,  cos  Ä = — ( r'a  — r -p-  X,  tang/»)  008(2«,  — X)  cot  /», 
q'2  — y'H-X,  s*n  A = — (r,  — r'-p-X,  tang/»)  sin  (2«,  — X)  cot/»; 


aus  denen  sich  leicht 

* \ 

p'a— p'-p-X,  cos  X 

^(p'  — X,  cos  X)  -j-  Bj{(f  — kx  sin  >1)  -p  Ca 

J2  cos(2w,  — A)h-  B2  sin (2w , — i.) 

q\  — q’- f-X,  sin  X 


cos  (2«,  — X ), 


40) 


i=  - *■  ,tj)  t RJi  ~ Vin  l\t Ct  - *>. 

1 ^fscos(2ä>,  — A)-j-/r2  sin(2ö>, — A)  ' n 

r\ — r'-p-X,  tang/» 

A2{p'  — k , cos  A) -p /?»(/  — *i  sin  l)  + £» 

-4,cos(2ö>, — A)-f-£Pa  sin(2w, — X)  8 A*’ 
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oder,  wenn  der  Kürze  wegen 


Ayjjp'  — kx  cos  X)-\-  — kx  sin  A)-*-Ca 


A9  cos  (2^  — k)  B2  sin  (2w,  — k) 


41)  *,= 

gesetzt  wird: 

* • 

I />',=/>' — kx  cos  X — fc9  cos(2w,  — A), 

(f9=z<f  — kx  sin  X — k9  sin(2w,— A), 

— *«)  tang  ft 

* . v 

% 

ecgiebt. 

Die  180°  nicht  übersteigenden  Winkei,  welche  der  von  der 
zweiten  Seitenfläche  reflectirte  Strahl,  wenn  man  sich  denselben 
von  seinem  Durchscbnittspunkte  (p\<f9r\)  mit  der  dritten  Seiten* 
fläche  ausgehend  denkt,  mit  den  positiven  Theilen  dreier  durch 
den  Punkt  gelegter,  den  primitiven  Axen  paralleler  Axen 

einscbliesst,  sind  offenbar  180°  — y, , 180°  — tf)x , 180°  — %x ; und 
nach  37)  ist  folglich  N 

cos  (180°  — <Pi)  = — cos (2 atx — ^A)  cos 
cos(180°  — yt ,)  = — sin(2m1 — X)  cos  /*, 
cos  (180°  — £,)  = Bin  (i 

oder 

cos(180°  — y1)  = cos(180° -t-2o>, — X)  cos  (i> 
cos  (180°  — ipx)  — s\n  (180°  •+-  2wx  — X)  cos  fif 
cos  (180°  — £,)  = sin  fi. 

Bezeichnen  nun  <p2,  tp2,  x%  d*«  180°  nicht  übersteigenden  Winkel, 
welche  der  von  dem  Punkte  (p'2</2r'z)  ausgehende,  von  der  drit- 
ten Seitenfläche  reflectirte  Strahl  mit  den  positiven  Theilen  dreier, 
durch  den  Punkt  (p'2g‘2r2)  gelegter,  den  primitiven  paralleler  Axen 
einscbliesst;  so  ist  für 


43)  tang  io,  = ^ • 


nach  23): 


oder 


cos  tp7  = cos  (2wa  — 2w,  -f- A— - 180°)  cos  pf 

cos  i p,  = sin  (2ma  — 2u)x  -H  X — 180°)  cos 

cos  Xt  = — sin  (* 

4 

Icos  g>2  = — cos(2m3  — 2w,  -J-  A)  cos  p, 

\ 

cos  *p2=  — sin  (2o)#  — 2o>,  X)  cos  fi , 
cos  x%  ~ — sin  /*i 

* 

und  die  Gleichungen  des  von  der  dritten  Seitenfläche  reflectirten 
Strahls  sind  folglich  , 
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1 

x — = (*  — r\)  cos(2tua  — 2tu,  -+-  X)  cot  /w, 

y —/*  = (*  — **',)  sio  (2tua  — 2tu,  H-  A)  cot  /u; 

»Iso,  wenn  man  die  aus  42)  bekannten  Ausdrücke  der  Coordinaten 
V\,  a»  *•'.  einfuhrt: 

— //-+-£,  cos  A-+-£a  cos(2tu, — A)v 

= l*  — r' -M*j  — *a)  tang^j  cos  (2tua  — 2tu,  «f-  A)  cot  fi, 

V — ff  -+-kx  sin  A-f-  X*a  sin  (2tu, — A) 

=r  — r'  + f*,  — *»)  tang/t)  sin  (2tua  — 2cu,  -f-  A)  cot  u. 

< * 

Die  Parallellität  der  von  der  ersten  und  dritten  Seitenfläche  re- 
flectirten  Strahlen  wird  vermöge  der  Gleichungen  30)  und  45)  die- 
ser Strahlen  vollständig  durch  die  beiden  Gleichungen 

- cos  (2to2  — 2tu,  -f- A)  = — cos  (2tu  — A), 
sin  (2 tu,  — 2u),  -+-  A)  = — sin  (2tu  — A) 

bedingt.  Diese  beideu  Gleichungen  bringt  man  leicht  auf  die  Form 

{cos  2(tua — tu,) •+•  cos  2tuj  cos  A 
= fsin  2(tua  — w,)  — sin  2tu|  sin  A, 

(sin  2(tua  — w,)-f-sin  2tuj  cos  A 

' v 

= — jcos  2(cua  — tu,)  — cos  2toj  sin  A; 

< 

d.  i.  nach  einer  bekannten  goniometrischen  Verwandlung  auf  die 
Form 

cos(tua  — tu,  -|-  tu)  cos(tu2  — tu,  — tu)  cos  A 

= cos(tua  — tu,  -f-  tu)  sin(tua  — tu,  — tu)  sin  A, 

sin (tua  — tu,  tu)  cos(tua  — tu,  — tu)  cos  A 

= sin  (tua  — tu,  -f-tu)  sin  (tu a -—oj)  sin  A; 

und  unsere  beiden  Bedingungsgleichungen  reduciren  sich  daher  auf 
die  eine  Gleichung 

cos(coa  — tu,  — tu)  cos  A = sin (tua  — tu,  — tu)  sin  A 

oder 

cos(tu 4- tu,  — tua)  cos  A -+•  sin(tu tu,  — tua)  sin  A = 0, 
d.  i.  ‘ ' 

46)  cos(tu-+-tu,  — tua  — A)  = 0, 

welches  also  die  Bedingungsgleichung  Ftir  die  Parallellität  der  von 
uer  ersten  und  dritten  Seitenfläche  reflectirten  Strahlen  ist. 

Th«il  V. 


1 


y 
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Nach  25)  sind 


oder 


A&  -fr-  By  “fr*  C ~ 0, 

A i & -fr*  ^ \V  "fr"  Q\  z=z 

A 2 3?  -f-  B 2y  -fr-  r,  = 0 


B C 


die  Gleichungen  der  drei  Seiten  der  Grundfläche  des  Prismas.  Weil 
nun  nach  dem  Obigen 


tang  <o  = ~j,  tang  eot  sr  tang  w,  = ”? 

\ 

also 

tang  (360°  — w)  = — 

tang  (360°  — wl)  = — 

* | 

tang  (360°  — w2)  =r  — -~- 

"2 

ist;  so  kann  man  nach  den  Principieo  der  analytischen  Geometrie 
für  360°  — w,  360°“—  w,,  360®  — wz  die  Winkel  setzen,  die  der 
eine  der  beiden  Theile,  in  welche  die  Seiten  der  Grundfläche  des 
Prismas  durch  beliebige  in  denselben  angenommene  Punkte  getheilt 
werden,  mit  dem  positiven  Theile  der  zweiten  Axe  eines  durch 
einen  jeden  dieser  Punkte  gelegten,  dem  primitiven  Systeme  paral- 
lelen Systems  einschliesst,  indem  man  diese  Winkel  von  den  posi- 
tiven Theilen  der  zweiten  Axen  der  in  Rede  stehenden  Systeme  an 
nach  den  positiven  Theilen  der  ersten  Axen  bin  von  0 bis  360° 
zählt;  und  für  w,  w , , to2  kann  man  also  die  Ergänzungen  dieser 
Winkel  zu  360°  setzen , welche  von  den  positiven  Theilen  der 
zweiten  Axen  an  nach  den  negativen  Theilen  der  ersten  Axen  hin 
von  0 bis  360°  gezählt  werden.  Leicht  wird  aber  erhellen  r das« 
die  goniometrischen  Tangenten  dieser  Winkel  immer  den  goniome- 
trischen  Tangenten  der  von  den  negativen  Theilen  der  zweiten  Axen 
an  nach  den  positiven  Theilen  der  ersten  Axen  hin  von  0 bis  360° 
bis  zu  denselben  Linien  gezählten  Winkel  gleich  sind,  weshalb 
man  also  auch  diese  letzteren  Winkel,  wie  von  nun  an  fortwäh- 
rend geschehen  soll,  für  tu,  w„  setzen  kann. 

Oie  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Seite  der  Grundfläche  des 
Prismas  gegenüberstehenden  inneren  Winkel  dieser  Grundfläche  wol- 
len wir  respective  durch  0,  0,,  0a  bezeichnen,  und  die  Spitze  des 
Winkels  0,  als  Anfang  der  je y%  ob  nehmen.  Auch  wollen  wir  uns 
die  positiven  Theile  der  Axen  der  ac  und  y so  angenommen  den- 
ken,  dass  ina»  sich,  um  von  dem  Winkel  0,  durch  den  Winkel  0 
zu  dem  Winkel  0a  zu  gelangen , nach  derselben  Richtung  hm  be- 
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wogrn  muss,  nach  welcher  man  sich  Lewegen  muss,  um  von  dem 
negativen  Theile  der  Axe  der  y durch  den  von  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  x und  dem  negativen  Theile  der  Axe  der  y einge- 
schossenen rechten  Winkel  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  x zu  gelangen. 

Alles  dieses  vorausgesetzt,  wird  nun  leicht  erhellen,  dass  im- 
mer entweder 

, w — w,=0, 

oder 

io  — w,  = 0, — 360° 

ist;  und  eben  so  leicht  wird,  wenn  inan  sich  durch  die  Spitze  des 
Winkels  0a  ein  dem  primitiven  Systeme  paralleles  Coordinatensy- 
steme  gelegt  denkt,  erhellen,  dass  immer,  übrigens  ohne  alle  Be- 
ziehung zu  dem  Vorhergehenden,  entweder 

a> , — (üj  db  180°)  = 0, ' 

oder 

w,  — (u)  dh  180°)  =s  03  — 360° 

ist.  Aus  diesen  und  den  vorhergehenden  Gleichungen  ergieht  sich 
nun  durch  Addition,  dass,  wenn  n eine  gewisse  positive  oder  nega- 
tive ganze  Zahl  bezeichnet,  immer 

% » 

w-f-w,  — w2  = w -+■  0,  -f-  02  -4-  // . 180°, 

also  f weil 

0,  -f-0,  = 180°  — 0 

ist,  immer 

w + w,  — wx  = cd  — 0 (u  ■+-  1) . 180° 

« 

ist.  Daher  ist  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf 
einander 

cos(o>~|-Wj  — w,)  = dbcos(w  — 0), 

sin(ft>  -4-w1 — wa)  = zt  sin  (w — 0)4  , 

* 

J ' V _ 

also  ebenfalls  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf 
einander 

coB(a>H-£o, — wa)  cos  A = db  cos (w  — 0)  cos  Al, 

sin(ü>-f-w, — wa)  sin  A =:  zfc:  sin  (o> — 0)  sin  A; 

% 

und  folglich  . 

\ 

cos(o>-t-w1 — <u,)  cos  “f- sin  (w  co1 — coa)  sin  A 
=:±jcos(o>  — 0)  cos  A-f-sin(w  — -0)  sin  Aj,. 


cos(a>-f-co,  — ö>*  — A) '■zzz  zfc:  eos(w  — 0 — A). 
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Daher  verwandelt  sich  die  Bedingungsgleicbung  46)  in  die  Bedin- 
gungsgleicbung 

47)  cos(w  — 0 — Ä)  = 0. 

4 , 

Für  sin  A = 0,  also  cos  Ärrrrfcl,  wird  diese  Bediugungsgleichung 


, 48)  cos(o)  — 0)  z=r  0. 

Weil  nach  28)  in  diesem  Falle  cos  /5  = 0 , also  ß = 90°  ist,  so 
sind  die  parallelen  einfallenden  Strahlen  26)  und  31)  der  Ebene  der 
parallel.  Da  nun  die  Bedingungsgleichung 

, cos(o>  -t  0)  = 0 


von  allen  Eiententen,  durch  welche  die  Lage  der  parallelen  einfal- 
lenden Strahlen  bestimmt  wird,  ganz  unabhängig  ist,  so  ergiebt 
sich  aus  dem  Vorhergehenden,  dass,  wenn  diese  Bedingungsglei- 
chung erfüllt  ist,  für  alle  unter  sich  und  mit  der  Ebene  uer  acz 
parallel  einfallende  Strahlen  die  von  der  ersten  und  dritten  Seiten- 
fläche des  Prismas  reflectirten  Strahlen  einander  parallel  sind. 

Nehmen  wir,  alle  im  Vorhergehenden  gemachten  Voraussetzun- 
gen auch  jetzt  fortwährend  festhaltend,  nun  noch  an,  dass  die 
Punkte,  von  denen  die  unter  sich  und  init  der  Ebene  der  xx  pa- 
rallel einfallenden  Strahlen  ausgehen,  auf  der  negativen  Seite  der 
Ekeue  der  y%  liegen,  so  wird  leicht  erhellen,  dass  die  erste  Sei- 
tenfläche des  Prismas  von  diesen  Strahlen  unmittelbar,  d.  h.  ohne 
dass  vorher  eine  andere  Seitenfläche  des  Prismas  von  denselben  ge- 
schnitten wird,  nur  dann  getroffen  werden  kann,  wenn 

90°  < u)  <270°, 

also 

90°  — 0 < ü)  — 0 < 270°  — 0 


ist.  Nun  ist  aber  immer  0<Cl8Oo,  also 

90°  — 0 > — 90°,  270°  — 0<  270°; 

und  folglich 

— 90°  < ü)  — © < 270° ; 

also,  wenn 

cos  (w  — 0)  sss  0 

sein  soll,  nothwendig 

49)  io  — 0 = 90°. 


Für  0 = 90°  muss  folglich  u>  = 180°  sein,  d.  h.  die  Hypotenuse 
der  rechtwinkligen  Grundfläche  des  Prismas  muss  mit  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  y zusammenfallen,  wenn  für  alle  unter  sich 
und  mit  der  Ebene  der  aex  parallel  einfallende  Strahlen  die  von 


Digilized  by  Google 


\ 


357 

\ 

der  ersten  und  dritten  Seitenfläche  des  Prismas  roflectirteu  Strahlen 
einander  parallel  sein  sollen  •). 

Wir  wollen  nun  noch  den  Fall  etwas  genauer  betrachten,  wenn 
die  Grundfläche  des  Prismas  ein  gleichschenkliges  rechtwinkliges 
Dreieck  ist,  dessen  Hypotenuse  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  y zosnmmeufäHt,  indem  wir  zugleich  annelimen,  dass  der  leuch- 
tende  Puukt  der  Mittelpunkt  der  Sonne  ist.  In  diesem  Falle  kann 
offenbar  m = 18ö°,  m,  =45°,  m3  = 135°  gesetzt  werden,  und  es 

ist  folglich  » 

* 

cos  (2m  — A)  = cos  X,  sin  (2m  — X)  = — sin  X] 

i 

cos(2o>I  — • A)  = sin  X,  siu(2m, — Ä):=  cos  X\ 

cos(2m2  — 2m,  +A)  = — cos  X}  sin(2m3  — 2m,  -f-  X)  =s  — sin 

I 

also  nach  29)  und  44) 

cos  (f  = cos  X cos  fj>y 
cos  tp  =.  — sin  X cos  fi, 
cos  x = — sin  l* 

4 V 

und  , 

cos  (p2  = cos  X cos  fl, 
cos  t//2  = sin  X cos  p>, 

cos  Xi  — — S,D  t1' 

* • 

Nehmen  wir  nun  die  Ebene  der  acy  horizontal  an,  denken  uns  durch 
den  Punkt  ( pf/r ) ein  dem  primitiven  Systeme  der  xy%  paralleles  Sy- 
stem gelegt,  und  bezeichnen  in  diesem  Systeme  die  Coordinaten  der 
Sonne,  deren  Entfernung  von  dem  Punkte  {pqr)  durch  q bezeichnet 
werden  mag,  durch  £,  rj>  f;  so  ist  offenbar  in  völliger  Allgemein- 
heit 

£ = £ COS  U,  7}  Z=  Q cos  ß,  £—Q  cos 

Bezeichnen  wir  aber  den  von  der  Projection  der  Entfernung  q auf 
der  Ebene  der  %rj  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  § einge- 
schlossenen Winkel,  indem  wir  diesen  Wiukel  von  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  £ au  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  rj 
hin  von  0 bis  360°  zählen,  durch  S2,  und  die  Höhe  der  Sonne  durch 
so  ist  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit 

£ = q cos  -Q  cos  Hy 

rj  = q sin  Q cos  H , 

£ = q sin  //; 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

cos  « = cos  fl  cos  II, 
cos  ßz=z  sin  fl  cos  //, 
cos  y = sin  H. 

®)  Dies  ist  der  iin  vorhergehenden  Aufsatze  betrachtete'  Fall,  wenn  zu- 
gleich «ss  ist.  • • 
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iMber  kam  wm  der  2S  i t»fb*ufcer  * = Mt 

ft  tr  //  «stee*^  mii  bat  üb«  s»(i  4m»  4 i>ri*«r£r**i«inü*!i.  ti«  &»«*- 
dbwifMi 


y = cm  X?  cm  H. 
cm  t*  =r  — »u  Xi  cm  H. 

«Mi  / = — S*»  H 


cm  «.  = cts  X?  «m  ft 

4 ' 

51/  cm  *,=  4b  & cm  ft 
* «m  /,=  — «m>  ft 

|>eft  mm  *«*  4***k  4m  Ur<  ei«  4e»  frrimütr**®  %i«*a*e  f«ir**- 

kkt  b*  üü.4  L«Ä4bi»»*i  44  IMt*  «idü  iA**-«t**c**4*»  1*  i*d 
#«4d4  44  **ru  4*w  Ur  «racfc  4*r  tonte  4m  Pr-iJUi  Iw  hä  in 
»•«  4***m  *****  tu$4  intcr  SdinAadk  rdkctutn  StnUn  j» 
f4W  gezielte*»  Utm  «ui  4»  ^ittJin  Tkile«  4«r  Am  4e» 
4 144  stete  *4*n  CMicUiewn,  m/edif«  4erdk  f,  er.  % 

**4  *ff„  y/%f  m»  nt  #tk*l*r 

^ = iVr  —y,  fr' = 1*44  — fr,  /=IW— X 

#o4 

f^ssIM*— = — *„  /,  = IW  — Zii 

*Uo  imh  4e«  Vorhergehende« 

(co*  (tf  r=  — co*  X?  co»  //. 

co*  f/:=  sie  X?  cos  //T 

^ co*  /=  iin  ft 

und 

. co*  f = — co*  Xi  cos  //. 
f>3)  J co*  ip \ = ~ sin  /?  cos  //, 

/ co*  x7»  = *»°  U\ 

also  immer 

*'  = <?„  V—  1*0"  - /=lV 

Für  ti  = 180°  ist  ffssOO»,  tp',  =90°,  also 

<f'  = <p'„  ip'  = ip'„  / — /ti 

und  die  beiden  von  dem  Auge  aus  den  beiden  reiecürten  Strahlen 
parallel  gezogenen  Linien  fallen  daher  in  diesem  Falle  mit  einan- 
der zusammen. 

Der  Kiufachhcit  wegen  wollen  wir  nun  den  positiveu  Tbeil 
der  Axe  der  y uns  so  angenoinineu  deukeu,  dass  man  sich,  um 
von  dem  positiven  Tlieile  der  Axe  der  x durch  den  Coordinaten- 
wiukel  hindurch  zu  dem  positiven  Theiie  der  Axe  der  y zu  gelan- 
gen. nach  derselben  Richtung  hin  bewegen  muss,  nach  welcher 


l 
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sich  die  Sonne  uin  Himmel  bewegt,  und  die  VVertbe  von  Si  und  H 

für  die  sieb  in  der  Ebene  der  xz  befindende  Sonne  durch  S2  und 

H selbst,  die  Werthe  dieser  Grössen  für  die  Sonne  vor  und  nach  " 
ihrem  Durchgänge  durch  die  Ebene  der  xz  in  der  Nähe  derselben 
aber  respective  durch 

....  m),  um,  jß( v,  si tu, 

....  V/(»),  //( 2),  //O) 

und  , 

^*1  » » • • . ■ 5 

Z/|,  //„  ^J1  "4>  •••• 

bezeichnen. 

Ist,  dies  vorausgesetzt,  die  Ebene  der  xz  die  Ebeue  des  Meri- 
dians, so  ist 

....  sin  i2(2)  sin  i2(U  siu  i>l  < — siu  Six  < — siu  S23  . . . . 

....  cos  //(2)  cos  Z/O)  cos  //<!  cos  //,  < cos 

Ist  dagegen  die  Ebene  der  .r«  nicht  die  Ebene  des  Meridians,  so 
ist  entweder 

....  sin  42(2)  ;>  sin  42(D  >*>  sin  42  < — sin  42,  < — sin  42a  .... 

....  cos  //(2)  ;>  cos  //W  cos  cos  //,  ^ > cos  //a  .... 

oder 

....  sin  42(2)  ;>-  sin  42(D  > sin  42  *<;  — siu  42,  — sin  42a  . . 

....  cos  //(2)  < cos  //(D  < cos  H < cos  //,  <T  cos 

Hieraus  sieht  man,  dass  in  dem  ersten  Falle,  wenn  nämlich  die 
Ebene  der  xz  die  Ebene  des  Meridians  ist,  der  absolute  Werth  des 
Productes  sin  42  cos  //  sich  nach  beiden  Seiten  der  Ebene 
der  xz  hin  von  Null  an  am  Stärksten  ändert,  so  dass  sich  also 
auch  in  diesem  Falle  die  beiden  einander  zu  180°  ergänzenden 

Winkel  ip'  und  nach  beiden  Seiten  der  Ebene  der  xz 

hin  von  90°  an  am  Stärksten  ändern  werden,  weshalb  also  offen- 
bar in  diesem  Falle  die  Beobachtungen  die  grösste  Genauigkeit  ge- 
währen werden. 

Wir  wollen  nun  noch 'die  primitiven  Coordinatcn  //',  r>>  des 

von  der  dritten  Seitenfläche  des  Prismas  reflectirten  Strahls  mit  der 
ersten  Seitenfläche  bestimmen.  Die  Gleichungen  der  drei  Seitenflä- 
chen sind,  wenn  wir  die  Hypotenuse  der  Grundfläche  des  Prismas 
durch  a bezeichnen: 

^ = 0,  x y — a =r  0,  x — y — 0 c). 


°)  ML  s.  den  vorhergehenden  Aufsatz. 
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A =1,  B =0,  C =0; 

A,  = l,  B,  = l,  C,=-a ; 
4,  = 1,  B,  = - 1,  C,=  0; 


sin  X + cos  X’ 


# 

y 

sin  yl  — cos  A.  ’ 


also 

1 * sin  a — cos  X 

Hieraus  ergiebt  sich 

i 

kt  cos  X-t-k2  cos(2w,  — X)  = qr — a — 
kx  sin  X H-  k%  sin  (2w , — X)  = q — a — 


q sin  X 
sin  X — cos  X1 

cf  cos  X 
sin  X — cos  X' 


i 

I 


Weil  nun  /?''=r0  ist,  so  ergiebt  sich  mittelst  der  ersten  der  Glei- 
chungen 45)  leicht 

r"  = r'-f-«  sec  X tang 

♦ / 

und  mittelst  der  zweiten  der  Gleichungen  45)  ergiebt  sich  dann 
ferner 


q”  = a — ff  — a tang  X. 

Also  ist  nach  dem  Obigen 

% 

/ p"  = 0, 

54)  | q"  = a — q ' — a tang  J2, 

^ r"  = r'  a sec  S2  tang  H, 

Für  Si  = 180°  ist  <{’  z=a  — q\  Setzt  man  -f -q*,  \a  -f-  q ' für 

q\  tf\  d.  h.  nimmt  man  die  Mitte  der  Hypoteuuse  der  Grundfläche 
des  Prismas  als  Anfang  det  Coordinaten  an,  so  wird  im  vorliegen- 
den Falle  q"  = — ff.  welches  eiu  leicht  zu  deutendes  Resultat  ist 

7 7 1 KW9  <t 

— 


W V 


* . i i*  . 

?!SI 


*)  Man  hat  hierbei  zu  bemerken,  dass  im  vorliegenden  Falle  p'  =0  ist. 
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XXIX. 


Eine  Aufgabe  aus  der  analytischen  Geometrie. 


Von  dem 

Herrn  Professor  C.  G.  Wunder 

an  der  Königl.  Sachs.  Landesschule  St.  Afra  zu  Meissen. 

'i  * 


1.  In  dem  4ten  Hefte  des  2ten  Theiles  des  Archives  beiindet 

sich  (S.  419.  f.)  eine  Auflösung  der  Aufgabe:  Es  ist  irgend  ein 

Kegelschnitt  und  ein  Punkt  gegeben.  Ziehet  in  au  durch 
den  Punkt  gerade  Linien,  welche  den  Kegelschnitt  in 
zwei  Punkten  durch  sch  neiden;  so  fragt  es  sich,  auf  wel- 
chem geometrischen  Orte  die  Halbirungs punkte  der  von 
dem  Kegelschnitte  begränzteti  Stücke  der  letzteren  lie- 
gen? Veranlasst  durch  die  ,von  dem  Herrn  Herausgeber  des  Ar- 
chives am  Schlüsse  dieses  Au'fsutzes  gegebene  Nachschrift  habe  ich 
eine  andere  von  der  allgemeinen  Gleichung  der  Linien  des  zweiten 
Grades  ausgehende  Behandlung  dieser  Aufgabe  versucht,  welche  ich 
hier  mittheile.  Der  Kürze  uud  Klarheit  wegen  halte  ich  für  nö- 
tbig,  der  Auflösung  der  Aufgabe  selbst  folgende  allgemeine  Bemer- 
kungen über  die  Gleichungen  der  Kegelschnitte  vorauszuschickeu. 

2.  Wenn  p der  Parameter  einer  Parubel,  2 a die  grosse  oder 
Haupt  -Axe,  2£  die  kleine  oder  Neben  -Axe  einer  Ellipse  oder  Hy- 
perbel bezeichnet,  und  a:lt  = r:*  gesetzt  wird,  wo  nun  r und  s 
reine  Zahlen  bedeuten;  so  hat  man  bekanntlich  als  einfachste  Glei- 
chungen 

für  die  Parabel:  . y 2 — pz r = 0 ....  (1) 

für  die  Ellipse:  r2y2  s2a:2 — r2b2  =z  0 ....  (II) 

für  die  Hyperbel:  r2y2  — - #2sc2  -f- r2b2  = 0 ....  (HI) 

Die  senkrechten  Coordinaten  sc , y beziehen  sich  auf  die  Axen  des 
Kegelschnittes,  und  haben  als  Anfangspunkt  bei  der  Parabel  den 
Scheitel  der  Axe,  bei  der  Ellipse  und  Hyperbel  den  Mittelpunkt  des 
Kegelschnittes;  dieser  Anfangspunkt  sei  immer  durch  K bezeichnet. 
Hieraus  erhält  man  die  allgemeinste  Form  der  Gleichung  für  irgend 
einen  Kegelschnitt  zwischen  senkrechten  Coordinaten  t und  ?/,  wenn 
man  sc  cos  y — n sin  y -{-  ß,  yz=zt  sin  y -f-  u cos  y -+- « sub-  , 
stituirt,  wo  nämlich  die  Coordinaten  t und  n sich  beziehen  auf 
einen  Anfangspunkt  z,  dessen  auf  die  ursprünglichen  (in  obigen 
Gleichungen  vorausgesetzten)  Coordinatenaxen  sich  beziehenden 
Coordinaten  sc~ß  und  y = a sind,  uud  auf  eine  Abscisseuaxe 
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(Axe  der  f)>  welche  mit  der  Axe  der  ersten  Abscissen  jc  einen 
Winkel  bildet;  (der  Winkel  (p  ist  von  dem  positiven  Theile 

der  ersten  Abscissenaxe  aus  nach  der  Seite  der  positiven  Ordinaten 
bin  gerechnet).  Die  Gleichung,  welche  man  durch  Ausrührung  die- 
ser Substitution  und  Ordnung  der  Glieder  nacfi  den  Potenzen  von 
u und  t erhält,  soll  kurz  für  die  Parabel  durch  (/*),  für  die  Ellipse 
durch  [E)y  für  die  Hyperbel  durch  {ff)  angedeutet  werden. 

* 3.  Die  allgemeine  Gleichung  des  2teu  Grades  zwischen  zwei 
senkrechten  Coordinaten  « und  t hat  die  Form: 


/tw*  Btu  -f-  (V*  *f-  Du  -f-  Et -\r  F — 0 ....  (21). 


Insofern  nun  dieselbe  eine  Parabel,  oder  eine  Ellipse,  oder  eine 
Hyperbel  ausdrückt,  sind  ihre  Coefficienten  gleich  zu  setzen  denen 
der  Gleichung  (/*),  oder  der  Gleichung  ( E ),  oder  der  Gleichung 
(H).  Sieht  inun  die  Gleichung  (21)-  als  identisch  mit  der  Gleichung 
(/*)  an,  so  ergiebt  sich:  4yjfC,=  4sin  cp2  cos  cp2  = B2.  Betrachtet 
man  die  Gleichung  (21)  als  einerlei  mit  der  Gleichung  ( E ),  so  findet 
man  \AC=  (r2  — *2)2  sin  2gp2  4r2*2,  B2  = (r2  — *2)2  sin  25p2, 
also  4 yIC  > B2.  Setzt  man  endlich  die  Coefficienten  der 


Gleichung  (21)  gleich  denen  der  Gleichung  (//),  so  ist  4 AC 
= (r2-f-#2)2  sin  2<jp3 — 4r2.#2,  B2  = (r2  *2)2  sin  2qp2,  also  AAC 

< ß 2.  Demnach  wird  die  Gleichung  (21)  nur  dann  eine  Parabel 
vorstellen  können,  wenn  4 AC  ■=.  Ü2  y eine  Ellipse,  wenn  4 AC 
> B 2,  eine  Hyperbel,  wenn  4 AC B2  ist. 

4.  ln  der  Voraussetzung,  dass  (21)  mit  {P)  identisch  ist,  also 
(21)  eine  Parabel  hczeicliuct , findet  man  ferner  sin  2 a)  = Z?;  dage- 

B 

gen  ergiebt  sich  sin  2y  = 'cfi+lÜ2 ' wenn  Gleichung 

(21)  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  ausdrückeu,  also  mit  {E)  oder  (//) 
identisch  seiu  soll. 

Bezeichnet  i die  Ordinate  (•»),  k die  Abscisse  ( t ) des  ursprüng- 
lichen Anfangspunktes  K>  bezogeu  auf  die  Coordinatenaxeu  des 
neuen  Systemes;  so  findet  sich,  wenn  (21)  eine  Parabel  ausdrückt; 


— AD2VC+-  1ADE\/A  E2{2A  -f-  C)]/C—  kF\/C 

\{Di/sV—EVA) 

D2(\-{-C)\/A  — E2C\/A+-CDE\/C—hF\/A 
H{D\/C  — E[/A) 

\ 

Wenn  aber  (21)  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  bezeichnet,  so  ist: 

BE  — 2CI)  BIJ  — 2AE 

(11)  1 — 4 AC~B2'  k — 4 AC  — B*0 


Durch  y,  i und  k wird  die  Lage  der  Axen  des  Kegelschnittes  ge- 
gen die  Axen  der  Coordinaten  u und  t,  und  für  die  Parabel  die 
Lage  ihres  Scheitels,  für  die  Ellipse  und  Hyperbel  die  Lage  des 
Mittelpunktes  bestimmt.  Ebenso  findet  man  durch  Gleicbsetzuug 
der  entsprechenden  Coefficienten  die  allgemeinen  Formeln  zur  Be- 
stimmung des  Parameters  oder  der  Axen  des  Kegelschnittes  durch 
die  Coefficienten  der  Gleichung  (21),  nämlich: 

für  die  Parabel:  (III)  p = D[/ C — E\/ ’A\ 
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für  die  Kllipse : 

(IV) 

r 

s 

(V) 

«a  = 

(VI) 

tP  = 

für  die  Hyperbel: 

(VII) 

r 

s 

(VIII) 

»*  = 

(IX) 

w 

II 

a_  VkAC—  B* 

h A + C—  ^(A  — Cy  + IF* 

67?a  4-  AE » - 2ZM£  -(\AC-  B*)F 


(hAC  - B*)  MA  + C)  - ^{A  - cy  4-  B'\ 

CD » 4-  AE'  - 2BDE  — (*,*6*  - 
(*AC  — B')  U(J  -t-  C)  4-  — + 


Vb'  — iac 


6 - 4G*+ C)+^(4 -C)*  + /r* 

CZ?a  + AE*  — 2BDE  -+-  (ZP*  — 


(HP*  ~ 4 JC)  [-  4M  H-  C)  -+-  4V/(J  - 6’)2  + Ä*J 
Cfl’  + — 2ZPZ>£  4-  (//*  — \AC)F 


5.  Indem  wir  uns  nun  züv  unserer  Aufgabe  wenden,  setzen 
wir  für  immer  fest,  «lass  der  gegebene  Punkt  durch  Z,  seine  auf 
die  Axen  des  Kegelschnittes  und  hei  der  Parabel  auf  deu  Scheitel 
der  Axe,  bei  der  Kllipse  und  Hyperbel  auf  den  Mittelpunkt  als  An- 
fangspunkt sich  beziehenden  Coordinuten  durch  a und  ß,  der  Schei- 
tel der  Parabel  aber,  so  wie  der  Mittelpunkt  der  Fllipse  lind  Hy- 
perbel durch  A bezeichnet  werde.  Ferner  nehmen  wir  an , was 
offenbar  vcrstattet  ist,  der  gegebene  Kegelschnitt  sei  ansgedrückt 
durch  eine  Gleichung  zwischen  rechtwink  liehen  Coordinateu  it  und 
für  welche  der  gegebene  Punkt  Z der  Anfangspunkt  ist;  die 
Gleichung  (21)  in  §.  3.  kann  also  iin  Allgemeinen  die  Gleichung 
des  gegebenen  Kegelschnittes  vorstellen,  und  jede  durch  Z ge- 
legte gerade  Linie  wird  nun  bezeichnet  durch  die  Gleichung: 


u 


= IH 


(1) 


Durch  Verbindung  der  Gleichungen  (21)  uud  (1)  ßudet  man  für  die 
Coordinateu  der  Punkte,  in  weichen  eiue  solche  gerade  Linie  den 
Kegelschnitt  schneidet,  die  Wcrthe: 

ß 

DP+E  _l  V"(DP  -f-  E)%  — h{AP*  BP  -f-  C)F 
1 2 {AP*  + BP  A-C)  — 2 (AP*  -f-  BP  + C) 

(DP  -4-  E)P  _j_  iV (DP  4-  E)*  - A[Tp*  + BP-+.  C)F 

* — 2 (AP*  -f-  BP  4- C)  — 2 (AP*  + BP  + C)F 

Der  ratiouale  Tbeil  des  Werthes  von  t bezeichnet  die  Ahscisse,  des 
Werthes  von  u die  Ordinate  des  Punktes,  in  welchem  der  zwischen 
den  Kegelschnitt  füllende  Abschnitt  der  geraden  Linie  halbirt  wird; 
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deutet  man  also  die  Abscisse  durch  die  Ordiuate  durch  u ' au,  so 
liat  mau  die  Gleichungen : 


DP  E 


(2)  t'  — 2[AP7  -f-  BP  C)  uod  (3)  — 


(DP  -f-  E)P 
2(.4P*  DP  -+-  C)’ 


Die  Werthe  von  f und  «/  ändern  sich  mit  dem  Werthe  von  /*; 
eliminirt.  man  aber  P aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3),  so  drückt 
das  Resultat  die  Beziehung  zwischen  den  beiden  Coordiuaten  jedes 
solchen  Punktes  aus,  welcher  den  zwischen  den  Kegelschnitt  fal- 
lenden Abschnitt  der  geraden  Linie  halbirt,  die  durch  diesen  Punkt 
selbst  und  den  Punkt  Z gelegt  wird;  das  Resultat  ist  also  die 
Gleichung  der  gesuchten  Curve.  Entwickelt  man  die  Gleichungen 

(2)  und  (3),  ordnet  die  Glieder  nach  Potenzen  von  P \ und  subtra- 
hirt  sie  von  einander,  uachdem  inan  ein  Wal  (2)  durch  {Au' 

(3)  durch  AP%  und  dann  (2)  durch  Cu\  (3)  durch  {Cl‘ E)  mul- 

tiplicirt  hat;  so  erhält  man  leicht  zwei  Gleichungen,  davon  jede  nur 
die  erste  Potenz  von  P enthält.  Durch  Elimination  der  Grösse  P 
aus  diesen  letzten  Gleichungen  erhält  inan  ein  Resultat,  welches, 
nach  Potenzen  von  u'  und  geordnet,  durch  (AE2-\-CD% — BDE) 
{heilbar  ist;  so  gelangt  man  zuletzt,  wenn  die  Accente  von  u und 
t weggelassen  werden,  zu  der  Gleichung:  * , 

' Au%  Btu  -f-  CP  1 Du ^Etz=Q  ....  (35)  • 

welches  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  ist. 

6.  Durch  Betrachtung  der  Gleichuug  (33)  ergiebt  sich  Fol- 
gendes: 

,1.  Da  die  drei  ersten  Coefficienten  der  Gleichung  (33)  gauz 
dieselben  sind,  als  in  der  Gleichung  (31),  und  nach  §.  3.  nur  vou 
diesen  die  Art  des  durch  die  Gleichung  ausgedrückten  Kegelschnit- 
tes abhängt;  so  ist  die  neue  Curve  immer  ein  Kegelschnitt 
von  derselben  Art,  als  der  gegebene. 

II.  Dieser  neue  Kegelschnitt,  der  nun  immer  der 
zweite  genannt  werden  soll,  gehet  allezeit  durch  deu 
Punkt  Z;  denn  iu  der  Gleichung  (33)  fehlt  das  beständige  Glied. 

III.  Die  Axen  des  zweiten  Kegelschnittes  sind  immer 
parallel  mit  den  Axen  des  gegebenen;  denn  die  Formeln 
zur  Bestimmung  des  Winkels  <p  gehen  für  die  beiden  Gleichungen 
(31)  und  (33)  gaDz  dieselben  Werthe  (vergl.  §.  4.). 

IV.  Wenn  der  erste  Kegelschnitt  ei  u e El lipse  oder 

Hyperbel  ist,  so  liegt  der  Mittelpunkt  des  zweiten  Ke- 
gelschnittes immer  in  der  Mitte  der  geraden  Linie,  wel- 
che die  Punkte  K und  Z verbindet;  denn  sind  i'  und  k’  die 
Coordinaten  des  Mittelpunktes  des  zweiten  Kegelschnittes,  so  findet 
man  nach  §.  4.:  *'  = k'  z=\k. 

V.  Ist  der  erste  Kegelschnitt  eine  Parabel,  so  ist 
der  Parameter  der  zweiten  Parabel  die  Hälfte  des  Pa- 
rameters der  ersten  (folgt  aus  §.  4.  III.,  weil  D'-=:\D , E 
= ist,  wenn  D\  E Coefficienten  der  Gleichung  (33)  bezeich- 
nen); ist  er  aber  eiue  Ellipse  oder  Hyperbel,  so  ist  das 
Verhältnis  der  beiden  Axen,  also  auch  die  Excentrici-  • 
tat  in  dem  zweiten  Kegelschnitte  dieselbe  als  im  ersten 
(folgt  aus  §.  4.  IV.  und  VII.). 


/ 
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„ 7.  Offenbar  ist  es  wiiikübrlich,  welche  Lage  man  den  Axen 
der  Coordinaten  u und  t geben  will,  wenn  nur  Z als  Anfangspunkt 
genommen  wird.  Um  daher  die  weiteren  Betrachtungen  zu  verein- 
fachen, darf  man  annehmen,  dass  die  Axen  der  Coordinaten  w und 
t parallel  seien  den  ursprünglichen  Axen  der  y und  az,  d.  i.  den 
Axen  des  Kegelschnittes,  in  welchem  Falle  9 = 0 ist.  Hierdurch 
erhält  man  nach  §.  2.  als  Gleichung  des  ersten  gegebenen  Kegel- 
schnittes 
für  die  Parabel: 


«24-2aw — pt- 1-«* — pß  — 0 ....  (^5) 
ftir  die  Ellipse: 

r2?/2  -+*  *2/2  -f-  2 ar2v  -f-  2 ßs2t  + r2a2  -f-  s2ß2  — r2b2  = 0 ....  ((5) 
für  die  Hyperbel: 

r2u2  — s2t2  ~ f-  2 ar2u  — 2/(?j2£-4-  r2a2  — s2ß2  -f-  r2b2  = 0 ....  (£) 

Wie  diese  drei  Gleichungen  enthalten  sind  in  der  allgemei- 
nen Gleichung  (2t)  (§.  3.),  so  soll  der  zweite  Kegelschnitt  über- 
haupt ausgedrückt  sein  durch  die  Gleichung: 

A'  u2  — j—  ß’tu  -f-  C't2  -f-  D'u  — f-  E*t  — F*  — 0 ....  (Q£) 


so  dass  also  nach  der  Gleichung  (25)  in  §.  5.  immer  ist: 

A’  = A,  ß=B,  C’  = C,  D = yDt  E'  = lEt  F=  0. 

Ebenso  sollen  die  Buchstaben  /»',  b',  r\  //,  i\  F dieselbe  Be- 
deutung in  Beziehung  auf  den  zweiten  Kegelschnitt  haben,  als  die 
entsprechenden  «r,  £,  r,  *,  p , i,  k für  den  ersten. 

8.  Ehe  wir  uns  zu  dpn  besonderen  Arten  der  Kegelschnitte 
wenden,  mögen  noch  die  allgemeinen  Formeln  für  die  Coordinaten 
der  Punkte  angegeben  werden,  in  welchen  der  erste  Kegelschnitt 
von  dem  zweiten  geschnitten  wird.  Man  erhält  dieselben  durch  Ver- 
bindung der  Gleichungen  (2t)  und  (25),  nämlich: 


«#  = 


(BD  — 2JE)F±  fA/fV{ß*  — 4 AC)F+  M2 

m 

(BE  — WD)F?f  E\/FV'(B 2 — 4 AC)F+  Mx 

M2 


- 0) 
....  (II) 


wo  Iß2  = AE2  -f-  CD 2 — BDE  gesetzt  ist. 

9.  Sei  nun  zuerst  der  gegebene  Kegelschnitt,  also  auch  der 
zweite  eine  Parabel.  Die  erste  Parabel  wird  durch  die  Gieiehung 
(jB)  §.  7.  aasgedrückt,  so  dass  also  hier  = l,  /?  = 0 zzi  Ct 
/)=zz2a,  E=  — p , F=za2 — pß  ist.  Demnach  hat  man  für  die 
zweite  Parabel  Ar  z=z  1 , ß’  = 0 = C\  = cs,  F7  ■=. — \p,  E =0. 
Man  findet  daher  ausser  p’  sss  \p  ($.  4.  III.),  was  nach  §.  6.  V. 
schon  bekannt  ist,  weiter  nach  $.  4.  !.: 
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Aus  (I)  ergiebt  sich,  dass  die  Axe  der  zweiten  Parabel,  welche  pa- 
rallel mit  der  Axe  der  ersten  ist  (§.  6.  III.),  durch  die  Mitte  der 
Verbindungslinie  KX  gellt.  Hierdurch  mit  Rücksicht  auf  (II)  wird 
sehr  leicht  der  Scheitel  der  zweiten  Parabel  gefunden. 

10.  Für  die  Schneidungspunkte  der  beiden  Parabeln  sind  nach 
§.  8.  die  Coordinaten: 


71 


= ± \/a'  - pß,  tz=  alzM  ~Pfit 

IP  iP 


welche  Wertbe  immer  möglich  sind,  wenn  a* — pß^>  0,  d.  i.  wenn 
Z ausserhalb  der  ersten  Parabel  liegt.  Bei  a2 — pß  = 0 berühren 
sich  beide  Parabeln  in  dem  Punkte  Z.  Da  die  Ordinaten  dieser 
Sehneidungspunkte  absolut  gleiche  aber  entgegengesetzte  Wertbe 
haben;  so  muss  die  Verbindungslinie  derselben,  d.i.  die  gemeinsame 
Sehne  beider  Parabeln  durch  die  Abscissenaxe  (Axe  der  t)  halbirt 
werdeo.  Hieraus  folgt  wieder  nach  einer  bekannten  Eigenschaft 
der  Parabel,  dass  die  gerade  Linie,  welche  die  zweite  Parabel  in 
dem  Punkte  Z berührt,  und  ebenso  die  gerade  Linie,  welche  die 
erste  Parabel  in  dem  Puukte  berührt,  wo  die  erste  Parabel  von  der 
Axe  der  t geschnitten  wird,  parallel  sein  muss  mit  der  Verbin- 
dungslinie jener  Sehneidungspunkte.  Dasselbe  lindet  man  auch  auf 
folgende  Weise.  Seien  Z,  und  A jene  beideo  Sehneidungspunkte, 

so  dass  Für  JL  die  Coordinateu  #/,  = 1 /«*  — pß  und  /,  = - 


a 


Pß 


a\^a2  — pß 

. 

«v  a2  — pß 


, für  A aber  uz  = — 1/ a*  — pß  und  t2  = g*  ~ 

\P 

sind.  Da  nun 


// , — u 


7^  ist,  so  hat  man  für  die 

C2  2a 


hV  ‘ r 

durch  Zr  uud  A gehende  gerade  Linie  die  Gleichung: 

Jl 

71—71,=  ^(t  — t ,) (1) 


Nach  der  bekannten  Eigenschaft  der  Parabel  findet  man  für  die 
Gerade,  welche  die  zweite  Parabel  im  Puukte  Z berührt,  zunächst 

v 

z 

die  Gleichung:  u = ^gt\  setzt  man  nun  hier  die  oben  (§.  9.)  ge- 
fundenen Wertbe  für  i ' und  X?',  so  erhält  man  für  diese  Tangente 
die  Gleichung: 


u = lt 

2 a 


(2) 


Für  den  Punkt  09  in  welchem  die  erste  Parabel  von  der  Axe 
der  t geschnitten  wird,  sind  die  auf  die  Axe  und  den  Scheitel  die- 

ser  Parabel  bezogenen  Coordinaten  y'  = a,  &'  rrr — ; daher  ergiebt 

sich  für  die  Gerade,  welche  die  erste  Parabel  in  O berührt,  die 

Gleichung:  * = ;*•>  \* — ß)]%  d.  i.  durch  obige  Wertbe: 


— <3> 
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Da  nun  in  allen  drei  Gleichungen  (I),  (2),  (3)  der  Coefficient 

von  t derselbe  »st,  so  folgt  hieraus,  dass  die  geraden  Linien, 

welche  diesen  Gleichungen  entsprechen , sämmtlich  unter  einander 
parallel  sind. 

11.  Wenn  Z ausser  halb  der  ersten  Parabel  liegt, 
also  u 2 — pß  > 0 ist,  so  wird  die  erste  Parabel  von  der 
geraden  Linie  ZE  in  /*,  von  der  geraden  Linie  ZN  in 
N berührt.  Wenn  wieder  ux  und  tx  die  Coordinaten  des  Punk- 
tes //  bezeichnen,  so  hat  inan  für  die  gerade  Linie  ZJL  die  Glei- 

chung:  u=  oder  zwischen  Coordinaten  x,  y auf  den  Anfangs- 
punkt K und  die  Axe  der  Parabel  bezogen,  und  wenn  inan  für 
~ den  aus  §.  10.  sich  ergehenden  Werth  substituirt: 


V 


X 


Für  y = 0 findet  man  hieraus  Für  x den  Werth: 

— Da  aber  für  den  Punkt  E die  auf  die  Axe 


der  ersten  Parabel  bezogene  Ordinate  =ra  + i/,  = a-f-V7 «* — pß 
ist,  so  wird  für  denselben  Punkt  die  Abscisse,  auf  der  Axe  vom 

Scheitel  aus  genommen,  ausgedrückt  durch  ^ a ~ Ver- 

gleicht  man  dieses  mit  obigem  Wrerthe  von  x,  d.  i.  mit  der  Ab- 
scissc  des  Punktes,  in  welchem  die  Axe  der  Parabel  von  ZE  ge- 
schnitten wird,  so  ergiebt  sich  aus  der  Natur  der  Parabel,  dass 
sie  in  E von  ZE  berührt  wird.  Ganz  ähnlich  ist  der  Beweis  für 
die  Linie  ZN. 

12.  Weun  der  gegebene  Punkt  Z auf  der  ersten  Parabel 

liegt,  also  «l  — pß  = 0 ist,  so  hat  man  für  den  Scheitel  der  zwei- 
ten Parabel  nach  §.  9.  die  Coordinaten  i'  = — ^a,  — iß ; 

der  Scheitel  der  zweiten  Parabel  liegt  also  dann  in  der  Mitte  der 
Verbindungslinie  der  Punkte  K uud  Z.  Leicht  erkenut  man  nun 
auch  das  Umgekehrte  als  richtig:  wenn  man  von  irgend  einem 
Punkte  einer  Parabel  beliebig  viele  Sehnen  zieht,  und  jede  Sehne 
um  ein  ihrer  eignen  Grösse  gleiches  Stück  verlängert,  so  liegen 
die  Endpunkte  dieser  Verlängerungen  wieder  auf  einer  Parabel, 
deren  Parameter  das  Doppelte  von  dem  Parameter  der  ersten  Pa- 
rabel ist;  die  Axen  beider  Parabeln  sind  parallel,  und  der  Scheitel 
der  zweiten  ist  der  Endpunkt  der  Verlängerung  von  der  Sehne, 
welche  nach  dem  Scheitel  der  ersten  gezogen  ist;  in  dem  Punkte 
Z berühren  sich  beide  Parabeln  (vergl.  §.  10.). 

13.  Sei  nun  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  also  aus- 
gedrückt  durch  die  Gleichung  ((£)  in  §.  7.;  demnach  ist  jetzt  A 
= r2,  B — 0,  C=s2,  I)z=2ar2,  E=2ßs2,  F = r*a2  -f-  f2ß2 
— r2Ä2,  daher  für  den  zweiten  Kegelschnitt,  ebenfalls  eine  Ellipse, 
A=zr2y  R=Z  0,  C'z=s2,  D’  = ar21  E'=ßs29  E'  = 0,  folglich 
die  Gleichung  dieser  Ellipse: 


r2u2  -f*  #*P  -f-  ur*m  •+•  ß**t  = 0. 
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Die  Lage  des  Mittelpunktes  und  der  Axen  der  zweiten  Ellipse 
sind  nach  §.  6.  111.  und  IV.  schon  bestimmt;  fiir  die  Grösse  der 
Axen  hat  man  jetzt  nach  §.  4.  V.  und  VI.:  ' 


n 


>2 


b'2 


r2a2  -f-  s2ß2 
4 

r2a 2 -f-  82ß2 


Der  Parameter  p'  der  zweiten  Ellipse  ist  daher 

p’  = *£  = tV“’ + (f ß)'  • • • («») 

14.  Sind  wieder  L und  A die  Schneidungspunkte  der  beiden 
Ellipsen,  «,  und  tx  für  Zr,  u2  und  t2  für  A die  Coordinaten,  und 
setzt  man  der  Kürze  wegen  r2a2-\-s2ß2 — r2b2  =:  m2,  also  r*a* 
s2ß2  = m2  -f-  r2b2  = m2  -fr-  s2a2  ; so  ist  nach  §.  8.: 


— am2  — s/jßm  ^ — ßtn2  -f-  raam  \ 

Ul  — r2ci2  -*-  s2ß2~<>  *l  r2a2-i-s2ß 2 I 

— am 2 -f-  sbßm  — ßm2  — raam  ( 

r2a2  -f-  s*ß2~*  tj  r2a2  -f-  s2^ ) 


Daher  für  dieselben  Punkte  die  Coordinaten  yx , a:t , y3 , ara 

den  Mittelpunkt  und  die  Axen  der  ersten  Ellipse  bezogen: 

» 

/ 


r2h2a  — sbßm  s2a2ß  raam 

+ ’ Xx  — r2a2  + s2ß2 

r2h2a  -f-  sbßm  s2a2ß  — raam 

V*  — r2ct2  -+•  s2ß2  9 J*2  — r2a * -+-  s2ß2~ 


(II) 


auf 


Diese  doppelten  Werthe  werden  gleich,  d.  h.  die  Punkte  L*  und  A 
fallen  in  einen  zusammen,  in  welchem  die  Ellipsen  sich  berühren, 
wenn  m — 0,  d.  i.  wenn  r2a2  -f-  s2ß2  z=r2b2  = s2a2  ist,  also  der 
Punkt  Z auf  der  ersten  Ellipse  selbst  liegt;  es  wird  dann  yl=ya 
= a,  ocx  = ac2  = ß.  Unmöglich  aber  werden  beide  Werthe,  wenn 


r2a2  -4-  s2 ß2  < r2b2  , also  a — \ / a2  — ß2  ist,  d.  h.  wenn  der 

gegebene  Punkt  Z innerhalb  der  ersten  Ellipse  liegt. 

15.  Durch  Benutzung  obiger  Werthe  für  yt , scy , y2 , a:2  er- 
hält man  für  die  durch  Z,  und  A gehende  Gerade  die  Gleichung: 

s2  8 b2  r2b9 

y = . Für.y  = 0 findet  sich  hiernach  a:  = — j-r- 

* r2a  a u s*ß 

= — . Hieraus  ergiebt  sich  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der 

Ellipse,  dass  die  Linie  JLA  die  verlängerte  grosse  Axc  der  ersten 
Ellipse  in  demselben  Punkte  schneidet,  in  welchem  diese  Axe  ge- 
schnitten wird  von  einer  Tangente  der  ersten  Ellipse,  deren  Be- 
rührungspunkt die  Abscisse  = ß hat;  es  ist  dieses  einer  der  Punkte, 
in  welchen  der  von  Z auf  die  grosse  Axe  gefällte  Perpendikel  die 
erste  Ellipse  schneidet,  wenn  nur  ß < a ist. 
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16.  Legt  man  durch  Z eine  gerade  Linie  (A)  parallel  mit 
LN,  so  findet  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  der  Linie  LN 
(§.  15.)  für  (A)  die  Gleichung: 


— *9ß 


r*a* 


“L  •••'(■) 


1/  = jr-  X •+■ 

J *•*«  f*a 

Oder  wenn  man  den  Mittelpunkt  ft  der  zweiten  Ellipse  als  An- 
fangspunkt. die  Axen  dieser  Ellipse  als  Ooordinateuaxen  annimmt, 
und  die  darauf  sich  beziehenden  Coordinaten  durch  ’y  und  'x  be- 
zeichnet, so  erhält  man  für  (A)  die  Gleichuug: 


v=-^' 


r‘a 


X 


r2a3  -f-  s2ß3 
2 r2a 


di) 


Setzt  man  in  dieser  letzten  Gleichung  'y  = 0,  so  findet  man 
für  den  Punkt,  in  welchem  die  verlängerte  grosse  Axe  der  zwei- 
ten Ellipse  von  (A)  geschnitten  wird,  den  Werth  der  Ahscisse: 


x 


= 2^--—  = 7^-  (vergl.  §.  13.  I.).  Da  aber  \ß  die  Ahscisse 

des  Punktes  Z der  zweiten  Ellipse  ist,  durch  welcheu  die  Linie 
(A)  gehet,  so  ergieht  sich  aus  dem  hier  gefundenen  Werthe  von  'x 
auch  der  schon  vorhin  benutzten  Eigenschaft  der  Ellipse,  dass  die 
zweite  Ellipse  von  der  Linie  (A)  in  Z berührt  wird.  Demnach 
ist  die  gemeinsame  Sehne  beider  Ellipsen  mit  der  dem 
Punkte  Z zugehörigen  Tangente  der  zweiten  Ellipse 
parallel,  und  wird  folglich  durch  die  gerade  Linie  KZ 
halbirt. 

17.  Für  die  Punkte  G und  G',  in  welchen  die  erste  Ellipse 
von  der  Geraden  A'Z  geschnitten  wird,  findet  mau  leicht  die  Cuor- 
. rhu'  . rÄ/9« 

uinaten  y—.±K  , x = db  ry  • \ Daher  wird 

die  durch  einen  dieser  Punkte,  z.  B.  durch  G gehende  gerade  Linie, 
welche  parallel  ist  mit  der  gemeinsamen  Sehne  LN , ausgedrückt; 


*'i 


durch  die  Gleichung  y = — ^ V r*a2  *3/S*.  Setzt  man 

hier  wieder  y = 0,  so  findet  man  für  den  Punkt,  in  welchem  diese 
Linie  die  verlängerte  grosse  Axe  der  ersten  Ellipse  schneidet,  die 
Abscisse: 


x 


_ rlb/ r2a 2 -f-  s9ß 2 r2a2  -f-  s9ß 2 


Da  aber 


s'ß 

r/tß 


sß 


rhß 


r2a2 


s9ß2 


VT i 


die  Abscisse  des  Punktes  G der  Ellipse  ist, 


'a2  s2B2 

durch  welchen  die  betrachtete  gerade  Linie  gehet,  so  ergiebt  sich 
aus  dem  hier  gefundenen  Werthe  vou  x , dass  diese  Gerade  die 
Ellipse  in  G berührt.  Aehnliches  gilt  von  der  durch  den  anderen 
Punkt  G'  gelegten  Parallele  mit  LN . Immer  also  sind  die 
den  Punkten  Z und  AT  zugehörigen  Tangenten  der  zwei- 
ten Ellipse  parallel  mit  den  Tuqgenten  der  ersten  für 
die  Punkte,  in  welchen  die  erste  Ellipse  von  der  gera- 
raden  Linie  KZ  geschnitten  wird;  und  wenn  Z ausser- 
halb der  erBten  Ellipse  liegt,  also  beide  Ellipsen  sich 

Thell  y.  24 
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schneiden,  so  ist  aocii  die  ihnen  gemeinsame  Sehne  pa- 
rallel mit  jenen  Tangenten. 

18.  Wenn  Z ausserhalb  der  ersten  Ellipse  liegt/ und  ß « 
ist,  so  ergiebt  sich  aus  §.  15.  und  §.  17.  ein  leichtes  Verfahren,  die 
Schneidungspunkte  A und  A beider  Ellipsen  zu  finden,  ohne  dass 
die  zweite  Ellipse  construirt  zu  werden  braucht. 

19.  Liegt  Z ausserhalb  der  ersten  Ellipse,  so  wird 
letztere  von  der  geraden  Linie  ZA  in  A,  von  XA  ln  A 
berührt.  Durch  die  Coordinatcn  des  Punktes  A,  x,  und  yx 
( §.  14.  II.)  findet  man,  weil  r*a*  -f-  s2ß%  = m2  + r2b2  = m* 

-\-s2a2  ist,  für  die  Linie  ZA  di&Gleichung:  y — a = —(x — ß). 

....  A ,.  ran2  -f-  sbß2 r2a2a2  -\-rsabß2 

hur  y = 0 erhalt  man  hieraus:  x = — yr— — = 

J sbß  -f-  am  r sab  ß ~\-raam 

i woraus  die  Richtigkeit  der  Behauptung  für 


a* 


s2a2> 


r2«2 


7jL  folgt.  Aebnlicb  ist  der  Beweis  für  XA. 

20.  Wenn  der  Punkt  Z auf  der  gegebenen  Ellipse  liegt,  also 
r2a 2 -4-  s2ß2  =r2b2  = s2a*  ist,  so  findet  man  aus  den  Formeln 
(I)  und  (II)  in  §.  13.  leicht,  dass  dann  die  Axen  der  zweiten 
El  I ipse  • bezieh  u ngsweise  gleich  sind  den  .Hälften  der 
Axen  der  ersten  Ellipse.  Da  dieses  gilt,  welcher  Punkt  des 
Umfanges  der  ersten  Ellipse  für  Z genommen  werden  mag,  so  folgt 
nebenbei  hieraus  auch,  dass  eioe  Ellipse,  deren  Axen  beziehungs- 
weise, gleich  sind  den  Hälften  der  Axen  einer  anderen  Ellipse,  im- 
mer in  diese  andere  so  gelegt  werden  kann,  dass  sie  durch  deren 
Mittelpunkt  gehet,  • dieselbe  in  einem  gegebenen  Punkte,  berührt, 
und  ihre  Axen  den  gleichnamigen  Axen  der  underen  Ellipse  paral- 
lel sind.  * 

21.  Durch  Umkehrung  des  Vorausgebenden  ergiebt  sich  nun 
auch  folgender  Satz:  wenn  von  irgend  einem  Punkte  Z des  Um- 
fanges einer  Ellipse  beliebig  viele  Sehnen  gezogen,  und  abwärts 
von  jenem  Punkte  verlängert  werden  um  ein  Stück,  das  der  Sehne 
selbst  gleich  ist,  so  liegen  die  Endpunkte  dieser  Verlängerungen 
auf  einer  Ellipse,  deren  Axen  das  Doppelte  von  den  gleichnamigen 
Axen  der  ersten  Ellipse  und  mit  diesen  parallel  sind;  der  Mittel- 
punkt der  neuen  Ellipse  ist  der  zweite  Endpunkt  des  von  Z aus- 
gehenden Durchmessers  der  ersten  Ellipse,  und  beide  Ellipsen  be- 
rühren sich  in  Z.  Dieser  Satz  ist  indessen  ebenso  wie  der  oben 
in  §.  12.  erwähnte  nur  ein  besonderer  Fall  eines  allgemeineren, 
den  wir  nachher  aussprechen  und  beweisen  werden. 

22.  Alles  hier  in  Betreff  der  Ellipse  Gefundene  gilt  im  Allge- 
meinen auch,  wenn  der  gegebene  Kegelschnitt,  also  auch  der 
zweite  ein  Kreis  ist,  -nur  mit  einigen  Modificationen.  In  diesem 
Falle  ist  nämlich  a = r = s = 1 zu  setzen;  wenn  daher  der 
Halbmesser  des.  neuen  Kreises  durch  o bezeichnet  wird,  während 

^ i , ^ „ * ... 

der  des  gegebenen  = a ist,  so  hat  man  hier  q = u2  -f-  ß2. 
Liegt  Z ausserhalb  des  ersten  Kreises,  ist  also  a2-\-ß2>a2,  so 
schneiden  sich  beide  Kreise  in  zwei  Punkten  A uud  zV,  für  deren 

Coordinaten  hier  die  Formeln  gelten:  y=s=  jc  = . 

wo  nun  m =:  v aai  -4-  ß 2 — a 2 ist.  Für  die  gerade  Linie,  wel- 
che durch  diese  Scbneidungspuokte  gebet,  hat  mun  daher  die  Glei- 
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ß’  a 2 

— — —sr  -4-  — . 


chung:  y = — 


a 


Da  aber  für  die  Gerade  KX  auch  hier 


die  Gleichung  y==  ■— x gilt,  so  ergiebt  sich  aus  der  Form  dieser 

beiden  Gleichungen,  dass  die  gemeinsame  Sehne  LN  unter  rechten 
Winkeln  von  der  Linie  KX  geschnitten  wird.  Auf  eine  sehr  ein- 
fache  Weise  folgt  nun  hieraus  der  Parallelismus  dieser  Sehne  mit  . 
den  oben  bezeichueten  Tangenten  (vergi.  §.  16.  17.).  ' 

23.  Wenn  der  erste  Kegelschnitt  eine  Hyperbel  ist,  ausge- 
drückt durch  die  Gleichung  (£)  in  §.  7.,  so  ist  auch  der  zweite 
eine  Hyperbel,  für  welche  die  Gleichung  gilt: 

r1«*  — s2l2  -f-  ar2u  — ß*2tz=z  0. 

v 

» * 4 i I ’ • 

Für  die  Grösse  der  Axen  findet  man,(§.  4.  VIII.  und  IX.): 

,2  s2ßt—r2a2  s7ß2~r*(t*  r,  x c i • , , 

a 2 = — , 0 2 = ■ ' «,  Zu  den  Scbneidungspunk- 

ten  L und  N beider  Hyperbeln  gehören  die  Coordinaten: 

\ . r2b2a  =b  sbßm  • s2a2ß  : * 

y — stp—r‘a^  ’ 


1 raum , 


s2ß 2 


, wo  m2z=zr2b2 — *2ß2-\-r2a.2 


rJa 


angenommen  ist,  daher  auch  s 2ß*  — r2a2  = r2b2  — m 2 =r2«2  — m 2 
ist.  Die  durch  L und  N gelegte  gerade  Linie  hat  zur  Gleichung: 

y=.—£-a: . Für  y = 0 wird  a?=  — j-r-  = — ; daher  gilt  hier 

eine  ähnliche  Bemerkung,  als  oben  §.  15.  bei  der  Ellipse  gemacht 
worden  ist.  Für  die  durch  X gelegte  Parallele  mit  LN  gilt  zwi- 
schen den  Coordinaten  ’jc  und  ’y  auf  die  Axen  und  den  Mittelpunkt 

s2  ß , 

der  zweiten  Hyperbel  bezogen  die.  Gleichung:  ’y  «-  — - 


r*cc 


S2ß2  — r2((t 

r2u 


2fi2  _ r2a2 


•*ß 


a 


•2 


Für  'y=0  wird  '.«■  = = 7^,  woraus 

hervorgellt,  dass  diese  Parallele  die  zweite  Hyperbel  in  X berührt. 
Zu  den  Punkten  G und  G\  in  welchen  die  erste  Hyperbel  von  der 
geraden  Linie  K7j  geschnitten  wird,  gehören  die  Coordinaten 
rbß  rbcc  * ^;s  , 

*=—v\w-r'«*’  y = -\7Wr=T^-  D,e  durcl*  G «•* 


hende 


S2ß2  _ r2a2  ~ K S2ß 3 

k # > S2  ß 

Parallele  mit  LN  hat  zur  Gleichuug:  y sss 


— — K/g'ß2  — r2«2.  Für  y = 0 wird  sc  = - — 1- .. 

ra  r , s*ß 

rbß 

= «2  : . > , == , woraus  folgt,  dass  diese  Linie  die  erste  Hv- 

V s2ß2 — r*a * D J 

perbel  in  G berührt.  - Aehnliches  gilt  von  der  Parallele  durch  G'. 

Die  dem  Punkte  X zugehörige  Tangente  der  zweiten  Hyperbel  ist 

also  mit  den  Tangenten  der  ersteu  Hyperbel  für  die  Punkte  G und 

G'  parallel,  und  wenn  die  Hyperbeln  sich  schneiden,,  so  ist  auch 

die  gemeinsame  Sehne  mit  jenen  Tangenten  parallel.  Die  durch 

Z uud  L gelegte  Gerade  hat  zur  Gleichung:  y — — ß); 

für  y = 0 wird  tv  = a2  : ; mit  Rücksicht  auf  den 

Werth  der  Abscisse  des  Punktes  />  ergiebt  sich  hieraus,  dass  die 
Gerade  XL  die  erste  Hyperbel  in  L berührt.  Ebenso  findet 

24* 
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man,  dass  <Z/V  die  Hyperbel  in  jV  berührt;  beide  Mal  wird  aber 
vorausgesetzt,  dass  Z ausserhalb  der  ersten  Hyperbel  liegt. 

24.  Wenn  der  gegebene  Punkt  Z auf  der  Hyperbel  selbst 
liegt,  d.  i.  wenn  s2ß2 — r2u2  = r2b2  = s2a2  ist,  so  sind  die  Axen 
der  zweiten  Hyperbel  gleich  den  Hälften  der  gleichnamigen  Axen 
der  ersten,  und  durch  (Jinkehrung  lässt  sich  hieraus  auch  für  die 
Hyperbel  ein  Satz,  analog  den  iu  §.  12.  und  §.  21.  ausgesprochenen, 
au  (stellen.  Es  soll  aber  jetz»t  noch  der  allgemeinere  Satz  bewiesen 
werden,  von  welchem  die  gelachten  nur  besondere  Fälle  sind;  die- 
ser allgemeine  Satz  ist  folgender. 

25.  Wenn  man  von  einem  auf  dem  Umfange  irgend 
eines  Kegelschnittes  beliebig  gewählten  Punkte  Z ir- 
gend wie  viele  Sehnen  zieht,  und  von  Z aus  auf  jeder 
Sehne  selbst,  oder  nach  der  entgegengesetzten  Seite 
hin  auf  ihrer  Verlängerung  einen  Abschnitt  so  bestimmt,' 
dass  das  V er hältniss  zwischen  diesem  Abschnitte  und  der 
zugehörigen  Sehne  überall  dasselbe  ist,  so  liegen  die 
Endpunkte  aller  Abschnitte  auf  ei  ne  in  zweiten  Kegel- 
schnitte von  derselben  Art,  als  der  gegebene. 

Beweis.  Der  gegebene  Kegelschnitt  sei  ausgedrückt  durch 
eine  Gleichung  zwischen  rechtwinkligen  Coordinaten  u und  /,  die 
den  Punkt  Z zum  Anfangspunkte  haben;  so  muss,  weil  dieser  Punkt 
auf  dem  Kegelschnitte  selbst  liegt,  diese  Gleichung  die  Form  haben: 

i 

Au2  H-  Btu  -f-  Ct2  -+-  Du  -4-  £*/  = 0 . , . . <l) 

* 

Jede  von  Z ausgehende  gerade  Linie  wird  vorgestellt  durch  die ' 
Gleichung:  u-=Pt,  und  schneidet  den  Kegelschnitt  noch  in  einem 
zweiten  Punkte  F,  dessen  Coordinaten  siud: 

, — _ »P+E _ (f)P+  E)P 

.~~4P2-i-i*r-i-C'  — AP*+-bP-+-c — 

I 

, J 

Wird  nun  auf  der  Sehne  Z F,  oder  auf  deren  Verlängerung  über 
Z hinaus  der  Abschnitt  ZW  so  bestimmt,  dass  ZF:  ZW  = 1 : // 
sich  verhält,  wo  n irgend  eine  ganze  oder  gebrochene  Zahl  bedeu- 
tet, so  erkennt  man  leicht,  dass  die  dem  Punkte  W zugehörigen 
Coordinaten  diese  Werthe  haben  müssen: 


„(DP  + ß)  MDP+E)P 

— AP*  -f-  BP  -f-C*  U — AP* BP + C ' " ' 

Eliminirt  man  aus  den  beiden  Gleichungen  (111)  die  Grösse  Pj  so 
muss  das  Resultat  die  Gleichung  der  Curve  sein,  welche  der  geo- 
metrische Ort  der  Endpunkte  aller  von  Z aus  bestimmten  Ahschuitre 
jener  Sehnen  ist  ( vergl.  §.  5.).  Die  wirkliche  Ausführung  dieser 
Elimination  aber  giebt  (auf  dem  in  §.  5.  befolgten  Wege)  zuletzt 
folgende  Gleichung: 

Au2  -4-  Btu  -j-  Ct2  4-  nDu  -4-  nEt  = 0 (IV) 

Da  nun  die  drei  ersten  Coefficienten  dieser  Gleichung  identisch  sind 
mit  den  entsprechenden  Coefficienten  der  Gleichung  (1),  so  folgt 
hieraus  nach  §.  3.,  dass  die  der  Gleichung  (IV)  entsprechende  Curve 
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ein  Kegelschnitt  von  ganz  derselben  Art  ist,  als  der  durch  die  Glei- 
chung (I)  bezeichnete. 

26.  Man  nehme  an,  was  offenbar  erlaubt  ist,  dass  die  Axen 
der  Coordinaten  u und  t der  Gleichung  (I),  als»  auch  die  der  Glei- 
chung (IV),  parallel  seien  den  Axen  des  gegebenen  Kegelschnittes; 

der  Mittelpunkt  dieses  Kegelschnittes  (hei  der  Parabel  der  Scheitel 
der  Axe)  werde  wieder  durch  JC,  der  Mittelpunkt  des  neuen  durch 
$ bezeichnet,  und  a und  ß seien  die  Coordinaten  des  Punktes  Z 
bezogen  auf  den  Anfangspunkt  K und  die  Axen  des  ersten  Kegel- 
schnittes. D>e  Gleichung  (1)  in  §.  25.  hat  daher  hier  folgende  Form: 

für  die  Parabel: 

# . 

u2  2au  — pt  = 0 ....  (II) 

für  die  Ellipse: 

, 

r2u2  t2t2  -f-  2 ar2u  -f-  2 ßs2t  = 0 ....  (II) 

für  die  rfyperbel: 

r'u2  —s2P  -+-2ar2u  — 2/?*V=0  ....  (III) 

Dieses  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  (IV)  in  §.  23.  giebt  Fol- 
gendes zu  erkennen. 

27.  I.  Auch  der  neue  Kegelschnitt  geht  durch  den  Anfangs- 
punkt Z der  Coordinaten  u und  t. 

II.  Die  Axen  des  neuen  Kegelschnittes  sind  parallel  den  Axen 
des  ursprünglich  gegebenen  (§.  4.  vergl.  §.  6.  III.). 

III.  Wenn  für  den  Mittelpunkt  ^ des  neuen  Kegelschnittes 

(bei  der  Parabel  für  den  Scheitel  der  Axe)  die  auf  die  Axen  der 
#/  und  t sich  beziehenden  Coordinaten  wieder  durch  #'  und  //, 
dagegen  die  auf  den  Anfangspunkt  IC  und  die  Axen  des  ersten 
Kegelschnittes  bezogenen  Coordinaten  durch  rj  und  # bezeichnet 
werden,  so  ist,  von  welcher  Art  auch  der  Kegelschnitt  sein  mag, 
immer  / 

i'  =, — na,  k'  =a  — nß\  r]  = ( 1 — «)«,  & = (1  — n)ß. 

• - 

« 

Der  Punkt  $ liegt  also  immer  auf  der  durch  Z und  IC  gelegteu 
geraden  Linie  in  dem  Abstande  =(1  — ti)a  von  der  Hauplaxe  des 
ersten  Kegelschnittes. 

' IV.  Ist  der  erste  Kegelschnitt  eine  Parabel,  und  deren  Para- 
meter = /?,  so  bat  der  zweite  Kegelschnitt,  auch  eine  Parabel,  den 
Parameter  = np  (§.  4.  III.).  Ist  der  erste  Kegelschnitt  eine  El- 
lipse oder  Hyperbel,  oeren  Axen  2 a und  2 b sind,  so  hat  der  zweite 
Kegelschnitt  die  Axen  2a  z=z  /i  ,2a , 24'  = /*.  2^.  Bedeutet  also  p 
den  Parameter  des  ersten,  p'  den  Parameter  des  zweiten  Kegel- 
schnittes, so  ist  in  allen  Fällen  ;/=»p.  . Diese  Werthe  der  Axen* 
2 d uod  2 b'  findet  man  aus  §.  4.  V.  und  VI.;  VIII.  und  IX.  vergl. 
§.  25.  IV.;  §.  26.  II.  und  III.  mit  Rücksicht  darauf,  dass  hier  für 
die  Ellipse  r2a 2 -f-  s2ß2  = s2a2  z=zr2b2 , für  die  Hyperbel  s2ß2 
— r2 u2  = s2 a2  = r2 b2  ist. 

V.  Die  gerade  Linie,  welche  den  ersten  Kegelschnitt 
in  dem  Punkte  Z berührt,  berührt  in  demselben  Punkte 
auch  den  zweiten  Kegelschnitt,  daher  berühren  sich  in 
Z beide  Kegelschnitte  .selbst. 
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Beweis.  Die  gerade  Linie,  welche  die  erste  Parabel  im 
Punkte  Z berührt,  hat  zur  Gleichung:  y - “ = — ß)- 

Zp  v 

Wenn  man  aber  den  Scheitel  & der  zweiten  Parabel  als  An- 
fangspunkt, die  Axe  desselben  als  Abscissenaxe  nimmt,  und  die 
entsprechenden  Coordinaten  durch  ' ac  und  ’y  bezeichnet,  so  ist 
je  •=:  ’jc  — ( n — 1 ) /? , y = 'y  — (n  — 1 ) a , wodurch  die 
Gleichung  der  gedachten  Tangente  diese  Form  erhält:  'y — na 

= — nßb  Für  'y  = 0 wird  ’x  — nß , woraus  folgt,  dass 

die  gedachte'Tangente  auch  die  zweite  Parabel  in  Z berührt.  — 
Ist  der  erste  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  So  findet  man  für  die  dem 
Punkte  Z zugehörige  Tangente  die  Gleichung:  ’y  — nä  = 

ß 

— — nß),  wo  die  Coordinaten  ’y  und  ’ae  -auf  den  Mittelpunkt 

und  die  Axen  der  zweiten  Ellipse  sich  beziehen.  Für  'y  = 0 er- 

giebt  sich  ’x  = — = — (No.  IV.),  woraus  erkannt 

wird,  dass  die  betrachtete  Tangente  auch  die  zweite  Ellipse  in  Z 
berührt.  Ganz  ähnlich  ist  der  Beweis  für  die  Hyperbel. 


XXX. 

Gegen  Herrn  Doctor  Barfuss. 

Von  dem 

/ % , - * 

Herrn  Doctor  O.  Schlömilch, 

Privatdocenten  an  der  Universität  zu  Jena. 


I 

Im  3teu  Hefte  des  4ten  Bandes  dieser  Zeitschrift  hat  Herr  i)r. 
Barfuss  die  ältere  Euler- Friesische  Ansicht  von  den  unendlichen 
Reihen,  der  neueren,  hauptsächlich  durch  Cauchy’s  geistreichen 
Cours  d’analyse  angeregten,  gegenüber  zu  vertreten  gesucht.  Die 
Ansicht  unseres  geehrten  Gegners  ist  folgende:  Bei  der  Rechnung 
mit  unendlichen  Reihen  ist  die  Suinmirung  derselben  ein  ganz  un- 
tergeordnetes Geschäft;  die  Hauptsache  ist,  durch  gewisse  analyti- 
sche, oder  wie  Fries  sagt,  syntaktische  Operationen,  die  Fuocti»* 
nen  in  Heiben  zu  entwickeln;  d.  h.  mit  andern  Worten:  es  kommt 
hauptsächlich  auf  die  Umwandelungen  der  Form  einer  Function 
an,  wobei  sie  einmal  als  geschlossener,  einmal  als  ins  Unbestimmte 
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fortlaufender  Ausdruck  erscheint,  und  nicht  auf  ihre  arithmetischen 
Werthe  in  der  letzteren  Gestalt.  ..  . • 7 

Bevor  ich  diese  Ansicht  ausführlicher  beleuchte,  muss  ich  einige 
Worte  über  die  Kritik  sagen,  welcher  Br.  Dr.  Barfuss  meine  Rech- 
nungen unterworfen  hat:  . ’ . 

Meiq  erstes  Beispiel  hat  derselbe  gänzlich  missverstanden.  .Will 
man  nämlich  den  Ausdruck  Arctan  x in  eine  Reihe  verwandeln,  so 
benutzt  man  hierzu  die  beiden  Eigenschaften  Arctan  x — Arctan  y 

t - 9/  Arctan  (T 

= Arctan  r— — und  Lim -r =?  \ für  abnehmende  d.  Man  findet 

l xy  o 

» » 

• » 

. Arctan \x  = x -J-a?3  -t- — 7 , . 

’*  : * ; 

Nimmt  man  aber  die  nämliche  Rechnung  mit  einer  gewissen  Function 
f(&)  vor,  welche  die  beiden  Eigenschaften 

/(*)  Lim  = 1 , . 

besitzt,  so  findet  mau  uueh  . » » 

f{x)  = x — \x  * -f-  \x 6 — .... 


Nun  sagt  darauf  Herr  Dr.  Barfuss:  ,,Die  Nacliweisung,  dass  f{x) 

= arctg  ^ sei,  hat  mit  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienteu 
gar  nichts  zu  schaffen  (?).  Und  wo  wollte  man  auch  den  Beweis- 
grund hernelunen,  dass  zwei  verschiedene  Functioneo  dennoch  einer- 
lei Reihenentwickelung  geben  könnten?”.  Hier  ist  dos  Missver- 
ständnis klar;  ich  meine  im  Gegentheil:  wo  will  man  deu  Beweis-  - 
grund  hernehmen,  dass  derjenige  Unrecht  habe,  welcher  so  capri- 
eins*  wäre  zu  behaupten,  er  kenne  zwei  solche  verschiedene  Functio- 
nen, denen  die  genannten  Eigenschaften  zukommen.  Darauf  könnte  « 
mir  Herr  Dr.  Barfuss  erwidern,  was  er  am  Ende  der  Seite  226.  sagt,, 
nämlich:  ,,es  findet  sich  für  f(x)  eine  vollkommen  bestimmte  Reihe, , 
welche  zeigt,  dass  jedem  bestimmten  Werthe  von  x ein  bestimmter  ; 

, Werth  von  f{x)  angehört  und  dass  folglich  die  Function 
durch  die  ihr  heigelegten  Eigenschaften  vollkommen  bestimmt  ist”. 
Hier  wird  Herr  Dr.  Barfuss  beinahe  seiner  Ansicht  untreu;  denn  er 
spricht  von  den  bestimmten,  also  numerischen  Wertheh,  welche  die 
Reihe  ■ * • . 

1 

x — \x3  H-  — .... 


für  einen  bestimmten  Werth  von  x annnimmt,  d.  h.  er  betrachtet 
auf  einmal  f(&)  als  die  arithmetische  Summe  der  Reihe,  wäh- 
rend er  sonst  nur  von  syntaktischen  Entwickelungen  hören  will^ 
Aber  wir  könneti  ihm  auch  diess  zugeben  , weil  sein  Argument  nur 
so  weit  reicht,  als  sieb  jene  Reibe  arithmetisch  summiren  lässt, 
d.  h.'  convergirt.  Aber  wie  wird  denn  die  Sache,  wenn  die  Reibe 
divergirt?  Wenn  ich  cavalierement  s»gte:  ja,  jene  beiden  oder  meh- 
reren Functionen,  welchen  gemeinschaftlieh  die  Eigenschaften  zu- 
kommen : 


/(*)  -f{y)  = Lin.  f-f  = 1 


t 

\ 


i 


■ i 


1 


s 
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sind  identisch  bis  x •=  1,  von  da  an  verschieden,  etwa  so  wie  zwei 
Curvcn  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles  sich  decken,  nachher 
aber  nuseinauderfabren , so  fällt  dus  Argument  meines  Herrn  Geg- 
ners ganz  weg  °).  Und  in  der  That  wäre  eine  Behauptung  der  Art 
gar  nichts  Neues.  So  hat  man  z.  B. 

I ' 

r— r — = 1 — ^ + — X2  + . . .. 

» * *T"  4r 

oder  auch: 

1 + x v 

1 -f—  or  x2 

= l — — x*  -fr-  x9  — .... 

aus  welchen  für  x=zl  folgt: 

y = 1 — 1 + 1 — 1 + .... 

1 = 1-14-1  — 1 + .... 

* < 

Da  hat  man  ja  gleich  ein  Beispiel,  dass  zwei  verschiedene  Functio- 
nen die  nämliche  Reihe  geben. 

ln  Bezug  auf  die  letzteren  beiden  Reihen  bat  Lagrange  eine  Er- 
klärung versucht.  Er  sagt  nämlich:  man  erwäge  die  fehlenden 

Glieder,  so  ist  ' 

1 — x2  4- — .z1*  4-  x6  — x * +a?*  — . . . . 

= 1+0. — x2  -\-xl  4~ 0 . x* — xi~j-xe  -+-0.x7  — xs  -i-x9  + .... 

Nimmt  man  für  xi=l  ein  Glied  der  Reihe,  so  erhält  man  1,  nimmt 
man  2 Glieder  wieder  1,  und  nimmt  man  3 Glieder  gar  nichts  zur 
Summe.  Aus  1,  1,  0 ist  aber  f das  arithmetische  Mittel.  Abgese- 
hen davon , dass  diese  Erklärung  rein  aus  der  Luft  gegriffen  ist 
und  man  gar  nicht  weiss,  woher  die  Befugniss  zum  Mittelnebraeu 
kommt,  hilft  uns  diese  Erklärung  gar  nichts.  Sie  schiebt  die  Schwie* 
rigkeit  auf  die  Seite  , aber  hebt  sie  nicht.  Eine  solche  Erklärung, 
wenn  es  anders  eine  ist,  mag  wohl  allenfalls  dann  gelten,  weuo 
man  dadurch  zu  der  Reihe  1 — 1 + 1 — 1 etc.  gekommen  ist,  dass 
man  eine  Reihe  von  der  Form 

' xa  — x$  + xY  — x<t  + . . . . 

für  x = 1 specialisirt  hat.  Aber  was  fängt  man  denn  an,  wenn 
man  auf  anderem  Wege  zu  dieser  Reihe  gelangt?  Gesetzt,  man 
wollte  die  Summe  der  Reihe 

2[cos3  2x  — cos3  4x  + cos3  6x  — ....]  = £' 

oder  auch  nur  diejenige  Function  suchen,  deren  syntaktische 
Entwickelung  sie  ist,  so  hätte  man 

2cos3  2x  = 1 + cos  x 

2cos3  \x  = 1 + cos  2x 

2cos3  tix  = 1 + cos  Zx 


#)  Mit  Hülfe  der  Integralrechnung  lässt  sich  zeigen,  dass  diess  im  obigen 
Falle  unmöglich  sei;  aber  wir  befinden  uns  hier  iin  Gebiete  der  allge- 
meinen Arithmetik! 
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folglich 

* S =:  1 — 1 -f-  1 4 — 1 + . • • • 

* 

-f-  cos  x — cos  2x  -+-  cos  3x  — .... 

i 

i 

jjl 

Was  setzt  man  nun  für  die  erste  Reihe?  •*,  f oder  — , da  auch 

1 -f.  x -4-  x2  4- . . . . 4»  x**—1 
1 ■ | " x j ■ *r*  ....  ■ ( x ^ t 

t 

=s  1 — xm  xn  — &*+*  -+-  x2*  — x*-**»  ^ 


mithin  für  x = 1,  und  für  beliebige  positive  ganze  m und  n 


1 — * 1 -f- 1 — 1 -f- 1 — • • • . 


ist.  Hier  lässt  uns  auch  Lagrange  im  Stiche.  " 

Nach  dieser  Digression  kehre  ich  wieder  zu  den  „Bemerkungen” 
des  Herrn  Doctor  Barfuss  zurück.  ’ 

Derselbe  tadelt  in  No.  3.  meine  Entwickelung  von 

cos  x -4- cos  2x cos  3x -4-....  = — 

indem  er  mich  auf  die  allgemeinere  Gleichung 

. V cos  ar  — V*  . , o . , O 

7 — 5—— : — 5 = t>  cos  x -\-v2  cos  Ix  -4-  v cos  ix  -4-.... 

i — zu  cos  x 4-  v * 

< * 

verweist.  Für  t/=l  und  xz=zO  zeigt  er,  dass 

oo  1 -4~  1 -4-  1 “4"  1 “4- .... 

herauskommt,  was  ich  ihm  gern  zugebe.  Wenn  aber  x nicht  =0 
und  nicht  x=z2mt  ist,  so  erhält  man  doch 

i 

— I = cos  x-\-  cos  2x  -4-  cos  3x  Hh  • • (A) 

weil  in  diesem  Falle  cos  x — 1 = — 2sina  \x  und  1 — 2cos  —f—  1 
= 4sin*^.r  gesetzt  werden  darf.  Mein  Herr  Gegner  hat  also  wei- 
ter nichts  bewiesen,  als  dass  die  Gleichung  (A)  für  x = 0 und 
x = 2/m  Ausnahmen  erleidet.  Entwickeln  wir  jetzt  beiderseits 

nach  Potenzen  von  xt,  so  wird 

% 

— {=  1 -4-  1 •+- 1 *+- 1 “4“ . • ♦ • (^) 

- (l»-|-2>-f-3’  + ....)^ 

+ (1*  -H  2*  + 3*  -t-....)  fX3T* 


t 


und  diess  gilt  allerdings  nicht  für  jeden  Werth  von  x , wie  Herr 
Dr.  Barfuss  sagt,  weil  die  Fälle  ;r  = 0 und  xx=z2wi  auszunehmen 
sind.  Daraus  schliesst  derselbe,  dass  ich  die  Coefficieuten  beider» 


I 
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seits  nicht  vergleichen  dürfe,  wobei  er  sich  aber  in  einem  Irrthume 

befindet.  - . 

Hat  man  nämlich  für  alte  möglichen  .Werthc  von  x die  Glei- 
chung ' 

a hx  -+-  cx2  dxz  = 0, 


V * . 

so  beweist  man,  dass  a = b = c = tl  etc.  =0  sei,  auf  folgende 
höchst  ungenügende  Weise.  Man  setzt  x = 0 und  bekommt  « = 0; 
und  zwar  ist  jetzt  diess  Resultat  für  jedes  x allgemein  richtig,  ob- 
gleich es  für  einen  speciellen  Fall  von  x herausgebracht  wurde, 
weil  a von  x unabhängig  ist.:  - Darauf  geht  man  weiter  und  .be- 
weist. dass  6z=zc  = detc.  =0  sind.  Daraus  sollte  man  freilich 
schliessen,  dass  der  Satz  dann  nicht  richtig  wäre,  wenn  für  xr=. 0 
eine  Ausnahme  in  der  obigen  Gleichung  eintritt.  Das  ist  über  to- 
tal falsch.  Der  Satz  lautet  nämlich  so: 

Wenn  die  Gleichung 


a -1-  bx  + cx2  + dxx  + • • • • ==  0 

« 4 

für  alle  x gilt,  welche  innerhalb  eines,  wenn  auch  noch  so  kleinen 
Intervalles  xzzza  bis  x=zß  liegen,  so  ist  . 

- a = b = c ■==.  d etc.  = 0, 

* i 9 X 


was  man  weit  genügender  mittelst  der  Differentialrechnung  zeigen 
kann.  * 

Wenn  nun  auch  zugegeben  wird/  dass  die  Gleichung  ( B ) oder 


0 r:  — I + 1 + 1 ~fr"  1 + • • . • 


2 l . 


— (1  * -I- 2’ + 31 + ....)  r—n 

X m ** 

' . i " 

+(1«  H-  2*  + 3*  + . . . .)  YTgTjTi 


I 

für  ^r  = 0 und  x = 2nn  nicht  gilt,  so  bleibt  sie  doch  ausserdem 
richtig  und  das  Intervall,  für  welches  sie  gilt,  geht  von  0 bis  27F, 
beide  Gränzen  ausgeschlossen.  Es  ist  mir  also  nach  dem  vorigen 
Satze  auch  die  Coefficientenvergleichung  erlaubt  und  da  findet  sich 
doch  wieder 

• ' » . 

1 + 1 + 1 -f-  ...» =:  — v 

1 a — 1~  2*  — F*  3 2 + ...»  3:  0 

, . - etc., 

• ' * • * 

und  mithin  trifft  mich  gar  nicht,  was  mein  Herr  Gegner  gegen  diese 
Resultate  vorbringt.  : * 


II. 

Ich  will  jetzt  der  Sache  näher  treten.  Nach  der  Euler -Friesi« 
sehen  Ansicht  ist  die  Bedeutung  einer  Gleichung  wie 
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V 

4*  x 4-  4-  x*  4* . . . . - 

folgende:  Ich  knnn  durch  Anwendung  einer  gewissen  analytischen 
(syntaktischen)  Operation,  hier  der  Division,  aus  dem  Ausdrucke 
links  so  viele  Glieder  der  Reihe  rechts  herausentwickeln«  als  ich 
nur  will,  und  zwar  für  jeden  beliebigen  Werth  von  x.  Gehe  ich 
nun  mit  dieser  Operation,  ins  (Joeodliche  fort,  so  ist  wirklich 

-j — - — = 1 -+•  x x* x*  4-....  in  inf. 

1 HC 

t * 

s 

Daher  heisst  es  auch  in  den  ,, Bemerkungen”  des  Herrn  Dr.  Barfuss 
S.  231,:  „Ist  denn  nicht  x-t-x*-t-x*- f-....  die  Entwickelung 

HC 

von  und  nur  von  diesem,  auch  wenn  nicht  hinzugefügt 

wird,  x müsse  kleiner  als  1 sein.”  0 ja,' aber  welche  Lo- 
gik* lehrt  uns  denn,  für  eine  solche  analytische  Be-' 
ziehung  zweier  Ausdrücke  ein  Gleichheitszeichen  zu 
brauchen?  Wenn  man  durch  ein  gewisses  Verfahren  aus  dem 

x , 1 

Ausdrucke  z so  viel  Glieder  der  ganz  ausserhalb  desselben  ste* 

henden  Reihe  x 4-  x%  4-  x*  -f-  . . . . hervorlocken  kann,  als  man 
will,  wer  berechtigt  uns  denn,  diese  beiden  Dioge  für  gleich  an- 
zusehen? Ein  Gleichheitszeichen  darf  nur  da  stehen,  wo  zwei  Dinge 
einander  entweder  identisch  sind,  oder  sich  einer  solchen  Identität 
unbegränzt  nähern,  oder  wenn  das  eine  bloss  formell  von  dem  an- 
deren verschieden  ist,  etwa  wie  in  der  Gleichung  (a  — 

Das  letztere  will  Fries  in  seiner  Naturphilosophie  (S.  161.) 
für  unseren  Fall  geltend  machen.  Er  meint,  die  Gleichung 

1 ’ * 

\ -=  1 4-#  4-#a  4-^’  4-..,,  •, 

« , r 

•* 

bedeute  syntaktisch  weiter  nichts,  als  dass  die  Reihe  rechts  mit 
1 — x multiplicirt  1 gebe,  und  io  so  fern  sei  diess  nichts  als  ein 
Fall  von  der  Umkehruug  der  syntaktischen  Operation  des  Multipli- 
cirens.  Er  sagt  ferner,  man  brauche  nur  mit  1 — x beiderseits  zu 

multipliciren,  um  sieb  davon  zu  überzeugen;  es  sei  dann  , 

/ . • * 

1 = 1 4-  x 4-  4-  4- . . . . 

* ' . ^ 

/**  . . . _ , 7*1  . 

O/  «V  • • ♦ • 

..  i ö r;  ö . . 

Bevor  ich  auf  das  Unrichtige  hierin  aufmerksam  mache,  will 
ich  ein  Paar  ganz  triviale  Beispiele  ähnlicher  Art  behandeln. 

Wenn  ich  $age,  ich  schicke  jetzt  einen  Boten  aus,  einige  Zeit 
nachher  demselben  einen  nach  (abgesehen  davon,  ob  derselbe  eben 
so  geschwind,  langsamer  oder  raseher  geht,  als  der  erste)  und  daun 
frage:  sind  denn  die  Wege  beider  Boten  gleich,  sobald  sie  unend- 
lich lange  gegangen  sind,  so  wird  jeder  Vernünftige  antworten, 
das  lässt  sich  so  ins  Unbestimmte  hinein  gar  nicht  sagen,  sobald 
nicht  das  Verhältniss  ihrer  Geschwindigkeiten  gegeben  ist.  Denn 
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wenu  beide  Boten  gleich  schnell  gehen,  so  wird  die  Differenz  ihrer 
Wege,  auch  wenn  diese  an  sich  unendlich  sind,  immer  so  viel  he« 
tragen,  als  der  erste  dem  zweiten  voraus  war«,  sind  aber  ihre  Ge- 
schwindigkeiten verschieden,  so  wird  sich  diese  Differenz  beständig 
ändern  und  kann  sogar  unendlich  gross  werden. 

Schreibe  ich  folgende  beiden  Reihen 

• i 

a b -f“  b — |—  b + b 

b 4*  b -f-  b + b + b 

mit  der  Forderung  hin,  be,ide  ins  Unendliche  zu  verlängern  und 
zwar  so,  dass  wenn  ich  oben  ein  b zusetze,  diess  auch  unten  ge- 
schehen soll,  und  frage  dann,  sind  diese  beiden  Reihen  ins  Unend- 
liche fortgesetzt  identisch?  so  antwortet  jeder,  der  zählen  kann: 
Nein!  Denn  die  obere  Reihe  enthält,  wie  weit  sie  auch  gehen  möge, 
ein  a nebst  einer  gewissen  Parthie  die  untere  die  nämliche  Par- 
thie  b plus  noch  einem  b\  also  ist  jederzeit  die  Differenz  = a — bm 
In  einem  ähnlichen,  aber  noch  weit  schlimmeren  Falle  befindet 
sich  die  obige  Friesische  Rechnung.  Denn  wenn  ich  successive 
zwei,  drei,  vier  u.  s.  f.  Glieder  der  Reihe 

1 + X + X2  -f-  X2  + . • • • 


mit  1 — x multiplicire,  so  erhalte  ich  der  Reihe  nach 


dann 


ferner 


\ x 


— x — x2 


l x -\-  x2  i 

2 , = \ ~ X3 

— X — X2  — X2) 


1 -f-  x x2  -f-  x3 

X — X2  — X3 


u.  s.  f.  gerade  wie  im  zweiten  Beispiele,  wo  ich  unten  ein  Glied 
zusetzen  muss,  wenn  ich  es  oben  thtie.  Wenn  ich  nun  so  ins  Un- 
endliche fortgehe,  werden  denn  dann  die  obere  und  untere  Reihe, 
abgesehen  von  dem  Aufangsgliede  1 identisch,  was  doch  sein 
müsste,  weil  die  Ausdrücke 


x 1 und  (1 — x)  (1  -f-  x H-  x2  -f-  . .) 

durch  ein  Gleichheitszeichen  verbunden  sind?  Keineswegs  im 
Allgemeinen,  wenn  ich  nicht  das  Verhältniss  kenne,  nach  welchem 
sich  die  Wertlie  von  x , x 2,  etc.  ändern.  Denn  als  vollständiges 
Product  bekomme  ich  im  Allgemeinen  1 — xn.  Ist  nun  ^r<^l,  so 
erhalten  wir  bei  wachsenden  /*,  Lim  .rn  = 0,  also  wirklich 

(1  — x)  (1  -f-  x -+-  x2  x3  -h . . . . in  inf.)  = 1 

ausserdem  aber  in  keinem  Falle. 

Hiermit  ist  also  genügend  gezeigt,  in  welchem  Falle  man  die 
Ausdrücke 
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* 


und  1 -4-  x -f-  xi  -f- x1  -f~  . . . . in  inf. 

1 *****  iJT  * * 

* 

durch  ein  Gleichheitszeichen  verbinden  darf.  Wenn  aber  die  Reihe 
rechts  divergirt,  so  findet  allerdings  immer  noch  eine  gewisse 
analytische  Beziehung  zwischen  denselben  statt,  aber  diese  ist 
keine  Gleichheit,  und  dann  wäre  es  unrichtig,  mit  Gleichheitszei- 
chen weiter  rechnen  zu  wollen.  Der  Unterschied  zwischen  der  arith- 
metischen und  syntaktischen  Bedeutung  der  Reihen  erstreckt  sich 
also  auch  bis  auf  die  Wahl  der  Zeichen,  wobei  das  Gleich- 
heitszeichen lediglich  nur  im  ersten  Falle  gebraucht  werden  darf. 
Möge  daher  Herr  Dr.  Barfuss  in  Gottes  Namen  einen  Catcul  von 
der  allgemeinen  Entwickelung  der  Functionen,  von  den  syntakti- 
schen Beziehungen  derselben,  oder  wie  er  das  Ding  nenuen  will, 
etabliren,  möge  er  sieb  auch  dazu  ein  beliebiges  Zeichen  aussuchen, 
dagegen  wird  kein  Mensch  etwas  halten;  nur  wolle  er  uns  nicht 
glauben  machen,  man  könne  Gleichheitszeichen  brauchen,  wo  keine 
Gleichheit  statt  findet,  und  usurpire  er  nicht  ein  Zeichen,  welches 
nur  unserer  Ansicht  dient,  und  dem  wir  durckuus  nicht  gestatten 
können,  auch  anderen  Herren  zugleich  mit  aufzuwarten. 

Man  würde  es  kaum  für  möglich  halten,  dass  eine  so  einfache  - 
Sache  so  lange  in  verkehrter  Weise  dargestellt  worden  sei,  wenn 
man  sich  nicht  erinnerte,  dass  in  der  Analysis  die  Maxime  festge- 
halten worden  ist,  es  müssten  die  Resultate  immer  völlig  allgemein 
sein,  und  da  man  bald  einsah,  dass  das  der  Sache,  d.  h.  den  nume- 
rischen Werthen  nach  nicht  möglich  sei,  so  suchte  man  wenigstens 
die  Form  zu  retten,  «Dd  erfand  die  geheime  syntaktische  Bedeu- 
tung, schimpfte  wohl  auch  hie  und  da  diejenigen  unphilosophische 
Köpfe,  welche  darauf  nicht  eingehen  wollten  und  sich  allein  au  die 
unrichtigen  Werthe  der  Reihen  hielten  *).  Von  einem  Beweise 
jener  Maxime  habe  ich  nirgends  eine  Spur  gefunden,  die  Sache  ist* 
immer  nur  als  Meinung  aufgestellt  worden.  Dass  aber  dieselbe  an 
und  für  sich  falsch  sei,  kann  man  sehr  oft  a priori  einsehen.  So 
z.  B.  enthält  die  Reihe  für  tan  x nur  ganze  positive  Glieder;  für 

x = — giebt  dieselbe  tan—srroo,  was  ganz  in  der  Ordnung  ist. 

r 

Setze  ich  in  derselben  — , so  muss,  weil  alle  Glieder  positiv 

sind  und  Potenzen  von  x enthalten,  um  so  mehr  etwas  unend- 
lich Grosses  und  zwar  Positives  herauskommen.  Nun  ist  aber  die 

* 7J 

Tangente  im  zweiten  Quadranten,  d.  li.  für  x negativ;  also 

müsste  eine  uneudlick  grosse  positive  Grösse  einer  endlichen  nega- 

V * 


*)  Dies«  soll  nicht  etwa  in  Beziehung  auf  Fries  gesagt  sein.  Soviel  ich 
diesem  grossen  Manne  persönlich  verdanke  und  so  überzeugt  ich  von 
seinen  philosophischen- Ansichten  bin,  so  habe  ich  doch  in  diesem 
Punkte  nie  mit  meinem  verehrungswürdigen  Lehrer  übereinstimmen 
können.  Fries  batte  sich  hierin  ganz  auf  Euler  verlassen  und  stellte 
seine  Theorie  von  der  arithmetischen  und  syntaktischen  Bedeutung  der 
Reihen  nur  als  plausiblen  Erklärungsversuch,  nicht  aber  mit  dogmati- 
scher Keckheit  als  unumstössliche  Wahrheit  hin.  Obige  Bemerkung 
geht  vielmehr  auf  die,  welche,  gerade  am  wenigsten  von  der  Philoso- 
phie verstehend,  sieb  am  liebsten  hinter  dieselbe  verstecken. 
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tiven  gleich  sein.  Daraus  sieht  man  augenblicklich,  dass  hier  die 
Gültigkeit  der  Reihe  aufhört,  d.  h.  dass  das  Band  des  Gleichheits- 
Zeichens,  welches  beide  Ausdrücke  bisher  umschlungen  hielt,  sich 
an  dieser  Stelle  löst.  Eine  gewisse  analytische  Beziehung 
findet  deswegen  immer  noch  statt,  und  es  mag  wohl  eine  syntak- 
tische Operation  geben,  durch  weiche  man  aus  jener  negativen 
Tangente  soviel  Glieder  jener  unendlichen  positiven  Grösse  ent- 
wickeln kann,  als  man  will,  nur  soll  man  nicht  von  Gleichheit 
beider  Ausdrücke  reden. 


III. 

• » * * 

Ich  komme  jetzt  an  diejenige  Partie  des  Aufsatzes  von  Herrn 
Dr..Barfuss,  worin  er  sich  die  ärgsten  Fehler  hat  zn  Schulden 
kommen  lassen,  nämlich  an  den  Abschnitt  No.- 5.  Hier  bemerkt 
mein  Herr  Gegner,  ich  hätte  mich  in  dem  Schlüsse,  dass  der  Rest 
einer  Reibe  in  einem  meiner  früheren  Aufsätze  im  Allgemeinen  ver- 
schwände, geirrt.  Die  Sache  war  folgende:  ich  hatte  zu  zeigen, 
dass  das  Integral 


/„ 


1 l~^u 
o 1 — x 


3Cmdx, 


wo  fx  und  m beliebige  Grössen  sein  mögen,  sich  nnbegränzt  der 
Null  nähere,  wenn  man  m ins  Unendliche  wachsen  lässt.  Ich  be- 
werkstelligte diess  mittelst  folgenden  Satzes: 

iM  eun  M und  A das  Maximum  und  Minimum  einer  Function 
innerhalb  des  Intervalles  ar  — a bis  x = h bedeuten  und  y>(x) 
eine  Function  ist,  welche  während  des  nämlichen  Intervailes  ihr 
Vorzeichen  nicht  ändert,  so  ist  ' ■ , 

" T **  ' m *fi  III  i A-  » * 


* “ g>(x)y(a?)da:  > ^{/*a 

*»!*«  4 1 I i I»  ®*  | 

Dieser  Satz  wurde  auf  das  obige  Problem  in  so  fern  angewen- 
det, als  ich  hier 

, . 1 — xt*  ‘t  . 

...  ’ $P  W = W*)  = 


setzte  und  nun  zeigte,  dass  das  Maximum  und  Minimum  von  g>(x) 
während  des  Intervailes  ^r  = 0 bis  ,z*=:l  endliche  Grössen  siud. 
Daher  war  jetzt  » 


M 


tf  W.z-  >fo 


||  , \ 

— xmdx  Ai  f xmiLv 

x J o 


oder 


m 


M * /»i-l  — xP  . _ 

>./o 


tn- f-  I* 


und  da  M und  JV  endliche  Grössen  sind,  so  nähern  sich  Bir  wach- 
sende m beide  Ausdrücke,  zwischen  denen  das  Integral  liegt,  mit- 
hin dieses  seihst,  unbegränzt  der  Null. 

Mein  Herr  Gegner  bemerkt  darauf,  das  gelte  nur,  wenn  fx  (wel- 
ches dort  = 1 2«  war)  positiv  sei,  denn  ausserdem  werde  wirklich 


I 
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■ - i \ i—xt* 

?>(•*•)  = T^x  ■ 

*'  • 

während  des  Intervalles  0 bis  1 unendlich,  mithin  M unendlich, 
und  daraus  scheint  er  folgern  zu  wollen,  dass  dann  der  Rest  nicht 
verschwände. 

Zu  diesem  Irrthum  ist  Herr  Dr.  Barfuss  durch  die  Form  meines 
Beweises  gekommen,  welcher  dann  eine  kleine  Aenderung  erleidet. 
Ist  nämlich  fi  negativ,  so  bat  man  offenbar 


fl  '-rfr**'1*  =fl 


und  nun  setze  man 

# > 

/ 

jeH"  **-  1 

9>(&)  = V(x)  = &m-*, 

m I 

• • * 

so  gilt  von  diesem  <p(.r),  was  von  dem  früheren  g>(x)  gesagt  wurde, 
dass  es  nämlich  während  des  lutervalles  0 bis  1 nicht  unendlich 
werden  kann,  oder  dass  sein  Maximum  und  Minimum  M und  A 
endliche  Grössen  sind.  Nach  dem  citirten  allgemeinen  Satze  von 

den  bestimmten  Integralen  ist  nun 

. . « * 

^/*  xm~Pdx  /*  ~ — ~xm—ixdx  > A f*' xm~f* da: 
o t/ol  — & «/  0 • t 


oder 


J!L~ - > r > — 

— p -f-  1 /o  I — # //I  — 


1 1 — x—f1 


m 


IV 


v\ 


woraus  man  siehtr,  dass  auch  dieses  Integral  sich  für  unbegränzt 
wachsende  m der  Null  nähert.  Ich  hätte  der  Vollständigkeit  wegen 
diess  io  meinem  Aufsatze  bemerken  sollen,  konnte  aber  eben  so  gut 
voraussetzen , dass  wer  den  Gang  des  Beweises  einmal  begriffen 
hatte,  diese  Kleinigkeit  wohl  selbst  sehen  würde. 

Im  Folgenden  spricht  mein  Herr  Gegner  von  der  beschränk* 
ten  Auffasssung  des  bestimmten  Integrales. 

„Dasselbe  ist  nicht 

* « » % 

• • » • 

r f(x)dx  = d[/(«)  -}-/(«  4-  <?)  +/(« -+■  2(?)  -f-  . . .] 

für  das  ist  es  nur,  wenn  das  allgemeine  Integral  Jf(x)dx 

für  alle  Werthe  von  x'xx.a  bis  j?rr  b eine  stetige  Function  von 
x ist.  Das  bestimmte  Integral'ist  nichts  anderes,  als  die 
Differenz  zweier  besonderen  Werthe  eines  allgemeinen, 
und  diess  ist  seine  sjutaktische  Bedeutung,  der  jene  arithmetische 
untergeordnet  ist.” 

Was  man  da  nicht  für  Neuigkeiten  erfährt!  Herr  Dr.  Barfuss 
scheint  nicht  zu  wissen,  dass  beide  Definitionen  des  bestimmten 
Integrales  ganz  identisch  und  hinsichtlich  ihrer  Allgemeinheit  sich 
ganz  gleich  sind.  Wie  man  aus  der  Definition: 


► 
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für 


ist 


die  andere 


Jf(x)da:  = g>(x)  H-  Const. 


J\oc\Ux  = gp  (b)  — y(«)  (1) 


fa  f[x)dx=st  Lim  — 1<7)] 


d = 


£ — a 


-•(2) 


n 


ableitet,  lässt  sich  aus  jedem  guten  Lehrbuche  lernen;  dass  aber 
auch  das  Umgekehrte  eben  so  leicht  ist,  will  ich  hier  zeigen. 

Sei  f(x)  die  Gleichung  einer  beliebigen  Curve,  .mögen  ferner 
a und  b (wobei  a b sein  soll)  zwei  bestimmte  Werthe  der  Ab- 
scisse  x bedeuten,  zu  welchen  eben  so  zwei  beliebige  Werthe  der 
Ordinate,  nämlich  f(a ) und  f{b)  gehören.  Theilt  mau  das  Intervall 
b — a in  n gleiche  Tlieile  und  zieht  durch  jeden  eine  Ordioate,  so 
wird  der  von  b — o^f(a),f(b)  und  dein  Curvenstiicke  dazwischen 
begränzte  Flächeninhalt  durch  jene  Ordinaten  in  schmale  Streifen 
zerlegt,  welche  wir  als  Rechtecke  betrachten  könpen  und  zwar  um 
so  genauer,  je  näher  diese  Ordinaten  un  einander  liegen,  d.  h.  je 
grösser  die  Zahl  n ist.  Oie  Summe  aller  dieser  Parallelogramme 
ist  daher  desto  genauer  gleich  der  von  der  Curve  beschriebenen 

Fläche,  die  wir  mit  2f(x)  bezeichnen  wollen,  je  grösser  n ist. 


Setzen  wir 


b — 


a 


n 


= $ , also  b — azzztiö,  so  wird  nun 


JS/r(^r)=Lim  — l)d]....(3) 

n , 

* < * ' « 

Aus  diesem  Ausdrucke  erhält  man  leicht  auf  rein  analytischem  Wege: 

-/(•*•)  ~i-  2f(x)  = 2f(*), 

a b a 

d.  h.  geometrisch:  die  Fläche  von  a bis  b plus  der  Fläche  von  b 

bis  c ist  gleich  der  Flache  von  a bis  c.  Kbenso  leicht  findet  man 

« 

~f(x)  — 2f(x)  = ~y(^r) ... . (4) 

a a b 

wovon  die  geometrische  Bedeutung  ganz  ähnlich  ist.  Sind  A und 
B das  Maximum  und  Minimum  von  f{x)  während  des  Intervalls 
a bis  b , so  hat  man  aus  (3): 


2y(a:)  ^ Lim  d \A  -f-  A -4-  A + ....  •+*  A\t 


i 
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Lim  cf , nA , 


oder  weil  ndzrzb  — a ist : 


2- 

a 


— a)A; 


und  ebenso  leicht  findet  sich 


b . 


V 

a 


f(&)  >(£  — a)B, 


also 


(b  — a)A  (b  — a)B  ....  (5) 


d.  h.  der  genannte  Flächeninhalt  ist  kleiner  als  das  Rechteck  aus 
dem  Stücke  b — a der  Abscissenuchse  und  der  grössten  zwischen 
a und  b vorkommenden  Ordinate,  und  er  ist  grösser  als  das  Recht- 
eck 'aus  b — a und  der  kleinsten  der  zwischen  a und  b liegenden 
Ordinaten. 

• ; b 

Sehen  wir  jetzt  die  Summe  r)  als  eine  Function  von  b an 

• , « 

und  setzen  wir  » 

2f{*)  = tp(b). ...(<>) 

Nehmen  wir  bzzza,  so  ist  offenbar 

~f(&)  = y{a)  = 0 (7) 

a 

i 

weil  dann  gar  keine  Fläche  beschrieben  worden  ist. 

Aus  der  Gleichung  (6)  haben  wir  nun 

ip(b  -f-  cf)  — ip(b)  = 2f(x)  — 2f(x) 

a ä 

Ä+J 

x z=z2f(a:)  nach  Gleichung  (4) 

n b 

und  nach  Formel  (5),  wenn  wir  £ + <f  und  b für  b und  a gesetzt 
denken: 

* ■ * * 

6A  ip(b  cf)  — ip(b)  >►  dB, 

wo  jetzt  A und  B das  Maximum  und  Minimum  von  f(&)  während 
des  Intervalles  b bis  £ + <f  vorstellen.  Man  hat  ferner 


xp{b  -f-  cf)  — \p{b)  _ n /ox 

j > 


Theil  V. 


25 
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Lassen  wir  jetzt  d ins  Unendliche  abnehmen,  so  wird 


Lim 


tp(h  + &)-  xp{h)  _ dtp(b) 
d “ db 


und  zugleich  rücken  A und  B immer  näher  an  einander  und  fallen 
mit  f(b)  zusammen.  Denn  f{b)  ist  selbst  das  Maximum  und  Mini- 
mum von  f(&)  während  des  lntervalles  x = b bis  .r  = d -f- 0,  weil 
man  dann  nicht  von  der  Stelle  gekommen  ist.  Die  beiden  Gränzen 
fallen  also  dann  zusammen  und  die  Gleichung  (8)  geht  in  die  fol- 
gende über: 

~db~  =A&),  . 

woraus  folgt: 

ip(b)  = Jf(b)db  •+-  Const. 
oder  was  das  Nämliche  ist: 

tp(b)  = J*f(x)dx  -f-  Const.,  für  x = d . . . . (9) 

Die  Constante  ist  leicht  zu  bestimmen;  denn  nach  Gleichung  (7) 
ist  tJ/(#)  = 0,  d.  h. 

V m « 

0= Jf{x)dx- H Const.,  für  x — «....(10) 

* . . . . . • 

Durch  Subtraktion  der  vorstehenden  Gleichung  von  (9)  erhält  man : 

v 

ip{b)  == Jf(x)dx,  von  x=za  bis  x =zb, 

■ i 

d.  h.  nach  Gleichung  (6)  und  (3): 

Zf(x)  = Lim  d[y*(«r)  -f -f\a  + d)  -f- ....  •+•/(&  + n — 1 d)] 

a 

rb  ' x 

—Ja 

woraus  man  also  sieht,  dass  beide  Definitionen  des  bestimmten  In- 
tegrales identisch  sind.  Bezeichnen  wir  nämlich  Jf{x)dx  mit 
gr(^r),  so  ist 


! • 


~f(x)  = Lim  d [f(a)  4-  f{a  +d)-H...  -f- » — 1 d)] 

= <p(6)  — <p(a)=Jaf(a:)<l.v. 

t 

Daran  knüpfen  sich  mancherlei  Betrachtungen. 

Ist  nämlich  f{x)  ideell  von  x = a bis  x = d,  so  muss  auch 

' > 

das  Integral  J ^ f\x)dxy  d*  h.  die  von  der  reellen  Ordinate  über- 


387 


strichene  Fläche,  reell  seio,  weil  alle  die  einzelnen  Glieder  f(a)y 
u.  s.  w.  reell  sind.  Es  folgt  daraus  die  Reellität  der  Dif- 
ferenz gp(£)  — <j p(a).  Diese  kann  auf  zweierlei  Weise  hervortreten; 
entweder  sind  nämlich  <p(&)  und  y>(a)  beide  reell  oder  beide  imagi- 
när,  da  die  Differenz  zweier  imaginären  Grössen  reell  sein  kann, 

wie  z.  B.  « + — 1 — (/?  + -1).  Keinenfalls  aber  darf  es 

Vorkommen,  dass  eine  der  Functionen  y>(6)  und  (p(tr ) reell  und  die 
andere  imaginär  sei;  denn  die  Differenz  einer  reellen  und  imaginä- 
ren Grösse  ist  immer  imaginär  und  kann  demnach  nicht  einer  reel- 
len Grösse  gleich  sein,  wie  es  nach  dem  Obigen  nöthig  ist. 

Gleichwohl  bringt  mein  Herr  Gegner  imaginäre  Werthe  solcher 
Integrale  heraus,  deren  Differenzialformeln  unter  dem  Integralzei- 
chen reell  sind,  z.  B.  das  Resultat: 


Fm  diesen  Widerspruch  aufzuklären,  will  ich  der  Sache  auf  den 
Grund  gehen. 

Die  Differenzialrechnung  lehrt  uns  das  Resultat: 

, 

d . e*  = exdjc. 

* 

Soll  hier  die  rechte  Seite  reell  sein,  so  ist  dicss  auch  auf  der  lin- 
ken nöthig;  denn  wenn  ich  a\ / — 1 für  ac  setze,  wird 

__  t 

d(ex^ ~ !)  = </(cos  x 1/ — 1 sin  &) 

= ( — sin  i cos  x)djcy 

t 

mithin  auch  die  rechte  Seite  imaginär.  Wenn  also  d.e*  reell  sein 
soll,  muss  es  ex  selbst  sein.  Nun  erhalten  wir  aber  für  ex  = y 
aus  obiger  Gleichung 


oder 


dy  = yd( log  nat  y ) 

div=dX 

J y 


Bier  gilt  wieder  das  Nämliche;  soll  -p  reell  sein,  so  muss  auch  ly 

reell  sein,  was  schon  daraus  folgt,  dass  ex  reell  angenommen  wer- 
den musste.  Man  sieht  es  auch  aus  der  geometrischen  Bedeutung 
des  Differenzials.  Differenziiren  heisst  zur  Grunze  übergehen;  der. 
Differenzialquotient  einer  Linie  ist  ihr  Endpunkt,  der  Diff'erenzial- 
quotieut  einer  Fläche  die  sie  hegränzeude  Linie  u.  s.  w.  Auf  diese 
Weise  kann  man  jeder  Differenziation  einer  auch  noch  so  wun- 
derlichen Function  eine  geometrische  Bedeutung  ahgewinuen. 
Wollte  man  nun  behaupten,  dass  das  Differenzial  einer  imaginären 
Grösse  eine  reelle  Grösse  sei,  so  hiesse  diess:  eine  unmögliche  geo- 
metrische Figur  hat  eine  mögliche  Gränze  (Anfang  oder  Eude), 

was  reiner  Fnsinn  ist.  So  hat  auch  die  Formel  dly— r — nur  für 

reelle  y Bedeutung.  Nehme  ich  jetzt  yz=.a  — or,  so  wird 

£>• 


i 
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/ 


dl  (a  — x)  zsz 


— dx 


a 


dabei  setze  ich  stillschweigend  voraus,  dass  x nicht 
sei,  denn  sonst  wäre  wieder  die  Gräoze  eines  Unmöglichen  ein 
Mögliches.  Nehme  ich  ebenso  yzxzx — ay  so  gilt  die  Formel 

...  dx  — dx  ■ 

dl(x  — a)T= = 

nur  für  solche  x,  die  uicht  sind,  aus  dem  nämlichen  Grunde. 

Kommt  mir  jetzt  umgekehrt  die  Differenzialformel 

w » • 

— dx 


a — x 


zum  Integriren  vor,  so  muss  ich  ers^  wissen,  ob  a > oder  x 
ist,  sonst  kann  ich  schlechthin  das  Integral  gar  nicht  angeben.  Ist 
a^>xy  so  ist  einzig  und  allein 


/'_  dx 

— l(a  — x),  aber  nicht  etwa  = l(x — a) ; 

it  UV 

ist  aber  dagegen  a<C.x,  so  ist  allein: 

f* — = /*  — • - = l(x  — a)  und  nicht  = l(a  — x). 

* 

Beides  lässt  sich  aber  vereinigen,  wenn  man,  wie  der  Herr  Heraus- 
geber schreibt: 


und 


/ä=- *<—«>• 


wo  es  nun  rechts  ganz  gleichgültig  ist,  oh  man  a — x oder  x — a 
schreibt,  da  das  Quadrat  davon  immer  positiv,  also  der  halbe  Loga- 
rithmus davon  immer  reell  ist.  Der  Herr  Herausgeber  bat  in  sei- 
nem Lehrhuche  der  Differenzialrechnung  richtig  bemerkt,  dass  diese 
Bezeichnungsweise  gar  uicht  überflüss  g oder  unbedeutend  ist,  denn 
wir  sehen  an  den  Resultaten  des  Herrn  Dr.  Barfuss,  in  welche  lrr- 
thümer  man  bei  der  Nichtbeachtung  dieser  Regel  verfallen  kann. 
Hut  man  also  z.  B.  den  Werth  des  Integrales 


/•  ix  _ . rAx_  . , räx 

1 — X3  d \ + d \~X 

A • 

zu  bestimmen,  so  ist  für  x^>l: 


A 


1 — x*  — x)  £l(x  — 1)  — \l  ^ x . 

« • * 


und  für  x<i  1: 
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,/|~i  = i'(M- *)  - = 

braucht  mau  die  erste  Form  für  x=z<x>,  die  zweite  für  4?  = 0,  so 
wird  - * 

/« r^=/(i)-/(i)=o; 

4 

oder  nach  der  kürzeren  Weise  des  Herrn  Herausgebers: 
woraus  wieder  für  x = oo9  x=zO 

= 0 . 

*/  0 1 — X* 

folgt,  wie  es  sein  muss. 

Mein  Herr  Gegner  bat  sieb  hier,  wo  er  ,]/( — 1)  herausbringt, 
wieder  einmal  von  der  unglücklichen. Idee  der  Einheit  der  Form 
leiten  lassen  und  übersehen,  dass  sie  ihn  hier  geradezu  ins  Ge- 
biet des  Unsinns  geführt  bat,  weil  er  mir  nach  dem  Obigen  nun 
zugeben  müsste,  dass  die  Gränze  eines  unmöglichen  Dinges  ein  , 
mögliches  sein  könne.  Wenn  überall  Einheit  der  Form  herrschen  ' 
sollte,  warum  verlangt  er  denn  nicht  auch,  dass  das  Integral 

dx 


fv~a 


CX‘ 


.» 


immer  durch  die  nämliche  Formel  gegeben  werden  solle,  während 
er  doch  selbst  bei  positiven  c immer  die  logarithmische,  bei  nega-  * 
tiven  die  Kreisfunctionenformel  gebraucht  haben  wird,  um  imagi- 
näre Grössen  zu  vermeiden? 

. Ich  muss  nun  noch  eine  Frage  des  Herrn  Doctors  Barfuss  be- 
antworten. Er  findet 


2~r  -f- 1 

1/3  * 


t * 

fi—x*  — t/r^J  +W!+*  + &')  -4-  j7j  Arctan 
Für  x ==  00,  x = 0 erhält  er  aus  dem  Arcustangens  den  Werth 

X 

und  fragt  nun  verwundert:  „aber  was  wird  denn  aus 

y ® dx 

0 T^~x  d.  h.  richtiger,  was  wird  aus  . 

• . . .1 

dx 


wenn  wir  x = 00,  x = 0 setzen  und  beide  Werthc  subtrabiren? 
Hier  ist  die  Antwort.  Wir  haben  i 


. /jzrs=— i*(i— *)’, 
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folglich 

t/flTi  ■+■  W1  *+"  * *+*  **) 


= — {/.(l  —^f)1  -f- 1/(1  *+*  & + xl)  = |/~ 


-h-r-f- j* 
— 2x-*-x* 


1 


/ 

Daraus  folgt  für  4?  = 00,  wo  wir  uns  der  zweiten,  und  für  or=Ö, 
wo  wir  uns  der  ersten  Form  bedienen:' 


+*+*•)—<>.  f*=o 


bis 


mithin  bleibt 


wie  es  die  allgemeine  Formel 

,,x  xm — ^dx 


y *~Xm—\dX  

0 1 — Xn 


n tan 


mrt 

n 


ebenfalls  giebt.  Letztere  ist  daher  kein  „imaginärer  Ausdruck” 
und  kein  „arithmetischer  Unsinn”. 

Hiermit  ist  Alles,  was  mein  Herr  Gegner  wider  meine  Integra- 
tionen sagt,  gebührend  gewürdigt. . Wenn  derselbe  uns  glauben 
machen  will,  reelle  Dillerenzialformeln  könnten  imaginäre  Integrale 
haben,  so  muss  er  selbst  das  Umgekehrte  zugeben,  dass  nämlich 
imaginäre  Functionen  reelle  Differenzialquotienten  erzeugen  könn- 
ten, was  deswegen  Unsinn  ist,  weil  sich  ohne  Ausnahme  jeder 
Differenziation  die  geometrische  Bedeutung  des  Uebergangs  zur 
Anfangs-  oder  Endgränze  unterlegen  lässt.  (M.  s.  Fischer  über 
den  Sinn  der  höheren  Analysis.)  Aber  was  hat  denn  Herr  Dr. 
Barfuss  uns  für  Aufklärung  verschafft,  wenn  er  sagt,  sein  Integral 


habe  keine  arithmetische, «sondern  nur  eine  syntaktische  Bedeu- 
tung.? An  die  Stelle  eines  Unbegreiflichen  schiebt  er  ein  an- 
deres Unbegreifliches;  welche  ist  denn  die  syntaktische  Bedeu- 
tung von  y/( — 1)?  Hier  beisst  cs  wahrscheinlich  wieder:  „Und 
wo  uns  die  Begriffe  fehlen,  da  stellt  ein  Wort  zu  rechter  Zeit 
sich  ein.”  *) 


°)  Das  Verkehrte  in  dem  genannten  Resultate  sieht  inan  auch  so. 
Es  ist,  den  Integraflogarithmus  mit  li  bezeichnet: 
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Was  Herr  Doctor  Barfuss  ferner  über  die  Convergenz  der  Hei* 
hen  u.  s.  w.  sagt,  sind  willkiihrliche  Begriffsbestimmungen.  Will 
er  nach  seiner  Ansicht  die  oder  jene  Reihe  couvergent  nennen,  die 
wir  divergent  nennen,  so  möge  er  das  thun,  auf  den  Namen  kommt 
nichts  an. 


IV. 

Man  wird  aber  vielleicht  fragen,  woher  kommt  es  denn,  dass 
gerade  diejenigen,  welche  Bich  ganz  sorglos  dem  Gebrauche  der 
Reihen,  ohne  Kritik  ihrer  Convergenz  oder  Divergenz  Uberliessen, 
doch  so  wenig  falsche  Resultate  ncrausbrachten  ? Sollte  demnuch 
ein  solcher  Gebrauch  nicht  zu  rechtfertigen  sein? 

Hierauf  ist  die  Antwort  folgende.  Man  benutzt  in  der  Analy- 
sis die  Reiben  zu  zwei  verschiedenen  Zwecken.  Entweder  will  man 
eine  unbekannte  Grösse  näherungsweise  darstellen,  oder  man  sucht 
ein  und  den  nämlichen  Ausdruck  auf  verschiedene  Weise  in  zwei 
nach  Potenzen  einer  Hnuptgrösse  fortschreitende  Reihen  zu  ver- 
wandeln und  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  gleichnamiger 
Potenzen  jener  Hauptgrösse  zu  neuen  Resultaten  zu  gelangen.  Dass 
man  für  den  ersten  Zweck  nur  convergirende  Reihen  brauchen 
könne,  versteht  sich  von  selbst;  für  die  zweite  Anwendung  liefert 
uns  ein  früher  erwähnter  Satz  die  gewünschte  Aufklärung.  Wenn 
nämlich  die  Reihe 

+ cx%  dx*  -4- . . . . 

für  alle  Werthe  von  x,  welche  innerhalb  eines  gewissen  Intervallen 
je  = n bis  x = v liegen,  zur  Summe  Null  hat,  so  ist  0 = £ = c 
= d u.  s.  w.  =0.  Daraus  folgt  weiter: 

Wenn  die  Gleichungen 

f(x)  = «-+-  bx  -f-  cx*  dx%  -4- . . . . 
f(x)  = a -f-  ßx  -I-  yx*  -h  dx*  -4- . . . . 

für  alle  x innerhalb  eines  gewissen  Intervulles  x=zu  bis  xr=rtr 
richtig  bleiben,  so  i&t 

0=£=<K,  * = u.  *•  w. 


«(*-)! =fo*T%he-“x 

(M.  s.  meine  Beiträge  zur  Theorie  bestimmter  Integrale  S.  72.) 

Addirt  man  beides  und  nimmt  dann  ux=  0,  so  wird 

/•*  dx 

also  nach  Herrn  Dr.  Barfuss  die  Differenz  zweier  reellen  Grössen  gleich 
der  imaginären  /( — 1)?!  Herr  Dr.  Barfuss  scheint  hiernach  unseres 
Lehrers  mathematische  Naturphilosophie  besser  studirt  zu  haben,  als 
•eine  Logik. 


r 
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B.  Mao  findet  auf  ver- 


— I) 


i.^4.1  + (1) 

»•  s wisse  | esiüTe  ZsUen  sind,  and 


- (S)‘— 


-»-....  (2) 
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-ucöv  aitffenieini  denn  tan  x ist  eine  unste- 

n 

~2 
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« * t*or-  x = — springt  sie  ans  •+•  oo 
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lUHsrni  x fortschreitende  Reihe 
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■m  •—  o*  B*«*be  too  x Identität  statt  fin- 

dieselbe  über  hinaus,  uod 

-ssjrrj^'WirÄiai  Verwandschaft  Platz.  Die 


jL 


] 


^r\ 3 * • 1 

ui  Uni  ix»  verwandeln  kann,  so- 

. l».  «.  f. 

'*feti  »uf  die  erste,  d.  b.  auf 


IX 
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' m ***■  ^ - «'  • j 
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* • - •*“.»“  + •••  •I'*’  , 1 

■ 

•*»**  v»m;  mr  nicht  for  alle  mög- 

habe  keine  -’♦*> 

*1^  gewisse  x (von  «**  = 0 bis 

tungj  A.» 
de  res  rnlieofrpi,. 

v ^♦T^few'hiing  der  Coefficienten 

tung  von  • « . — | » . 

Wir  bekommen  daher 

wo  uns  die  Ih 
sich  ein.'’  *) 

o 

12  1 

) Das  \ ( rkeln'te  in  * 

p*  - 1)**  B 
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und  zwar  vollkommen  richtig,  obschon  die  Gleichungen  (1)  und  (3) 
nicht  allgemein  gelten. 

Aehnlicher  Art  sind  alle  Reibenbenutzungen  in  der  Analysis,  bei 
denen  etwas  Richtiges  heruusham;  die  angewendeten  Reihen  waren 
den  geschlossenen  Ausdrücken,  für  welche  sie  figurirten,  wenig* 
stens  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles  gleich  und  mithin  lieferte 
die  Coetlicientenvergleichung  richtige  Resultate.  Man  kann  daher 
die  Regel  aufstellen: 

Verwandelt  man  Behufs  der  Coefficieutenvergleichung  einen  Aus- 
druck in  zwei  verschiedene,  nach  Potenzen  der  nämlichen  Haupt- 
grosse  fortschreitende  Reihen,  so  hat  man  nicht  nöthig,  eine 
ängstliche  Untersuchung  anzustellen,  wie  weit  wohl  die  Conver- 
genz  derselben  reichen  möge.  Fs  genügt  zu  w issen , dass  we- 
nigstens für  ulle  innerhalb  eines  kleinen  lutervalles  (etwa  von  0 
bis  1)  liegende  Werthe  der  Veränderlichen  arithmetische  Gleich- 
heit vorhanden  sei,  d.  h.  die  Reiben  convergiren  (denn  wenn  sie 
divergiren,  nähern  sie  sich  ihrem  angeblichen  Werthe  uicht);  man 
ist  daun  zur  Vergleichung  der  Coeflicienten  gleichnamiger  Po- 
tenzen berechtigt. 

Ganz  unders  sieht  die  Sache  aus,  wenn  man  solche  Reihen 
vergleicht,  bei  denen  für  keinen  Werth  der  Veränderlichen  Iden- 
tität vorhanden  ist.  Hier  kommt  man  jederzeit  auf  Unsinn.  So  ist 
es  Euler  gegangen,  wenn  er  , 

cos  x — cos  2x  -h  cos  Zx — ....  in  inf.  =£ 

setzt.  Diese' Gleichung  ist  als  solche  nie  richtig;  inan  braucht  nur 
x—  einem  aliquoten  Theile  von  n zu  setzen,  um  sogleich  auf  eine 
Reihe  von  der  Vorm  a db  a -f-  a db a u.  s.  w.  zu  kommen;  z.  B.  für 

x = erhält  man: 

+T+y — 1 

-t-  4 -M  - 1 
-M  4-  i — l 


und  das  soll  doch  nicht  = ^ sein?  wiewohl  es  zu  £ in  einer  syn- 
taktischen Beziehung  stehen  mag.  Daher  sind  auch  die  von  Kuler 
gefundenen  Folgerungen 

1*  — 2*  +33  — 4*  -F-  ....=:  0 
l4  — 24  + 3*  - 44  + = 0 

i ' . < 

sämmtiieh  falsch;  höchstens  könnte  man  sie  dudurch  interpretiren, 
dass  man  sagte:  das  Gleichheitszeichen  steht  hier  nicht  in  arithme- 
tischer, sondern  in  syntaktischer  Bedeutung,  d.  h.  durcli  eine  ge- 
wisse syntaktische  Operation  kann  ich  aus  der  Null  so  viel  Glieder 
jener  Reihen  entwickeln,  als  ich  will.  Das  ist  wohl  möglich,  aber 
zur  Bezeichnung  derartiger  Beziehungen  darf  kein  Gleichheitszei- 
chen gebraucht  werden. 

Glücklicherweise  sind  solche  Reihen,  welche  für  jeden  Werth 
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der  darin  vorkommenden  Veränderlichen  divergiren,  sehr  selten, 
und  darin  liegt  der  Grund,  warum  man  selten  auf  falsche  Resultate 
gekommen  ist.  Indessen  habe  ich  einige  aufgetrieben,  welche  zu- 
gleich zeigen,  dass  man  nicht  nur  zu  arithmetisch,  sondern  so- 
gar zu  syntaktisch  falschen  Resultaten  gelangen  kann,  wenn 
man  sich  dem  Calcul  ohne  Kritik  überlässt. 

1.  Es  ist  bekanntlich 

• * 

- — / SIP- = r sin  x-hr2  sin  2x  + r‘  sin  3 x 4-  - • • • 

l~2r  cos  ar  + r1 

Für  r=  1 erhält  man,  wofern  nicht  ^r  = 0 ist:  v 

{cot  ±x  = sin  x 4-  sin  2x  4-  sin  3 x 4-  . . . . 

Dasselbe  findet  man  auch  durch  Zerlegung  der  einzelnen  Sinus  in 
ihre  imaginären  Tiieile  und  Addition  nach  der  allgemein  sein  sol- 

lenden  Formel  w + = Obiges  Resultat  ist 

aber,  abgesehen  von  numerischen  Werth en,  schon  syntak- 
tisch falsch;  denn  wenn  man  beide  Tbeile  der  Gleichung  nach 
Potenzen  von  x entwickelt,  so  findet  sich: 

1 Bxx  B3x* 

. x 1.2  1. 2. 374  ““•••• 

% 

= [1  -f-  2 -H  3 + ]-y- 

— [X*  -4-  2*  + 3«  -+-  . . . .|j4i 


und  hier  kommt  auf  der  linken  Seite  das  Glied  — vor,  während 

es  anf  der  rechten  fehlt,  ganz  gegen  alle  Syntaktik!  Der  Fehler 
liegt  darin,  dass  in  der  allgemeinen  Formel  r = l genommen  wurde, 
während  sie  nur  für  r < 1 richtig  bleibt.  * Ist  r=l,  so  hat  man 
bis  zum  ?»ten  Gliede: 


cos (2/?  — f-  l)y 

sin  x 4-  sin  2x  4-  ....  4-  sin  nx  = {cot  \x — 

2sin  f 

Der  Rest  auf  der  rechten  Seite  verschwindet  für  wachsende  n nicht, 
darf  also  nicht  wegbleiben.  Verwandelt  man  beide  Tbeile  in  Rei- 
hen, so  fängt  die  Entwickelung  des  Restes  mit — an,  welches 

sich  gegen  das  in  {cot  \x  vorkommende  — hebt,  und  man  be- 
kommt  die  bekannten  Summenformeln  für 


1 4"  2 4-  3 4™ ....  4”  wj 

■N 

1*4-2*  4- 3*4-.... 4- »*, 
u.  s.  w. 
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Man  sieht  ferner  hieraus,  dass  das  von  Herrn  Doctor  Barfuss  auf 
S.  229.  über  Beste  Gesagte  falsch  ist.  Nach  seiner  Ansicht  wäre 
hier  der  Rest 

/ 

« i 

it  = sin  nsc  -4-  sin {n  l)x  -4-  . . . . in  inf. ; 

Woher  käme  denn  nun  in  diesen  Rest  das  Glied  womit  der 

' SC 

unsrige  anfänßt? 

2.  Ein  nicht  weniger  frappantes  Beispiel  ist  folgendes. 

Wir  haben 


ac 


OC 


--t-  - 

X **  X*  X * 


2 

X 


JI+....  = r_-_=+-i£_7  {Jt) 


1 X 2 


folglich  durch  Subtraction 

« 

— *=(*—  ■+•(*• — J*) •+- (■*•— Ji)  -*-•••  • (C) 

. » 

Nun  giebt  es  für  jedes  beliebige  je  und  ganze  positive,  aber  unge- 
rade m folgenden  Satz  (Cauchy  cours  d’analyse  page  551.): 


xm = 

X”* 


» • t 


(m- 1-3)  (m  -f-  \)m  (m  — 1)  m — 3) 


2.4.0.8.10  ^ x^  ^ 

«*  » 

Wendet  man  diesen  Satz  auf  die  Gleichung  (C)  für  «9  = 1,  3,  5 
u.  s.  w.  an,  so  wird 

« 

• • 


+ !(■*  — + — ^r)' 

-+-  40*  — v)  ■+•  !(•*•  — -=•)’  '-W(* — v)* 


Nimmt  man  diese  Reihen  in  verticaler  Richtung  zusammen  und  be- 
merkt zugleich,-  dass  die  linke  Seite  = — — * — r ist,  so  erhält 

. *.  * . - ' \ . • * — ü-1 ’ •*  “• 


’ X 


man 
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"~f  = ({  -+• 1 +•  { ■+■  — ) (^  — ■j) 

X 

X 

-Mt )(«^  — ~)* 

> -H(t“+"*»^ 

+ : 

• - • ♦ . • 

Nun  ist  aber  x eine  beliebige  Grösse,  folglich  ist  es  auch 
& — , welches  wir  =*  setzen  wollen.  Denn  um  irgend  ein  be- 

«27  - *P. 

liebiges  % herauszubringen , hat  man  die  quadratische  Gleichung 

«*■ — ~ = * nach  x aufzulösen,  wodurch  man  jederzeit  reelle  x 

.erhält.«  Bezeichnen  wir  die  in  obiger  Gleichung  vorkommenden 

1 1 

Coefficienten  von  (x 7),  ( x )*  u.  s.  w.  mit  al9at  u.  s.  f., 

«27  «27 

so  finden  wir  . , 


i -) 


axz  ■+-  atxl  -f-  <***'  4-.. 


was  schon  syntaktisch  falsch  ist. 

3.  . Addirt  man  die  Gleichungen  (A)  und  ( ß)  im  vorigen  Bei* 
spiel,  so  kommt  . . 


° = x + ± + (x'+±)  + (x>  + ±)  + ....  (/>) 


Nun  giebt  es  für  ungerade  m und  beliebige  x folgenden  Satz: 


I 


« * ' * . ' , 

(m  4-  3)  {m  -f-  1)  {711  — 1)  (m  — 3 


2. 4. 6. 8 


-(•*•  )4  Hb  ••••] 


(Cauchy  a.  a.  0.  pnge  551.),  unter  dessen  Anwendung  für  01=  1,  3, 
u.  s.  w.  die  Gleichung  (D)  sich  so  gestaltet: 

! • ... 

0=  + 

• * \ t 

•••4  ••  • 

-4-  (x  -4-  ~)  [1  -+•  3(^7  — -^)*  -4-  (x  — ~)4J  . . 

+ U“*-  6(or  — 4-  5(x  — ^r)4  + (*  — “)  i 

% 
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oder  wenn  man  beiderseits  mit  x -4-  —■ dividirt,  x — — = * setzt 

* X x 

und  die  Reihen  vertical  summirt: 

\ 1 • 

0 = . 1 + 1 ~4”  1 + 1 + . • . • 

+ (1  4"  3 4“  6 -f-  10  -4-  • . . .)ä3 
4*  (1  “I“  5 4"  -4“  3d  4"  • • • •)£*  * 


Mithin  müsste  nach  dem  Principe  der  Coefficientenvergleichuug  sein: 

i 

1 4-  1 -f.  1 -I-  1 -h 

s 1 H-  3 —4—  6 “4—  10  -+*  • » . «I 


~ 1 5 -4-  lo  “4—  35  4*  • • • • i 


= 0, 


d.  b.  für  ein  ungerades  m überhaupt: 

• * 

T 

m(m  -f- 1)  m(tn  J)  (m  -f-  2) 


m 


0 = 1-4-  y *4- 


1.2 


1.2.3 


* l 


während  man  aus  dem  binomischen  Satze  für  negative  m und  x = 

— 1 findet:  ; * : v . 

• • . . . . • * • . ,» 

* . tn  M tn{m  -+- 1)  . 1)  (m-t-2)  . ' 

06==1-*“T  "*  TTä h “ 1.2.»  ” — 


also  wieder  ein  Fall,  in  welchem  eine  divergente  Reihe  zwei  ver- 
schiedene Summen  hat. 

(Jebersieht  man  die  beiden  letzten  Beispiele  genauer,  so  be- 
merkt man  leicht,  dass  darin  weiter  nichts,  als  ein  Schmuggel 
unter  dem  Deckmantel  des  Gleichheitszeichens  getrieben 
worden  ist.  Denn  von  den  Gleichungen  (A)  und  (B)  ist  als  solche 
die  eine  jedesmal  falsch,  wenn  die  andere  richtig  ist,  oder  mit  an 
deren  Worten,  wenn  die  eine  Reihe  convergirt,  divergirt  die  an- 
dere, ist  also  der  anderen  Seite  des  Gleichheitszeichens  nicht  gleich, 
sondern  nur  syntaktisch  mit  derselben  verwandt.  Brauchen  wir  das 
Zeichen  £3  für  eine  solche  syntaktische  Gleichheit  der  Form  (d.  b. 
analytische  Beziehung,  in  so  fern  man  durch  ein  gewisses  Verfah- 
ren aus  der  geschlossenen  Form  so  viele  Glieder  aus  der  unbestimmt 
fortlaufenden  Reihe  entwickeln  kann,  als  man  will),  so  stehen  jene 
Gleichungen  für  x *<!  I : 


4-^*  4*^l  + 


x 


'-h 


13 


t 


und  für  x > 1 : * 
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x 4*  x%  4*  x*  *4-  • « • • K3  j 

1 __ 

X ^ x%  ^ x'  + t 

I 

und  für  x=l: 

....  . ^ . 

x 4-  x*  -f-  xu  -f- . 

J- -f.  _L  _H  _L 

X T X'  T x‘ 

+ * 

• • 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  aber:  — gar  Nichts,  weil  man 
mit  dem  Zeichen  (J  nicht  weiter  rechnen  kann.  Also  war  an  allen 
den  fehlerhaften  Resultaten  nur  die  verkehrte  Anwendung  des 
Gleichheitszeichens  bei  divergirenden  Reihen  schuld.  Dies  ist  meine 
Erklärung,  die  wohl  auf  den  Numen  einer  genügenden  und  einfa- 
chen Anspruch  machen  darf.  Ich  fordere  dagegen  Herrn  Dr. 
Barfuss  auf,  die  3 letzten  paradoxen  Beispiele  nach  sei- 
ner Ansicht  zu  erklären,  wenn  ihm  dies«  überhaupt  möglich 
ist.  Einem  etwaigen  Einwande  desselben  will  ich  gleich  im  Voraus 
begegnen.  Er  könnte  sagen:  „Sie  haben  in  der  Gleichung 

( A ) ^ — r für  — gesetzt  und  so  das  Gesetz  (?)  der  Ein- 

heit  der  Form  verletzt;  wenn  auch  die  Reihe  links  die  syntakti- 

' | IM  ^ 

sehe  Entwickelung  von  j*— -j  bildet,  so  ist  sie  doch  nicht  die  Ent- 

X 

Wickelung  von  — p Dann  würde  aber  mein  Herr  Gegner  den 

ersten  Grundsatz  der  Mathematik:  für  A =sr  B und  B c=  C ist 
A = Cy  leugnen. , Da  ist  denn  kein  anderes  Herauskommen  mög- 
lich, als  dass  er  sagte:  ja  die  erste  Gleichung  Az=zB  ist  nicht 
als  solche,  soudero  als  syntaktische  Beziehung  zu  betrachten.  Al- 
lerdings, wenn  ein  Dreieck  einem  zweiten  ähnlich,  dieses  einem 
dritten  an  Fläche  gleich  ist,  so  folgt  weder  daraus,  dass  das  erste 
dem  dritten  ähnlich,  noch  dass  es  ihm  gleich  sei.  Hiermit  würde 
mir  Herr  Dr.  Barfuss  zugeben,  was  ich  eben  behaupte,  dass  inan 
nämlich  nicht  eher  bei  Reihen  Gleichheitszeichen  krauchen  dürfe, 
als  bis  man  von  ihrer  Convergenz  überzeugt  ist,  >und  dass  für  di- 
vergente Reihen  ein  anderes  Zeichen,  etwa  mein  obiges  O»  nöthig 
sei,  uud  dass  man  daher  mit  divergenten  Reihen  nicht  schlechthin 
rechnen  dürfe. 

Ich  glaube  durch  das  bisher  Gesagte  jede  der  beiden  einander 
gegenüber  stehenden  Ansichten  in  ihre  rechte  Stelle  gerückt  zu 
haben.  Es  wäre  gewiss  interessant,  die  Theorie  der  Reihen  con- 
sequent  nach  der  Ansicht  meines  Herrn  Gegners  bearbeitet  zu  se- 
hen, wie  diess  auf  unserer  Seite  durch  Cauchy  geschehen  ist.  Nur 
müsste  bei  einer  solchen  Darstellung  streng  beobachtet  werden, 
was  ich  über  den  Gebrauch  von  Zeichen  gesagt  habe,  damit  nicht 
etwa  eine  solche  für  die  Wissenschaft  höchst  gefährliche  Pascherei 
entstände,  wie  ich  sie  im  zweiten  und  dritten  Beispiele  zur  War- 
nung durchgeführt  buhe. 
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v.  ' 

« 

Ich  will  endlich  noch  einem  Vorwurfe  begegnen,  den  ich  Uber 
unsere  Partei  gehört  bube,  nämlich  dem:  „die  neuere  Schule  ent- 
halte zwar  geschickte  Analytiker  (wir  danken  recht  schön),  aber 
eine  philosophische  Ansicht  über  die  Mathematik,  eine  Metaphysik 
des  Calculs  gehe  ihr  gänzlich  ab.1’  Diese  Bemerkung,  die  übrigens 
gar  nicht  die  Sache,  sondern  höchstens  einige  ihrer  Verfechter 
treffen  kann,  ist  zum  Mindesten  sehr  voreilig.  Die  ältere  Schule 
bestand  sehr  lange,  ehe  sie  Jemand,  namentlich  erst  Fries,  von  ihrer 
philosophischen  Seite  betrachtete;  wie  kann  man  nun  von  einer 
Schule,  die  noch  im  Entstehen  begriffen  ist  und  dem  alten  Schien» 
drian  mühsam  genug  das  Terrain  abstreiten  muss,  gleich  eine  phi- 
losophische Betrachtung  verlangen?  Aber  auch  diess  wird  geleistet 
werden  und  zwar  hoffe  ich  selbst  in  einiger  Zeit  das  Meinige  hierzu 
beizutragen.  Ich v will  diesen  ohnehin  etwas  lang  gewordenen  Auf- 
satz nicht  durch  eine  solche  Entwickelung  nocn  mehr  verlängern, 
kann  es  mir  aber  nicht  versagen,  wenigstens  anf  eine  interessante 
Analogie  hinznweiseu,  welche  zwischen  der  Philosophie  und  Ma- 
thematik in  ihrer  gegenwärtigen  Verfassung  statt  findet.  Die  jetzige 
Zeit  der  Mathematik , in  welcher  die  neuere  Schule  die  ältere  mit 
Recht  zu  verdrängen  sucht,  hat  die  grösste  Aehnlichkeit  mit  jener, 
in  welcher  Kant  mit  seiner  Kritik  der  reinen  Vernunft  auftrat.  Die 
Philosophen  hatten  sich  bis  dahin  ohne  Kritik  der  Spekulation 
überlassen  und  glaubten  an  die  Allgemeingültigkeit  der  Denk* 
gesetze,  mit  denen  4sie  Alles,  auch  selbst  das  Gebiet  des  Debetsinn- 
lichen beherrschen  wollten.  So  die  Mathematiker,  wenn  sie  in  ihrer 
Bogenannten  allgemeinen  Arithmetik  die  unbegräuzte  Allgemein* 
heit  der  analytischen  Operationen  behaupteten. 

Jenem  Unwesen  stellte  sich  die  Kantische  Kritik  gegenüber 
und  wies  in  folgenden  Resultaten  der  Spekulation  ihr  wahres  Ge- 
biet an: 

' Die  Methaphysik  lehrt  uns  den  Gebrauch  von  vier  Gruundbegrif* 
fen  des  denkenden  Verstandes,  nämlich  der  vier  Categorieen  Quan- 
tität, Qualität,  Relation  und  Modalität.  Der  Gebrauch  derselben 
erstreckt  sich  aber  nur  auf  solche  Begriffe,  für  welche  in  der  Er- 
fahrung ein  congruirender  Gegenstand  aufgezeigt  werden  kann, 
d.  li.  ein  solcher,  der  einer  reinen  Anschauung  in  den  Formen 
des  Raumes  und  der  Zeit  fähig  ist.  Versucht  es  dagegen  der 
Verstand,  jene  vier  Denkgesetze  auf  solche  Begriffe  anzuwenden.« 
welche  diese  Bedingung  nicht  erfüllen,  also  übersinnliche  sind 
. (Ideen),  so  stösst  derselbe  auf  die  gröbsten  Widersprüche,  die 
Antinomieen,  woraus  weiter  folgt,  dass  eine  solche  Anwendung 
eine  durchaus  unrechtmässige  ist,  und  dass  man  von  jenen  Ideen 
keinen  Gebrauch  zur  Erweiterung  des  philosophischen  Wissens 
machen  könne. 

Ganz  ähnlich  steht  es  um  die  Mathematik. 

Die  Arithmetik  lehrt  uns  den  Gebrauch  von  vier  Grundoperationen 
des  rechnenden  Verstandes,  nämlich  den  vier  Species;  sie  zeigt 
uns  aber  denselben  nur  an  solchen  Grössen,  die  entweder  endli- 
che siqd,  oder  sich  einer  endlichen  bestimmten  Grösse  als  Gränze 
nähern  (z.  B.  Reihen,  die  unter  besonderen  Fällen  convergireu). 
Versucht  es  dagegen  der  Vorstand,  jene  Operationen  auf  solche 
Grössen  auzuwenden,  welche  diese  Bedingungen  nicht  erfüllen 


Digitized  by  Google 


400 


(divergirende  Reihen),  so  stösst  er  auf  die  gröbsten  Widersprüche, 
woraus  weiter  folgt,  dass  eine  solche  Auwendung  eine  durchaus 
unrechtmässige  ist  und  dass  man  von  jenen  Reihen,. so  lange  sie 
divergiren,  keinen  Gebrauch  zur  Erweiterung  des  mathematischen 
Wissens  machen  könne. 

Es  geht  uns  mit  den  divergenten  Reihen  in  der  Analysis  wie 
mit  manchen  Ausdrücken  in  der  analytischen  Geometrie.  Fragt  man 

z.  B.,  welche  ist  die  geometrische  Bedeutung  der  Gleichung  • 

* * . • . 

[y  4-  4-  (y  4-  da:)2  4- 1 = 0, 

§ 

• • 

wenn  oc  die  Abscissen,  y die  Ordinaten  bezeichnen,  so  ist  die  Ant- 
wort: gar  keine;  denn  für  jedes  reelle  a:  erhält  man  ein  imagi- 
näres  y,  die  Gleichung  stellt  daher  weder  einen  Punkt,  noch  eine 
Linie,  noch  sonst  etwas  dar.  Sie  ist  ein  Gebilde  der  combinirenden 
Algebra,  welches  von  einer  gewissen,  nämlich  der  geometrischen 
Seite  betrachtet,  gar  keine  Bedeutung  hat,  wenn  es  auch  von  einer 
anderen  Seite  angesehen  nicht  eben  ohne  Geltung  ist.  Ganz  ähn- 
lich verhält  es  sich  mit  den  divergenten  Reihen.  Für  einen  Cal- 
cul,  der  es  mit  Gleichheitszeichen  zu  thun  hat,  und  das  ist  fast 
die  ganze  Analysis,  haben  Reihen  wie 

1 __2 -*-4  — 8 4- 16^-32  4-.-.. 

1 — 1.2  4“  1.2.3  1 . 2 . 3 . 4 4~  • • • • 

• 4 * 

gar  keine  Bedeutung,  weil  kein  Ausdruck  gegeben  werden  kann, 
dem  sie  wirklich  gleich  wären.  Eine  Betrachtung,  die  sich  am 
Faden  der  Identitäten  fortspinnt,  erreicht  hier  ihr  Ende.  Divergente 
Reihen  sind  Gebilde,  oder  um  einen  hübschen  Ausdruck  von  Fries0) 
zu  brauchen,  Figuren  der  combinatorisclien  Analysis.  Hier 
hat  Fries  ganz  Recht;  er  hätte  bloss  noch  einen  Schritt  thun  und 
unterscheiden  sollen,  ob  der  Calcul,  in  welchen  man  eine  divergente 
Reihe  einführt,  sich  mit  Gleichheiten  oder  anderweitigen  Beziehun- 
gen beschäftigt;  er  würde  dann  bemerkt  haben,  dass  für  eine  Be- 
trachtungsweise der  ersten  Art,  und  diess  ist  hauptsächlich  die  Ana- 
lysis, bloss  die  numerische  Bedeutung  der  Reihen  zulässig  ist,  und 
damit  hätte  er  das  Richtige  getroffen,  - 


•)  Mathematische  Naturphilosophie.  S.  162.  * 
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Ueber  Aristarchs  Methode,  die  Entfernung  der 
Sonne  von  der  Erde  zu  bestimmen. 


» Von 

1 ~ 

dein  He  r ausgeber. 


f 1- 

Aristarchs  Methode , die  Entfernung  der  Sonne  von  der  Erde 
zu  bestimmen,  ist  in  ihrem  Princip  so  einfach,  und  zugleich,  inso- 
fern man  die  Entfernung  des  Monds  von  der  Erde,  die  sich  be- 
kanntlich mittelst  einer  völlig  directen  Methode  mit  hinreichender 
Genauigkeit  bestimmen  lässt,  als  bekannt  vorauszusetzen  berech- 
tigt ist,  so  direct,  dass  dieselbe,  wenn  sie  auch  für  die  Wissen» 
Schaft  selbst  von  keiner  Bedeutung  mehr  ist,  doch  beim  Unterrichte 
in  der  Astronomie  sorgfältiger  berücksichtigt  zu  werden  verdient,  als 
dies,  wie  es  wenigstens  scheint,  meistens  zn  geschehen  pflegt.  Wenn 
ich  daher  diese  Methode,  die  Kepler  für  so  schön  hielt,  dass  er 
sie  in  seinen  Ephemeriden  für  das  Jahr  1619  dem  Galilei  und 
M arius,  die  schon  mit  Fernrohren  beobachteten,  zur  Anwendung 
eifrigst  empfahl,  zum  Gegenstände  des  vorliegenden  Aufsatzes  ma- 
cke, und  dieselbe  aus  einem  allgemeineren  Gesichtspunkte,  als  dies 
von  ihrem  ersten  Erfinder  geschah , zu  betrachten  und  darzustellen 
versuchen  werde,  so  habe  ich  dabei  durchaus  nur  ihre  Bedeutung 
für  den  Unterricht  in  methodischer  Beziehung  im  Auge,  indem  ich 
zugleich  der  Meinung  bin,  dass  dieselbe  überhaupt  als  eine  zweck- 
mässige geometrische  und  trigonometrische  Uebung  für  Schüler 
dienen  kann,  und  wünsche,  dass  dieser  Aufsatz  zunächst  auch  nur 
aus  diesem  Gesichtspunkte  beurtheilt  werden  möge. 

§.2. 

Es  kauu  wohl  als  hinreichend  bekannt  vorausgesetzt  werden, 
dass  Aristarchs  Methode,  die  Entfernung  der  Sonne  von  der  Erde 
zu  bestimmen,  in  ihrer  ursprünglichen  und  einfachsten  Gestalt  darin 
besteht,  den  Mond  zur  Zeit  seiner  Viertel,  die  man  daran  erkennt, 
dass  die  Lichtgränze  auf  dem  Monde  genau  als  eine  gerade  Linie 
erscheint,  zu  beobachten,  und  in  diesem  Moment9)  die  scheinbare 


°)  In  der  Schwierigkeit,  diesen  Moment  genau  zu  treffen,  liegt  vorzüglich 
die  Unsicherheit  der  Methode  und  die  geringe  Genauigkeit  der  durch 
dieselbe  erhaltenen  Resultate.  > > 
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Entfernung  der  Lichtgränze  von  dem  Mittelpunkt  der  Sonne  zu  mes- 
sen. Ist  dann  E der  Beobachtungsort,  M der  Mittelpunkt  des 
Monds,  S der  Mittelpunkt  der  Sonne,  so  ist  MES  die  gemessene 
scheinbare  Entfernung  der  Lichtgränze  von  dem  Mittelpunkte  der 
Sonne,  und  da  nun  wenigstens  mit  grosser  Annäherung  EMS  ein 
rechter  Winkel  ist,  so  hat  man  die  Gleichung 

EM=  ES . cos  MES , 

* 

»ns  der  sich 

rif 

ES=  = EM.  sec  MES 

ergiebt.  Ist  man  also  die  Entfernung  EM  des  Monds  vom  Beob- 
nchtungsorte  aus  anderweitigen  Messungen  als  bekannt  vorauszu- 
setzen  berechtigt,  so  lässt  sich  mittelst  der  vorhergehenden  Formel 
die  Entfernung  ES  der  Sonne  vom  Beobachtungsorte  berechnen. 
Ueberhaupt  liegt,  wie  inan  sogleich  übersehen  wird,  dieser  Methode, 
die  Entfernung  der  Sonne  von  der  Erde  zu  bestimmen,  vorzüglich 
die  Idee  zum  Grunde,  die  anderweitig  bekannte  Entfernung  des 
Monds  von  der  Erde  zur  Basis  oder  Standlinie  zu  machen,  auf  wel- 
che die  Messung  gegründet  wird,  weil  wegen  der  grossen  Entfer- 
nung  der  Sonne  von  der  Erde  der  Durchmesser  der  letzteren  eine 
nicht  hinreichend  grosse  Standlinie  darbietet,  wenn  man  eine  nur 
einigermaassen  genügende  Genauigkeit  zu  erreichen  beabsichtigt. 

§.3. 

Indem  wir  nach  diesen  vorläufigen  allgemeinen  Andeutungen 
die  in  Rede  stehende  Methode  jetzt  zu  grosserer  Allgemeinheit  zu 
erheben  versuchen  werden,  wollen  wir  anuehmen,  dass  man  zu  ir- 
geud  einer  passenden  Zeit  mit  geeigneten  Instrumenten,  etwa  mit 
einem  Spiegelsextanten,  die  folgenden  Grössen  gemessen  habe: 

den  scheinbaren  Halbmesser  des  Monds  d, 

den  scheinbaren  Halbmesser  der  Sonne 

die  scheinbare  Entfernung  der  inneren  Ränder  der  Sonne  und 

des  Monds  von  einander <*, 

die  scheinbare  Entfernung  der  Lichtgränze  auf  dem  Monde  von 
dem  erleuchteten  Mondrande,  da  wo  diese  Entfer- 
nung am  grössten  ist  * ' X, 

die  Höhen  der  obern  oder  untern  Ränder  der  Sonne  und  des  Monds, 
woraus  man  mittelst  der  bekannten  scheinbaren  Durchmesser  leicht 
die  Höhen  der  Mittelpunkte  der  Sonne  und  des  Monds  findet. 

Da  man  diese  Grössen,  wenn  nicht  mehrere  mit  gleich  guten 
Instrumenten  versehene  Beobachter  sich  mit  einander  vereinigt  ha- 
be», nicht  alle  in  einem  und  demselben  Zeitmomente,  wie  es  eigent- 
lich erforderlich  ist,  messen  kann,  so  muss  mau  in  kurzen  mit  einer 
Uhr  zu  bestimmenden  Zeitintervallen  mehrere  Messungen  derselben 
anstellen  und  diese  Messungen  dann  auf  bekannte  Weise  durch 
Interpolation  sämmtlich  auf  ein  gewisses  mittleres  Zeitmoment  re- 
duciren. 

Dies  vorausgesetzt,  ist  nun  <* -4- (<? -4~  (^ ) die  scheinbare  Ent- 
fernung der  Mittelpunkte  der  Sonne  und  des  Monds  von  «inander, 
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welche  man  mit  Hülfe  der  Höhen  der  Mittelpunkte  wegen  der  Re- 
fraction  corrieiren  muss,  wobei  man  sich  ganz  auf  dieselbe  Weise 
wie  bei  der  Bestimmung  der  Längen  durch  Monddistanzen  zu  ver- 
halten hat,  was,  als  sich  in  jedem  guten  astronomischen  Lehrbuche 
findend,  hier  wohl  als  bekannt  vorausgesetzt  werden  kann.  Be- 
zeichnen wir  die  auf  diese  Weise  wegen  der  Refraction  corrigirte 
scheinbare  Entfernung  der  Mittelpunkte  der  Sonne  und  des  Monds 
von  einander  durch  die  scheinbare  Entfernung  der  Lichtgränze 
auf  dem  Monde  von  dem  Mittelpunkte  der  Sonne  aber  durch  v,  so 
ist  offenbar  v = fi- {- X — <?,  und  daher  auch  v eine  bekannte  Grösse. 

Den  wahren  Halbmesser  des  Monds  und  die  Entfernung  seines 
Mittelpunkts  vom  Beobarhtungsorte  wollen  wir  im  Folgenden  durch 
r und  <?,  den  wahren  Halbmesser  der  Sonne  und  die  Entfernung 
ihres  Mittelpunkts  vom  Beobachtungsorte  dagegen  durch  r,  und  q 
bezeichnen. 


§.  4. 

» 

Durch  den  Beobachtungsort  und  die  Mittelpunkte  der  Sonne 
und  des  Monds  denken  wir  uns  jetzt  eine  Ebene  gelegt,  welche 
wir  als  die  Ebene  der  xy  annehmen.  Der  Beobachtungsort  sei  der 
Anfang  der  xy9  die  von  dem  Beobachtungsorte  nach  dem  Mittel, 
punkte  der  Sonne  gezogene  gerade  Linie  sei  der  positive  Theil  , 
der  Axe  der  x9  und  der  positive  Theil  der  Axe  der  y werde  auf 
der  Seite  der  Axe  der  x angenommen,  auf  welcher  sich  zur  Zeit 
der  Beobachtung  der  Mond  befindet;  so  sind  offenbar 

q cos  fi  und  q sin  fi 

\ • 

die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  des  Monds,  und  die  Gleichuno-  des 
Durchschnitts  der  Ebene  der  xy  mit  der  Oberfläche  des  Monds  ist 
also 

/ ' » 

1)  (x  — p cos  fi)*  + (y  — Q sin  fl y = r2. 

• * 

Ferner  ist  offenbar 

* 

2)  y = x tang  v 

die  Gleichung  der  von  dem  Beobachtungsorte  nach  der  Licbteränaa 
gezogenen  geraden  Linie.  Sind  nun  £,  ij  die  Coordinaten  des  Durch- 
schmttspunkts  dieser  geraden  Linie  und  des  durch  die  Gleichung  1) 
charakterisirten  Kreises,  so  hat  man  nach  dem  Vorhergehenden 
zur  Bestimmung  dieser  Coordinuten  die  beiden  Gleichungen 

17  = $ tang  v , 

(5  — Q cos  fiy-i-(rj  — Q sin  fi)*=:r*. 

* * 

aus  denen  sich  nach  leichter  Rechnung  mit  Beziehung  der  obern 
und  untern  Zeichen  auf  einander  0 

1 

5 = coa  v|p  cosOt  — j'Jzfck'H—  sin  (/.  — 1/)»£ 

V~  sin  v cos(/»  — y)db  Vr'~—  g»  sinfrt  — »)*(• 

26* 
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oder,  weil  r = e sin  d ist, 

£==£  cos  y|eos(/i» — vJdbV^sin  d* — sin(j*  — v)*|, 

tj=:q  sin  vjcos(/u — v)zfcl/sin  d* — sin(/*  — v)a|; 

• • 

oder 


£ = q cos  v j cos  (fi  — y)  db  l/siu  (d-f-  /t*  — v)  sin(d  — |U  + y)|, 
r]±=Q  sin  v j cos  ( fi  — v)  ztz  V sin  (3  *4-  fi  — y)  sin  (d  — fi  ■+-  v) } ; 
ergiebt.  Berechnet  man  aber  den  Hülfswinkel  0 mittelst  der  Formel 


tantr  & = 

sin  ( fi  — y) 


was  jederzeit  leicht  geschehen  kann,  so  werden  die  vorhergehenden 
Gleichungen: 

£ cos  v cos  ( fl  — v =f=  0) 
cos  0 ’ 

q sin  v cos  (ju  — v =p  0) 
cos  0 

Die  Gleichung  des  nach  dem  Punkte  (£q)  gezogenen  Mondhalbroes- 
■ sers  ist 

8)  y q sin  fi  = ~ 9 /*)> 

und  folglich,  wenn  man  die  aus  7)  bekannten  Werthe  von  £ und  rj 
' cinfuhrt: 


■ . sin  v cos(u  — >/=f:0)  — sin  u cos  0. 

0)  y-Q  sin  j»  = ^7coS(,u-,Te)-cos,«  cos-e^ ~ ? cos  **> 


wo  sich  nun  frägt,  wie  man  die  Zeichen  in  dieser  Gleichung  und 
überhaupt  in  den  obigen  Gleichungen  zu  nehmen  hat,  worüber  sich 
auf  folgende  Art  eine  bestimmte  Entscheidung  leicht  geben  lässt. 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  der  Lichtgränze  vom  Beobach- 
tungsorte durch  E , so  ist 

E9  = £*  4“  77*, 

und  folglich  nach  5) 

t 

E9  = q9  |cos(/£  — y)  db l/sin  (d-|-/u» — v)  sin(d — fi-hv )jV 
Weil  nun  v = fi- f-2,  — d,  also 

i 

. fi — y = d — X,  cos  (fi  — y)  = cos(d  — X), 

und,  da  im  vorliegenden  Falle  der  absolute  Werth  von  d — X ge- 
wiss niemals  90°  übersteigt,  cos(d  — X)y  folglich  auch  cos (ji  — v) 
stets  positiv  ist,  so  liefert  das  obere  Zeichen  in  vorstehender  Glei- 
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ckung  für  E jederzeit  einen  grösseren  Werth  als  das  untere,  wes- 
halb man,  da  die  Lichtgränze  natürlich  immer  dem  Beobachter  zu- 
gekehrt ist,  in  der  vorstehenden  Gleichung,  und  folglich  auch  über- 
haupt in  allen  obigen  Gleichungen  die  unteren  Zeichen  nehmen 
muss.  Daher  muss  man 

Q COS  V COS  (p  — v -4.  0) 

cos  0 3 

(>  sin  v cos  (fi  — v 0) 
cos  0 

setzen,  und  die  Gleichung  des  nach  dem  Punkte  (£77)  gezogenen 
Mondbalbmessers  ist 

, ,v  . «in  v cos  Cu  — y-j-0)  — sin  u cos  0.  • \ 

11)  V — Q sin  fi  = r —777 — — p cos  fi). 

1 y n cos  y cos (fi  — y- f- 0) — cos/i  cos  0'  v r^/ 

* 

l 

Nun  ist  aber,  wie  man  mittelst  einiger  einfachen  goniometrischen 
Verwandlungen  leicht  findet: 

sin  v cos  (fi  — v-f-0)  — sin  fi  cos  0 

♦ 

COS  V COS  (fl  — V -f-  0)  COS  fi  cos  0 
und  folglich 

12)  y — q sin  fiz=z — (x — £ cos  fi)  cot(v — 0) 

r • 

die  Gleichung  des  nach  dem  Punkte  (£77)  gezogenen  Mondhalb- 
messers. 

Die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  (£77)  gezogenen  Berühren- 
den des  durch  die  Gleichung  1)  charakterisirten  Kreises  sei 

y — r[^=zA(a:  — £),  ' 

so  ist  wegen  der  Gleichung  12)  nach  den  Principien  der  analyti- 
schen Geometrie 

1 — A cot(r  — 0)  = O,  Az=z  tang(v — 0); 
also 

13)  y — 7]=:(x  — £)  tang(v  — 0) 

* 

• s 

die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  (£77)  gezogenen  Berührenden 
des  durch  die  Gleichung  1)  charakterisirten  Kreises. 

Da  diese  Berührende  offenbar  auch  eine  Berührende  des  Krei' 
ses  sein  muss,  in  welchem  die  Oberfläche  der  Sonne  von  der  Ebene 
der  xy  geschnitten  wird,  so  ist  rx  die  Entfernung  des  Mittelpunkts 
der  Sonne  von  der  in  Rede  stehenden  Berührenden,  und  folglich, 
da  pn0  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Sonne  sind,  nach  den 
Principien  der  analytischen  Geometrie 

, Kgi— I)  tang  (v  0)  -f.  q { * 

1 1-+-  tang  (v — 0)* 


sin(v  — fi)  cos(v  — 0), 
— sin  ( v — fi)  sin  (v  — 0) ; 


oder 
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ri*  = }(^i— |)  sin(v  — 0)-M  cos(v  — 0))*; 
also,  weil  r1=^l  sin  dx  ist: 

Qx*  sin  ^1a  = l(^1 — £)  sin(v  — 0)H-^  cos(v  — 0)|*, 
und  folglich 

sin  — |)  sin(v  — 0)  + »?  cos(v  — 0), 

woraus  sich  leicht 

i 

Pjjsinff'  — 0)=t=sin  d“, } = ^ sin(v — 0)  — rj  cos(v — 0), 

also,  wenn  man  fiir  5 und  rj  ihre  aus  dem  Obigen  bekannten  Wer* 
tke  einführt: 


2^x  sin  {(v — 0Zf=:dx)  cos4(v— ■ 0dtdx)  = — q cos {fi — v-t-0)tang0, 
woraus  sich 


cos(,a  — v -f-  O)  tang  9 

2sin  -l(y — 0=Fd\)  cos  — 0d=dx)' 


oder  nach  6) 


cos  (/ u — v ■+■  0)  l^sin  ( cf -f.  [x  — v ) sin  (cf  — (£-\-  v) 
2sin(^u — v)  sin  ±(v — 0=pcfx)  cos  ^(v — ©=fc(J\) 


l 


ergiebt,  mittelst  welcher  Formeln  Qx  leicht  aus  q berechnet  werden 
kann. 

Bezeichnen  wir  die  Abscisse  des  Durchschnittspunkts  der  durch 
die  Gleichung  13)  charakterisirten  Berührenden  mit  der  Axe  der  x 

durch  ocvy  so  ist  nach  13) 

. • 

— y = ('Vl—%)  tang(v  — 0), 

und  folglich 

| sin(y — O) — 9 cos(v--O) 

a*x  sin(v — 0) 


Weil  nun  nach  dem  Obigen 

- 1 

£ sinC*  — 0)  — i]  cos(v  — 0)  = px|sin(* — 0)=psio  d,  | 

\ 4 

ist,  so  ist 

xx  sin  (r  — 0)  sin  cfx 

IT*  sin  {y  — 0) 

oder 


xx  1 sin  dt 

q j sinf»* — 0)* 


00 

Offenbar  ist  aber  stets  ~ < 1 und  sin  d,  positiv.  Also  muss  man 
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io  der  vorstehenden  Gleichung,  und  daher  auch  in  allen  obigen 
Gleichungen  die  obem  oder  unteru  Zeichen  nehmen,  jenachdem 
sin  (v  — 0)  eine  positive  oder  eine  negative  Grösse  ist,  mittelst 
welches  Kriteriums  sich  also  immer  sicher  entscheiden  lässt,  wie 
namentlich  in  den  Formeln  14)  und  15)  die  Zeichen  zu  nehmen 
sind. 


f 5. 

Entwickelt  man  die  partiellen  Differentiale  von 

tang  0 = ^»intd-Hu  — v)  sin(c 
***.  sin  {fx  — y) 

in  Bezug  auf  d,  fi , v als  veränderliche  Grössen,  so  erhält  man  nach 
einigen  leichten  Reductionen: 

j,  . ~ sin  2cf  cot  G , » 

dä  tang  © = 

r , . r\  2cot  (ju  — v)  , 

16)  {dfi  tang©  = sin28  4». 

dv  lang  0 = sin  2Q 

und  folglich,  weil  nach  den  bekannten  Regeln  der  Differentialrech- 
nung 

</^0  = cos  02d$  tang  0, 
duQ  = cos  O^dfx  tang  0, 
dvO  = cos  Ozdv  tang  0 


ist: 


17) 


, _ sin  2tf  cos  02  cotr  G ,« 

= ism  (fi  — - d$' 

dfxO  = — cot  (fi — v)  cot  Odfiy 

dvO  = cot(^  — v)  cot  Odv. 


Weil  uun  bekanntlich 


ist,  so  ist 


dO  — djO  •+•  dfiO  -+-  dvO 

sin  2cf  cos  03  cot  G 


18)  dQ  = 


dd 


2sin  (fx  — y)2 
— cot(/t* — v)  cot  Qdfx 
•+*  cot  (/i  — r v)  cot  Odv. 

Entwickelt  man  ferner  auch  die  partiellen  Differentiale  von 

£i  ____ cos(^ — y-t-0)  tang  G 

p 2sin  — 0=t=<f,)  cos  0=t  d1,) 


Digilized  by  Google 


408 


I 


ia  Bezug  auf  fi,  v , d,,  0 als  veränderliche  Grössen,  so  erhält  man 
nach  einigen  leichten  Rcductionen: 


19) 


dfi, 


* 

• sinfy*  — y>4-0)  tang  0 

2sin  — 0=Fcf,)  cos  \(y — ö±<fj) 

cos  qd=sin  J,  sinfrt— r+e) 

4sin  -l(v  — ©spcf,)2  cos  ±(y — 0=bcf,)*  ^ ’ 

cos  cf,  cos^  — y-f-9)  tang  0 

4sin  ±(v  — 0 =F  cf,)2  cos  K*' — ©rfccf,)2^  19 

L0fQ‘) coL^±sin  cf,  sin  fr 9)  , _ 0(/0 

“«(j/  — 4sin  j(c-»T (f,)1  cos  i^-Ö±<f,)2  S 

d0\ 


cos  (/<  — v -+-  0)  sec  02 


2sin  £(*/-— 0 =t=  cf , ) cos  — ©dbd,) 


woraus  sich  leicht 


20)  rf(2i)  - * (^)  + *(£)  + «*(&)  + 


ergiebt. 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen: 


21)  A — 


sin  2cf  cos  0*  cot  0 


so  ist 
und 


2sin  (fi — y)2 
B =z  cot  (fi — v)  cot  0, 

r sin  (ft  — v -h  0)  tang  0 

2sin  $(v — 0=4=  cf,)  cos  JC*' — 0d=cf,)’ 

- COS  (fl V -f-  0)  SRC  0* 

2sin  $(v — 0=Fcfi)  cos  %(v — Ozfcd,)’ 

„ cos  tf,  cos  (fi  — v -f-  0)  tang  0 . 

^ — 4siiT  l(v  — 0 =F  <fj)2  cos  i(v—  0=4=  cf,)2’ 

cos  «±sin  (f,  sinfc  — v-f-fl)  ß. 

* — Asm  j(x  — e=r<f,y  cos  i(y—  e±<f,)’  ’ 

. I 

(10  = y^r/d  — 

\ 

rf(£i)  = Cdfi  + Fth=p  EdS,  — (D  -+-  F)d&  -, 


also 


d(?A——A(D-\-F)dSzpEdil  ■ 

■+■  j c+  B(D  ■+■  F)  | dfi  -H  F — B(D  -+-  F ) | dv. 


.Nun  kann  man  aber  nach  §;  3.  offenbar  wenigstens  mit  grosser 
Annäherung 

dfi  ==  da  ■+•  dd  -+-  r/d, , dv  •=.  dfi  dh  — dö ; 
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also 

_ dfi  = da  -f-  dd  döy , dv  sss  da  -f-  dö  t •+-  dl 

• * 

setzen.  Folglich  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

dQA  = — A(D  + F)d3rp  Edä, 

+ \C-hß(D-hF)\(da  + d3+d3,) 

-f*  | JF1  — ß(U  + Z7) } (rfa  + dd  t -+■  dX), 

• 4 . 

d.  i.,  wie  man  leicht  findet: 

22)'  dQ0—  0 C+F)da 

■+-\F—B(.D+-F)\dX 
' -f-  \ C — (A — ß)  (D F)\dä 

+ (C-\-F^  E)dSl. 

0 

Auch  erhält  man  hieraus  leicht 

23)  =2i.  *£  + (C+F)du 

9 9 9 

•+■  (Jf — B(D  + F)\dX 
+ \C-(A  — B){D-\-F)\di 
. * -+•  (C'-f-  E)ddx. 

ln  allen  vorhergehenden  Gleichungen  hat  mau  die  obern  oder 
untern  Zeichen  zu  nehmen,  jenachdem  sin(v — 0)  eine  positive  oder 
eine  negative  Grösse  ist.  ' 


- • §•  6. 

Wir  wollen  nun  noch  in  der  Kürze  zeigen,  wie  aus  der  Ent- 
fernung eines  Weltkörpers  W vom  Mittelpunkte  C der  Erde  seine 
Entfernung  von  einem  beliebigen  Orte  O auf  der  Oberfläche  der 
Erde,  und  umgekehrt  wie  uus  der  Entfernung  eines  Weltkörpers 
W von  einem  beliebigen  Orte  auf  der  Oberfläche  der  Erde  seine 
Entfernung  von  dem  Mittelpunkte  C der  Erde  gefuuden  werden 
kann,  wobei  wir  grösserer  Bestimmtheit  wegen  im  Folgenden  an- 
nehmen werden,  dass  der  Punkt  0 in  der  nördlichen  Hälfte  der 
Erdoberfläche  liege. 

Zu  dem  Ende  sei  (p  die  Polhöhe,  $p,  die  sogenannte  geocentri- 
sche  Breite  des  Orts  0 , und  Jt  sei  der  nach  demselben  gezogene 
Erdhalbmesser  *).  Ferner  seien  w,  ft  das  sogenannte  scheinbare 
Azimuth  und  die  sogenannte  scheinbare  Höbe,  dagegen  (on//,  das 
sogenannte  wahre  Azimuth  und  die  sogenannte  wahre  Höhe  des 
Weltkörpers  W , wobei  die  Azimuthe  von  Süden  nach  Westen  von 


°)  Wie  aus  der  Polhöhe  die  geocentrische  Breite  und  der  Erdhalbmesser 
gefunden  werden  können,  ist  Archiv.  Thl.  I.  S.  177.  gezeigt  worden. 
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0 bis  360°  gezählt  werden  sollen.  Die  Entfernungen  des  Weltkör- 
pers W von  dem  Orte  0 und  dem  Mittelpunkte  C der  Erde  seien 
respective  A und  Ai« 

Durch  den<  Ort  O als  Anfang  legen  wir  ein  rechtwinkliges 
Coordinatensystem  der  xy%.  Die  Ebene  der  xx  sei  die  Ebene  des 
Meridians.  Der  positive  Theil  der  Axe  der  x sei  nach  Süden,  der 
positive  Theil  der  Axe  der  y sei  nach  Westen,  und  der  positive 
Theil  der  Axe  der  % sei  nach  dem  Zenith  gerichtet.  Durch  den 
Mittelpunkt  C der  Erde  als  Anfang  legen  wir  ein  zweites,  dem 
Systeme  der  xyx  paralleles  Coordinatensystem  der  x1ylxl. 

Die  Coordinaten  des  Weltkörpers  W im  Systeme  der  xyx  sind: 

A cos  w cos  A, 

« , 

A sin  ü)  cos  A, 

A »in 

und  seine  Coordinaten  im  Systeme  der  xxyxxx  sind: 

Ai  cos  o>,  cos  Aj, 

% 

Ai  sin  tax  cos  A,, 

Ai  4t.  . 

Die  Coordinaten  des  Punktes  0 in  Bezug  auf  das  System  der 
xxyxxx  sind  aber,  wie  durch  eine  leichte  geometrische  Betrachtung 
sogleich  erhellen  wird: 

, • 

R sin(gp — gp ,),  0,  R cos(gp — gp,); 

f 

und  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  haben 
wir  also  die  drei  folgenden  Gleichungen : 

Ai  cos  wl  cos  A,  = R sin(gp — $Pi)“f-A  cos  w cos 
Ai  sin  w,  cos  A,  = A 8*n  w cos 

Ai  sin  Al=/t  cos(gp — gpi)*4^A 

» % 

Quadrirt  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichungen,  und  addirt 
dieselben  dann  zu  einander,  so  erhält  man  die  Gleichung 

Ai  * = R * -f-  Aa"H2/?A|sin  Acosfgp — gpt)  + cosco  cosA  sin(«jp— gp, ) j , 

oder,  wenn 

24)  cos  J2  = sin  A cos(gp — y,)*+-cos  co  cos  A sin(gp — gp,) 

; 

gesetzt  wird,  die  Gleichung 

25)  Ai*  =/**-+-  Aa  H- 2/?A  cos  £2. 

Sind  uun  A»  w»  A,  also  auch  £2  gegeben,  so  erhält  man  Ai  mit- 
telst des  Formel 


26)  At  = Hb  A*  *4-iÄÄ  cos  A» 
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die  sich  bekanntlich  anf  verschiedene  Arten  zur  logarithmischen 
Rechnung  bequem  einrichten  lässt. 

Sind  dagegen  A»>  w,  h gegeben,  so  erhält  man  A durch  Auf- 
lösung der  quadratischen  Gleichung 

•'  . C08  .ß  = Al* — R2  , 

wodurch  sich 

27)  A — — R coji  — R 2 sin  Si2 

• i 

ergiebt.  . , 

Das  Product  dieser  beiden  Wertbe  von  A ist  R 2 — A»*>  und 
folglich,  da  im  vorliegenden  Falle  offenbar  immer  A»  R ist,  stets 
negativ.  Daher  haben  die  beiden  Werthe  von  A jederzeit  entge- 
gengesetzte Vorzeichen.  Ist  nun  cos  Si  positiv,  so  ist 

— R cos  Si — l/Aia — 8*n 

* 

offenbar  negativ,  also 

— R cos  Si -h  V^A»* — Ä*  sin  *0* 
positiv.  Ist  dagegen  cos  Si  negativ,  so  ist 

— R cos  Si  -4-  V A , * — R 2 sin  Si2 

- * 

offenbar  positiv,  also 

% 

— R cos  Si  — l/’Ai*— ~Ä*  sin  Ä* 

negativ.  Duher  muss  man,  weil  A seiner  Natur  nach  nur  positiv 
. sein  kann,  in  der  Gleichung  27)  immer  das  obere  Zeichen  nehmen, 
und  folglich 

28)  A = — R cos  Si- 1-  V^Ai 2 — SR2  s*11 

oder 

» 

9 

29)  A = — R cos  42-f-  [/ (Ai  -f-  R sin  Si)  (A » — R sin  i2) 

i 

setzen. 

Nimmt  man,  was  in  Folge  der  Gleichung  24)  offenbar  verstat- 
tet  ist,  den  Hülfswinke!  Si  stets  positiv  und  nicht  grösser  als  180°, 
so  ist  sin  Si  immer  positiv,  und  man  kann  also 

A = — R cos  Si-{-R  sin  Si  1/ --A1*  --  — 1 

, f 7c*  sin  SI2 

setzen.  Berechnet  man  nun  den  Hülfswinkel  O mittelst  der  Formel 


sec  0 = 


A, 

R sin  SI 


oder  mittelst  der  Formel 
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^ R . 
C08  0 = -T—  81D 
Ai 


und  nimmt  0 positiv  und  nicht  grösser  als  90° , was  wegen  des 

positiven  Vorzeichens  von  sin  i2  verstattet  ist,  so  ist 

* 

A = — R cos  ß + /l  sin  Si  tang  0 , 

also 


A 


,~cos(.ft -§-<*>) 
cos  * 


mittelst  welcher  Formeln  A sehr  leicht  berechnet  werden  kann. 

Wenn  die  Sternzeit  der  Beobachtung  bekannt  ist,  und  auch  die 
Rectascension  des  Weltkörpers  W als  bekannt  angenommen  wird, 
so  kann  man  immer  das  Azimuth  aus  der  Höbe  h und  der  Polhöbe 
(p  leicht  berechnen,  was  hier  nicht  weiter  erläutert  zu  werden 
braucht. 


XXXII. 

' , 

Einige  Bemerkungen  über  die  Reduction  der 

Monddistanzen. 

i • 

Von 

dem  Herausgeber. 


Wir  wollen  die  wahre  und  scheinbare  Höhe  des  ciueu  Gestirns 
durch  /f,  //';  die  wahre  und  scheinbare  Höhe  des  anderen  Gestirns 
durch  h , fi\  die  wahre  und  scheiuhare  Distanz  durch  A»  A*  be- 
zeichnen.  Werden  dann  ferner  die  grössten  Kreisbogen,  welche 
die  Endpunkte  der  Höhen  //,  //  und  die  Endpunkte  der  Höhen 
//',  h mit  einander  verbinden,  durch  I)  und  £)  bezeichnet,  so  ha- 
ben wir  offenbar  die  folgenden  Gleichungen: 

1 \ cos  A — sin  H sin  h cos  A*  — sin  U'  sin  fi 

' cos  //  cos  h cos  H'  cos  fi 

_ cos  D — sin  H sin  fi  cos  3)  — sin  H'  sin  ft 

cos  U cos  fi  cos  H'  cos  h 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  sehr  leicht: 
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(COS  //'  cos  D — cos  Zf  cos  ft  = a\n(H — Zf')  8»n  ^ 
| cos  ft  cos  A — cos  h cos  D = sin(Z — Z')  sin  Zf; 


so  wie 


3) 


cos  A'  cos  2) — cos  h cos  ft  =za\u{/i-^  ft)  sin  ZT, 
cos  Zf ' cos  A — cos  Zf  cos  2)  = sin (Zf — //')  sin  Z; 


* % 4 » 

und  wir  haben  daher  zur  Berechnung  von  A aus  A'»  Zf,  Zf',  Z,  A' 
die  folgenden  Formeln: 


cos  Zf 


4) 


und 


5) 


II 

II 

Zf' 

cos 

h 

cos 

hl 

» 

cos 

h 

cos 

ft 

cos 

H 

cos , 

zr 

sin  hl 

TT-  SU 

cos  H 

sin  Zf  . 

ZT  Sil 

cos  h 

sin  Hf  . 


sin  h . f i rr»\ 
pp  sin  (Zf  — Zf); 


cos 


wo  D und  & als  Hülfsgrössen  zu  betrachten  sind. 

Eliminirt  man  aus  den  Gleichungen  2)  die  Grösse  cos  D , und 
aus  den  Gleichungen  ß)  die  Grösse  cos  2),  so  erhält  man  die  bei- 
den folgenden  Gleichungen:  - 

6)  cos  Zf'  cos  ft  cos  A — cos  Zf  cos  h cos  ft 

= sin  (Zf — Zf')  cos  h sin  /t'-f-sin(A — ft)  sin  Zf  cos  Zf' 

und 

i i 

7)  cos  Zf'  cos  ft  cos  A — cos  Zf  cos  h cos  ft 

= sin  (Zf — Zf')  sin  h cos  Z'H-sin(A — /i')  cos  Zf  sin  Zf', 


durch  deren  Addition  sich  ferner  die  Gleichung 

• ( « 

• , • 

8)  ‘ 2(cos  Zf'  cos  ft  cos  A — cos  Zf  cos  h cos  A') 

= sin  (Zf — U1)  sin  (Z -+- Z') sin  (Zf -1- Zf')  sin(A  — ft) 

oder 


. cos Zf cos k K,  . siu(jy-^')sin(A-M')-4-sin(Är4-Ä')sin(Ä--Ä') 

9)  c08A=cos^coSA-Ct,SA+ 2c 

/ 

ergiebt.  . 

Setzt  man  in  den  beiden  Gleichungen  4) 

Zf=  Zf'  -i-  (Zf—  //'),  h = //'  -+•  (//  — //) ; 

V 

so  werden  dieselben 
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~ *,  . . M„s»nA'  — sinZf'cos  A' 

cos  D = cos  (ff— ff  ) cos  A -4-8in(// — //) cosIT 9 

sin  ff — sin  ft  cos  D 


cos  A = cos  ( A — ft)  cos  D -4-  sin  (A  — ft) 
oder 


cos  ft 


cos  Z>Ä  cos(ff — ff')  cos  A' — sin(/Z — ff')  sin  A’ 

. . , ,,  , . A , . sin  ft  — sin  ff  cos  A\ 

+Mn(^r— äo(8id  a h ^rsr- * 


cos 


= cos(// — ff')  cos  A'4"  «in  (ff — ff')  sin  A" 

. , „ ™ sin  A'  — sin  ff*  cos  A\ 

— sin  (ff—  H 0 (sin  A . cos  ‘ff )» 

i » 

cos  A ==  cos  (A  — ft)  cos  D — sin  (A  — • ft)  sin  D 

. ,,  „w  . t\  • «in  ff— sm  ft  cos 
+ 6in(//  — 4)(sm  D-\ ) 

= * cos(A  — A')  cos  D*\-t\n(h — AO  «in  D 

. /*  „x  , , w>  sin  H—  sin  ft  cos  Dv 
— sid  (h  — h)  (sio  D ) ; 

d.  i. 

cos  D = ca»(H-H'+&)-t-fÄ*(H-  fl’)  sin  K "7^  ~ Ä- 

/ tw  wtt  Kt\  ■ • / n riA  8in  A •“  sm(/Z  ■ | ■ A ) 

= cos  (Zf—  H — A')  4-  am  (Zf—  J5T') , 

« 

.*  r,  . . . /#  sin  ff—  sin(A'  — ff) 

co»  A 05  cos  (A— 'A  j0)  sm  (A  — A^  cos 

, , i.  ™ . ,,  ...  sin  ZT — sin(A'-|-ZJ) 

= cos(A  — ft  — Z?)-Hsin(A  — A) 

also  nach  einer  bekannten  Zerlegung: 

10)  cos  D = ... 

co»(g—  H‘+  A’)  -t-  2siB(g-gfini(*'-~-^^^^.t(*,+g,~A- 

' „„sin  {(*'— W— A')  cosi(A’-f-  W +A') 

= cos(Zf — Zf'— AO 4-2sin( ff— ff') : cos  H » 

* 

C08  A = 

,,  ,^\n\{H-~K+n)™\{H+-K-D) 

cos(A  — ft  -h  D)  4-  2sm( A— A')- cos  4/  * 

,,  „ „.sin  Uff-ft-i))  cos  KAM-A'+Z>) 

= cos(A  — A — Z>)  •+-  2sm(A  — A ) . 

Bezeichnen  wir  die  kleinen  Veränderungen,  welche 

• 1 A 

cos  (//  — Ä"  4-  AO»  co 8 (#-  B*  — AO 
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erleiden  müssen,  um  in  cos  D überzugehen,  durch 

d cos(Zf— iZ'-f-A'),  rfcosCtf— — A'); 
die  kleinen  Veränderungen,  welche 

' cos (h  — cos(A — h’ — D) 


erleiden  müssen,  um  in  cos  A überzugehen,  durch 

d cos(k — K D)y  d cos  (A — A' — D)\ 
so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

% COS  JUL 

cus  11 

d™*(h-h<+D)=Km{h-h<f"  i("-h'+?Js 

d cos  (h—K—D)  = 2sin  (A— #fm  IC^- A'-fl)  cos  j(g-4-V+/>) . 

und  da  sich  diese  kleinen  Veränderungen  mittelst  der  vorstehenden 
Formeln  immer  leicht  finden  lassen,  so  wird  man  mit  Hülfe  der 
Tafeln  auch  immer  die  kleinen  Veränderungen  leicht  finden  kÖn- 
nen,  welche 


H—  U + A'>  ff—  **'  — b! 

erleiden  müssen,  um  in  D , und  welche 

A — K -f*  jD,  h ~~  h*  — U 

4 

* * 

erleiden  müssen,  um  in  A überzugehen,  wird  also  auf  diese  Weise 
immer  A ohne  Schwierigkeit  zu  iterechnen  im  Stande  sein. 

Setzen  wir 

cos  Z>  = cos  | H—  + 

= cos \H-  H’  — U-t-diH—Jf'—  A% 

cos  A = cos  \ /i  — A'  -1-  D -f-  d(h  — A#  D)\ 

= cos |A -/i’—D-i-  d{/i  — A'  — D)\ ; 

so  ist  nach  den  Principien  der  Differentialrechnung  bekanntlich  nä- 
herungsweise 

cos  D = cos  (//—  ET  + A')  — sin  (J5T — H'  AO d(H—  H’  -+-  A') 
= cos  (//—  H’  — A')  — sin  {H—  H'  — kL)d(H—  ET  — A'), 

cos  A = cos  (A  — 4'  + JJ)  — sin  (A  — 4'  + D)d(h  — K -1-  D) 

= cos  (/t  — h!  — D)  — sin(A — ft’  — D)d(h  — A'— - D)\ 


I 
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und  zur  Bestimmung  von 

d(H-  fl  -+-  A') , d{ff-  H’  - AO 


und  ' 


d(h  — h'  -f-  D ),  d(A  — //'  — 0) 


bat  man  also  nach  11)  offenbar  die  folgenden  Näherungsformeln : 

ft  tF  FF'  I A M °ninf //  H -A  )C0S^(A-4-//’— ^ ) 

12)  </(//— /f  4-AO — — 2sin(//-/f  ) , 

* 

d(H-H-  a-) = - 

rf(4  - 4+Z»  = - 2sin(4—  /'0Sin 

*(*  - 4'  -ß)  = - 2sin  (4  - *)*  4(g-AA~3Ci^^>0), 

* 

Wie  man  diese  in  Theilen  des  der  Einheit  gleichen  Halbmes- 
sers ausgedrückten  Veränderungen  auf  die  einfachste  und  zweck- 
massigste  Weise  in  Secunden  zu  verwandeln  bat,  kann  hier  füglich 
als  bekannt  vorausgesetzt  werden,  so  wie  es  an  diesem  Orte  über- 
haupt unnöthig  scheint,  in  weiteres  Detail  über  die  beste  Art  der 
Anwendung  der  obigen  Formeln  einzugehen. 

Dass  man  übrigens  auch  aus  den  beiden  Gleichungen  5)  ganz 
ähnliche  Formeln  ableiteu  könnte,  fällt  auf  der  Stelle  in  die  Augen. 


<• 


■ * 


i 


I 
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XXXIII. 

Einige  Bemerkungen  über  die  Gleichungen  des 

dritten  Grades. 

Nach  einer  Abhandlung  des  Herrn  Professor  R.  Lobatto  zu 
Delft  in  dem  Journal  de  Mathematiques  pures  et  appliquöes, 
public  par  J.  Liouville.  Mai  1844.  p.  177.  frei  bearbeitet 

. von 

dein  Herausgeber. 


In  dieser  Abhandlung  des  Herrn  Professor  Lobatto  kommen 
ausser  anderen  interessanten  Sätzen  einige  bemerkenswerthe  For- 
meln vor,  durch  welche  zwei  Wurzeln  einer  cubischen  Gleichung 
durch  die  dritte  ausgedrückt  werden.  Diese  Formeln  werde  ich  im 
Folgenden  mittheilen. 

Die  gegebene  cubische  Gleichung  sei 

1)  x* — px- f-y=±0.  ' 

* 

Wenn  nun 

V = V'i—  iV  + Käy1 -*/<*),  • 

* = - v\9'  - 

gesetzt  wird,  wo  die  Grössen  y und  % bekanntlich  immer  den  Glei- 
chungen 

3)  y*  -+-**  = — q 
genügen,  und  ausserdem  offenbar 

4)  y*  _ q=:2l/^a  — -JTp* 

ist;  so  ist  bekanntlich  nach  der  Cardanischen  Formel  immer 

« 

- 5)  = 

\ 

eine  Wurzel  der  gegebenen  cubischen  Gleichung,  und  die  beiden 
anderen  Wurzeln  ux  und  n2  derselben  erhält  man  aus  den  GleU 
chungen 

0)  u //,  f/3  = (>,  uuxu%  = — q 

i • 


Tbeil  V. 
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oder 


7) 


Aus  diesen  beiden  Gleichungen  crgiebt  sich 


d.  ». 


und  folglich 


(tf,  -+-«*)*  — *«»»»  =»* 


(«G  ~ «,)a  =«3 


. 1 /u*  -f  «9 

«i  — "*  ===(/ 


Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  der  ersten  der  beiden  Gleichun- 
gen 7),  so  erhält  man 

/«’ -My 

"■ — — i«  — u > 

* I 

und  kann  also  immer 


8) 


"7  ——  \U  — 


setzen. ' ' * , 

Weil  aber  u eine  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung  und  folglich 


ist,  so  ist  * 


also 


u'  — pu  -4-  y = 0 


u * «+-  4^  = />//  -f-  3^r  = \pu  — 3»*  j 


, I «,  = — j«  -+-  4|//i  ^ = - i« -+-  \V V — 3ftl. 

9)  ( ' • 1 • 

(«,=-!»- iy> «-t-  ^=-i*  — iV\p-7u*. 

Nach  3)  und  5)  ist 

\ 

\p  — 3 u7  =2=  1 2y«  — 3(y  -f-  *)2  = — 3(y  *)% 

also 

\/ tkp  — 3«2=(y  — %)\/ — 3, 
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und  folglich 


10) 


'(«I  = — yt"  — (y~  3|, 

*»  = — -*  f » + (y- 3 1 ; 


oder 


ii) 


»i  = — »|y+*  — (y— *))/—  3|, 

$ 

'»=*=  — *]y-h  * (y — «)l/—3|. 


Weil,  wie  man  durch  Division  leicht  findet, 

y*  — <5* 


y84-^8 a 


ist,  so  ist 


. y-t-s 


= yJ 


y~- 


y* — S*  y3  -f.  g» 

y — ä~  y-f-s 


2yx, 


und  folglich  nach  dem  Obigen 


2^Xt72  — gyy* y 2p  2j)u  — 3y 

• y — x “r“  2/:  '3  Zu  ’ 

also 

y _ t 6tt^ 4y3  ~ Vrff3  _ 3^ ya  — SrP3 

* , 2^?^  — 3y  2/)?/  — 3y 

i 

Führt  man  diesen  Werth  von  y — 2 in  die  Gleichungen  10)  ein,  so 
erhält  man:' 


1 


uX/p*  — Vy~ 
3y  — 2pu  ’ 


, . wuV-jjV 
2 — 2/>« 


/ 


Diese  Formeln0)  sind  nach  Herrn  Lobatto’s  Angabe  von 
Young  in  dem  Buche:  The  Analysis  and  solution  of  cubic 
and  hiquadjratic  equations.  London.  1842.  zuerst  bekannt 
gemacht  worden. 

Um  ein  Beispiel  zu  geben,  sei 


.t*  — Ix  -4-7  = 0 


die  gegebene  cubische  Gleichung,  so  ist  />  = 7,  y = 7,  also 
Vp'  — V72  = 1/343  — 330,75  = VÜijßsxSfii 


•)  In  der  Abhandlung  des  Herrn  Lobatto  sind  die  Formeln  von  Druck 
fehlem  nicht  ganz  frei. 


27 


\ 
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und  folglich  sind 


_ i u h^L- 

* 21  -r-  14« 


I U 

0 — 4«’ 


\n 


3,5  u 


u 


21  — 14« 


— iu 


oder 


«,  = — 


2 — u 


6 — 4« 
1 — u 


3 — 2 u’  2 


«,  «,  = — 


3—2?/ 


u 


zwei  Wurzeln  der*  gegebenen  Gleichung,  wenn  u eine  Wurzel  der- 
selben ist. 

Bin  anderer  englischer  Mathematiker,  Herr  Lockhart,  hat 
von  den  vorhergehenden  verschiedene  Ausdrücke  zweier  Wurzeln 
einer  cubischen  Gleichung  durch  die  dritte  gegeben,  welche  im 
Allgemeinen  von  der  Form 

i . 

, , av-i-ß 


sind.  Zu  diesen  bemerkenswerthen  Ausdrücken  gelangt  Herr  Lo- 
batto  im  Wesentlichen  auf  folgende  Weise. 

Für  rzzzV^p1 — V?2  se*  überhaupt 


13)  — ±x 


rx 


ax- 


3y  — 2/>;r  x-+-c’ 


» v 

so  erhält  man,  wenn  der  Kürze  wegpn  2 a-h  c = at  gesetzt  wird, 
nuch  gehöriger  Entwickelung  dieser  Gleichung  die  Gleichung: 

14)  •**-+-(«, 

+ (U-**gZ- )*  )=0. 

• 3 qb 

V 

Soll  nun  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung 

• # ' 

x* — px  -\-  <7  = 0 

identisch  sein,  so  müssen  die  Grössen  so  bestimmt  werden,  . 

dass  sie  den  drei  Gleichungen 

3ydb2r  n 3?«,  db2rc  3 nh 

u — ~^p — =-*  • 

genügen. 

Aus  der  ersten  und  dritten  Gleichung  ergiebt  sich  auf  der  Stelle 

f 

, 3y  =fc  2r  . 

> a i *■—  2 p ’ ^ — t/*» 
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Führt  man  diese  Werthe  von  ax  und  b in  die  zweite  Gleichung 
ein,  so  erhält  man 

4 jrrc  -f-  3y(2r  i 3ijr)  =jp  \p*  = 0.  ' 

» * 

9 

Weil  nun  nach  dem  Obigen 

* < 

p%  — also  4 p*  r = 27^*  -f-  4r* 

ist,  so  ist,  wie  inan  leicht  findet: 

* 

• 6 pc  + 9yrp2r  = ö, 


also 


Kerner  ist 


9y  =f=2  r 

~~  e p * 


o , Sy=fc2r  . 9y=*=2r  __9y=fc2r 

2 a — ax-c  — -^-  +“^T“  — “äT"’ 


also 


9y  d=  2r 

6p  * 


Hieraus  sieht  man,  dass,  wenn 


9y  =t  2r  , ; 9y  =*=  2r 

■m  = sjr>  *=-&’  c= — ' 

ist,  jedej*  Werth  von  x,  welcher  der  Gleichung 

x*  — px~\-q  = 0 

genügt,  immer  auch  der  Gleichung 

» t rx  ax  •+•  h 

~l“  3y  — *2px  x -+-c 

genügt.  Da  nun  nach  dem  Obigen  u eine  Wurzel  der  Gleichung 

, « 

* i 

X*  — px  ~h  =:  0 

ist,  so  ist  auch 

, ru  au-+-b 

Tj u -f-  — 2pU  u c * 

und  weil  nach  dem  Obigen 


« 


ru 


2 * t-  3^  o pu 

jederzeit  Wurzeiu  der  Gleichung 

xl  — px  •+-  q = 0 
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sind)  so  sind  auch  die  beiden  Werthe  von 

au-j-b 
u-i-c  ’ . 

welche  dieser  Brach  erhält,  wenn  man  in  ihn  die  beiden  obigen 
Systeme  von  Werthen  der  Grössen  a,  b,  c einführt,  Wurzeln  der 
in  Rede  stehenden  Gleichung.  Also  kann  mau  die  drei  Wurzeln 
der  Gleichung 

r 

' xl  — px-{-qzz: 0, 

wie  mau  mittelst  des  Vorhergehenden  leicht  findet,  immer  auch  auf 
folgende  Art  ausdrücken: 


(9y-f-2r)M  — 2;ja 

1 t ipu  — (9y  — 2/*)  * 

(9y  — 2r)u  — 2p9 

2 Gpu  — (9y  -f-  2 r)  * 

Dies  sind  nach  Herrn  Lobatto  die  von  Herrn  Lockhart  ge- 
gebenen  Formeln. 

|st  x*  — • lfkr  — 30  = 0 die  gegebene  cubische  Gleichung,  so 
ist  p = 19,  y = — 30,  also 

=6859,  VV  = 6075,  r = VlM  = 28; 

folglich 

9y  -f-  2r  = — 214 , 9y  — 2r  = — 326. 

Also  ist  in  diesem  Falle 

i 

, ' 107m  H-  361  163m  361 

Ul — 57m -f- 163  * “3 — 57m  h- 107* 

Den  übrigen  bemerkenswerthen  Inhalt  der  Abhandlung  des 
Herrn  Lobatto,  welcher  vorzüglich  die  Entwickelung  der  Wur- 
zeln in  Kettenbrüche  betrifft,  für  den  Elementarunterricht  aber  von 
geringerem  Interesse  ist,  muss  man  in  ihr  selbst  nachsehen. 


. < 

Nachschrift. 


Das  Vorhergehende  ruft  mir  eine  schon  vor  längerer  Zeit  von 
mir  gefundene  goniometrische  Transformation  einer  jeden  cubiscbea 
Gleichung  in’s  Gedächtniss  zurück,  die  zwar,  wenigstens  in  der 
Form,  in  welcher  ich  sie  jetzt  zu  geben  im  Stande  bin,  für  die 
Auflösung  der  cubischcn  Gleichungen  selbst  nicht  von  besonderer 
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Bedeutung,  dessenungeachtet  aber  in  mehrfacher  Beziehung  interes- 
sant zu  sein  scheint.  Diese  Transformation  werde  ich  im  Folgen- 
den vorzüglich  deshalb  raittheilen , weil  dadurch  vielleicht  der  eine 
oder  der  andere  Leser  zu  weiteren  Untersuchungen  über  diesen 
Gegenstand,  zu  deuen  mir  selbst  jetzt  Zeit  und  Müsse  fehlen,  ver- 
anlasst werden  dürfte. 

Die  gegebene  cubische  Gleichung  sei  überhaupt 

1)  a:x — ma;'1  -f-  na:  — A:  = 0. 

( * * 

Sind  nun 

s * 

tang  0,  tang  0,,  tang  0a, 

• * 

wo  die  Bogen  0,  0tJ  0a  auch  imaginär  sein  können,  ihre  drei 
Wurzeln,  so  hat  man  bekanntlich  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

/■  * i 

^ * 

2)  tang  0 -f-  tang  0,  -f-  tang  0a  = mt 

tang  0 taug  0,  j 
-F-  tang  0 tang  03  j =», 

-f-  tang  0,  tang  02  ' 
tang  0 tang  0,  tang  0a=£. 

Weil  nuu  nach  einer  bekannten  goniometrischen  Formel 

tang  (0-1-0,  H-  02) 

_ tang  0-f-tang  0,  -f-  tang  0a — tang  0 tang  0t  tang  0a 
1 — tang  0 taug  6*,  — taug  0 tang  0,  — taug  0,  taug  0* 

ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

3)  tang  (0-J-0,  03)  = 

mittelst  welcher  Formel  die  reelle  Summe  0 -1-  0,  -f-  0a  immer 
bestimmt  werdeu  kann. 

Ferner  ist 

. 

l—» 

— 1 — tang  0 tang  0,  — tang  0 tang  03 — tang  0,  tang  09 

cos(0-f-0,)  sin(0-f-0.)  ~ 

= t\ TT 7i " tang  0a 

cos  0 cos  0,  cos  0 cos  0,  ° * 

- cos  (0  -f.  0,)  cos  0g  — sin  (0  -f-  0,)  sin  0a 
cos  0 cos  0,  cos  0a 

* • • 

> cos  (0  -f-  0,  -f.  0a) 

cos  0 cos  0,  cos  0** 


nnd  folglich  nach  2)  und  3): 


424 


4) 


r\  cos(0 -f- 0, +»  03)  sin(0-f- 0, 0a) 

cos  0 cos 0,  cos  0,  = 

••  /-»  • /-v  • /i  icos(0-^-ft.-f*0j)  &s»n( O-f- 9 1 -f- Qi) 

sin  0 sin  0.  sin  0-  = : = t ; 

1 * 1 — /*  m — fc 


so  dass  man  also  jetzt  zur  Bestimmung  der  Grössen  0,  0, , 03 
überhaupt  die  drei  folgenden  Gleichuugen  hat: 

tang(0-*-0,  -+  ©*)  = f“|* 

. ‘ * '* 

K\  i ^ r\"  /-»  cos(0-f- 0, 0a)  sin(0+-  0,  -+  0,) 

5)  {cos ©cos©,  cos ©,= = rn^Tk ’ 

. r\  • r\  . /-^  &cos  (0  + 0,  -f-  O 4)  ^sin(9-f~^i  +®t) 

sin  0 sid  0,  sin  0,  = r~  n == ZTZTZ “• 


m — k 


Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt  auch 


cos  0, 
sin  0, 


cos  03  = 


cos  (0  -f-  0,  -f-  02) 
(1  — n ) cos  0 


sin  (ft  -f-  ft , -+-  02) 
(f/t  — k)  cos  0 ’ 


sin  03  = 


* k 


COS  (0  -f-  0,  02) 

(1  — n)  sin  0 


k sin  (0-^-0,  -f-  0,). 
(//<  — k)  sin  0 


also  durch  Subtraction  und  Addition: 


6) 


\ 

cos  (0,  zkz  03)  = 


sin  0=5=&  cos  0 
( I — /i)  sin  0 cos  0 


sin  0=f -k  cos  0_ 
(//i  — k)  sin  0 cos  0 


cos  (0-1-0,  H-03) 
sin  (0  -+-  0,  03), 


mittelst  welcher  Formeln,  da  man  die  Summe  0 + 0,  +0,  nach 
dem  Vorhergehenden  als  bekannt  vorauszusetzen  berechtigt  ist, 
0,  -f-03  und  0,  — 03,  also  auch 

©i  = 1(®..  + ©.)  H-  i(©i  — @>). 

0»  = 4(©i  + 0.)  — 4(©i  — ©>) 

gefunden  werden  können,  wenn  man  0 kennt,  so  dass  also  auch 
auf  diese  Weise  aus  jeder  Wurzel  einer  cubischen  Gleichung  die  ' 
beiden  anderen  gefunden  werden  können.' 

Aus  dem  Obigen  ergiebt  sieb  auch  leicht,  dass,  wenn  der  ab- 
solute Werth  einer  der  beiden  Grössen 

* t 

cos  ( 0 +-  0,  +-  Oa)  sin  (Q-f-  0,  -f-  03) 

1 — n m — k ’ 

k cos  (0  -f-  0,  -f-  03)  k sin  (0  -4-  0,  -+■  0„) 

1 — n m — k 

0 , 

grösser  als  die  Einheit  ist,  immer  sicher  geschlossen  werden  kann, 
dass  die  Gleichung  1)  nicht  drei  reelle  Wurzeln  haben  kann,  und 
also  eine  reelle  und  zwei  imaginäre  Wurzeln  haben  muss. 

Die  Gleichungen  2)  können  auch  auf  folgende  Form  gebracht 

werden: 


\ 


« 


i 

i 


i 


Digitized  by  Google 


I 


425 


sin  0 cos  0,  cos  0a  -4-  cos  © sin  0,  cos  0,  -4-  cos  0 cos  0,  sin  0, 

= m cos  0 cos  0!  cos  0a, 

sin  0 sin  0,  cos  0,  -+-  sin  0 cos  0,  sin  0*  -4-  cos  0 sin  0,  sin  0, 

= n cos  0 cos  0,  cos  0a, 
sin  0 sin  0,  sin  0,  ==^r  cos  0 cos  0,  cos  0,. 

Durch  leichte  goniometrische  Rechnung  findet  man  aber  überhaupt: 

4sin  a sin  ß sin  y 

= — sin(a-4-/?-H/) -+* sin(— «+/?+/) -4- sin(a— ß-\-y)-\-s\n(a-\-ß— y), 

4cos  a cos  ß cos  y 

= cos  (o-4-/S+/)~f-  cos  (— a-\-ß-+-y)  -4-  cos(a— 0-|-;')  -4-  cos(a-4-/?— f), 

4sin  « cos  ß cos  y 

= sin  (a-4-/S-4-y)  — sin  (— cH-/H -y)  -4-  sin (a—ß-+-y)-+-  sin  {u+ß— y)t 

4sin  a sin  ß cos  y 

= i — cos(a-j-/5+^)-|-  cos( — «-h^-4-/)-f-cos(a — ß-{-y)—cos(a-t-ß — y). 

Wenden  wir  diese  Relationen  auf  die  drei  obigen  Gleichungen  an, 
so  erhalten  wir: 

sin( — 0-4-0,  -4- 0,)H- sin(0  — 0,  -1-0,)  -4-  sin(0 -4-  0,  — 0,) 
= 4z»  cos  0 cos  04  cos  0, — 3sin  (0 -4- 0, -f- 0a) 
=:(ot-4-3£)  cos  0 cos  0,  cos  0a, 

cos( — 0-4-0,  -4- 0a) -4- cos (0  — 0,  -4-0,) -4- cos (0-4-0, —0,) 
= 4//  cos  0 cos  0,  cos  0, -1- 3cos(0 -4- 0,  -4-0,) 

= (»-4-3)  cos  0 cos  0,  cos  02, 

sin( — 0-4-0,  -4- 0a) -4- sin (0  — 0,  -4- 0,) -4- sin  (0 -4- 0,  — 0a) 
— £{cos(—  0-4-0,  -4-0j)-4-cos(0— 0,  -4-0a)-4-cos(0-4-0,— 0#)| 
= sin(0 -4-  0,  -4-  0a) -4~  k cos (0 -4- 0, -4-0,) 

= (m  — kn)  cos  0 cos  0,  cos  0a; 

wobei  sogleich  in  die  Augen  fällt,  dass  die  dritte  Gleichung  eine 
unmittelbare  4'olge  aus  den  beiden  ersten  ist. 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 

0-4-0,  -4-0a  = ff, 

— 0 -4- 0, -4- 0a  = $p, 

0— *0, -4-0a  = 5P,, 

0-4-0,  — 0a  = SP*» 

(«w  —4—  3Xr)  cos  0 cos  0,  cos  0,  =/u, 

(»-4-3)  cos  0 cos  0,  cos  0,=»'; 


s 


ft 


% 
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wo  nach  dem  Vorhergehenden  v bekannte  Grössen  sind;  so  ist  * 

i 

-\-<P2=G 

# , > 

und  nach  dem  Obigen  hat  man  also  zur  Bestimmung  von  9 P,  9i>9* 

die  drei  folgenden  Gleichungen: 


[(P  “+*5Pi  -f-y*  = ö’, 

8)  <*in  y-l-sin  91-t-sio  y3=/a, 

( cos  9 -f-  cos  9 , -f-  cos  y2  ==  r. 

\ 

Aus  9,  5p , , 9,  ergeben  sich  aber  leicht  0,  0„  02,  weil  nach  dem 
Obigen 

9)  © = 4($p> 0,  = i(gp*  sp)*  0i==4(sp-+-9>») 

ist. 

Aus  den  Gleichungen 


sin  y-J-sin  9,-4- sin  <p2=zfi , 
cos  y -+-  cos  y,  -f~  cos  9* 

/ / 

folgt  nach  bekannten  goniometrischen  Sätzen 

* > 

sin  9 -fr- 2sin  4(9,-f“9»)  cos  4(9,—  9*)  = /*» 
' cos  y-|-2cos  4(9, -hy*)  cos  4(9, — <p2)z=zv 

oder 

2sin  J(y,  -J-y*)  cos  4(9,  —9^)  = ^ — sin  9, 
2cos  4(9j  -+-  9a)  cos  4(9,  — 9#)  sss  v — cos  9; 

folglich 

. . » ,u  — sin  9 

tang  i(y,  H-y,)=;_c0>  yi 

also  wegen  der  ersten  der  Gleichungen  8): 


lang  j(<r  — y)  = 


fi  — sin  9 
y — cos  9’ 


mittelst  welcher  Gleichung  9 bestimmt  werden  muss.  Hat  man  aber 
9,  so  hat  man  auch  4(y*-+’9*)  und  4(9i — y2)  durch  die  Glei- 
chungen 


4($Pi  -f-9>*)  = 4(*“  $P)> 

11)  ] . , „ fi  — sin  9 


cos  4(9, 


9,)  = 


v — cos  jy 


2sin  — 9)  2cos  4(<f  — 9)’ 


woraus  sich  dann  auch  y,  und  mittelst  der  Formeln 


l 

1 

1 

I 


0 
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9.  =i(9.  + 9,)-M(9i  — 9.). 
9«  = i(9i  +9«)  — i(9i  — 9>) 


ergeben. 

- Weil 


und 


sm 


fatlfr  „v — tang  jg-tang  jy 

^ 9P)  1 tang  4<r  tang 


__  gtang  W 1 — tang 

^ 1 -f-  tang  £y 3 ’ • ™ 1 -f-  taug  jy* 


ist,  so  wird  die  Gleichung  10); 


tang  jtr  — tang  jy  fx — 2tang  |y-f - fx  tang  |y» 

1-1- tang  \<s  tang  £y  v — l4-(*'+l)  tang  jya  9 

woraus  man  nach  einigen  leichten  Reductionen  die  Gleichung 

13)  0=  (fi  tang  jo-f-v-f-l)  tang  |y* 

4-  \fi  — (*4-3)  tang  £<rj  tang  jy* 

4-  (fi  tang  — 3)  tang  £y 

4-/*  — (v — 1)  taug  4® 

oder 

14)  0=  \fi  sin  *ö'4-0;-f-l)  cos  tang  ^y* 

4- { fi  cos  {6 — (*4-3)  sin  \c\  tang  ^9* 

4-  1 fi  sin  — 3)  cos  tang  -’y 

4-  | fi  cos  {<S  — ( v — 1)  sin 


erhält,  welche  wegen  ihrer  Symmetrie  wohl  einige  Aufmerksamkeit 
zu  verdienen  scheint. 


I 

% 
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XXXIV. 

Etwas  über  das  Viereck  im  Kreise. 

« . 

Von 

dein  Herausgeber.  . 


• 

In  Taf.  V.  Fig.  1.  sei  ABCD  ein  Viereck  im  Kreise,  dessen 
gegenüberstehende  Seiten  bis  zu  ihren  Durclischnittspunkten  E und  ' 
F verlängert  worden  sind.  Zieht  man  hierauf  die  Diagonalen  AB 
und  CD,  so  wie  die  Linie  EF.  und  bezeichnet  die  Winkel  BCD , 
ACD , CEF , CFE , AEC , BFC  resnective  durch  a,  ß , 9,  9, 
9,,  ip ] ; so  hat  man,  weil  A-\-  B =180°  ist,  die  Proportionen: 

t 

CE:AC=z  sin  A:  sin  9, , 

CF : BC  ■=  sin  .4:  sin  tp,;  • 

also  , 

, s 

CE  AC . sin  9, - sin  {A  -f-  a ß)  „ 

CF  ' HC  : sin  V»!  ~ 1 : sin — « — ~ß)' 

Nun  ist  aber,  wie  leicht  erhellet: 

i 

4 \ 

CE:  CFz=z sin  9:  sin  9, 

AC:  BC’=z  sin  (Z?  — ß) : sin  — a)  = sin  (A  «+-  ß) : sin  (A  — a) ; 
also  nach  dem  Vorhergehenden 

sin  9 # sin  ( A + ß ) j sin  (A  -f.  a ß ) 

sin  9 ' sin  ( A — «)  * sin  (A  — a — ß')f 

* / 

und  folglich 

t • 

sin  9 sin  — a)  sin  ( A -f» a -f-  /?) 

sin  9 sin  (A  -f-  ß ) sin  (A  — a — ß) 

oder 

sin  9 ___  cos  (2a  -+-  ß)  — cos  (2 lA±_ß) 
sin  9 cos  (2/S  + «)  — cos  (2 A — «)’ 

woraus  sich  leicht  - 


Digitized  by  Google 


429 


sin  y-y-.  sin  iß 
sin  9 — sin  iß 

_ cos  (2a  -+-£)-+-  cos  (2ß  -f-  a)  — cos  (2 A — a)  — cos  (2^  -f~  ß) 

cos  (2a  ß)  — cos  (2ß  -+-«)-#-  cos  (2A  — a)  — cos  {2A  ß) 

* 

oder  . 

tang  4(9  tp)  cot  4(9  — tp) 

cos  4(g-f-ft)  cos  |(a  — ß) — cos  )2 A — j(a  — cos  4 (a  -+-  ß) 
sin  j(a  + j8)  sin  4(a  — ß)  — sin  \2A  — 4(a — ß)\  sin  i(a-f-/5) 

ergiebt.  _ • • * 

Es  ist  aber  4(<JP  -+-  tp)  = 90°  — 40*Hh^)»  a^s0  tang  4(9P“HVO 
= cot  und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

cot  4(9  — t p) 

cos  j(aH-/?)cos  »(a— ß)  — cos) 2 A—\(ct—ß)\  cos^(q-f-/g)  1 # . . 

sin |(a-f-/S) sin 4(a— ß)  — sinj2^/ — £(a— ß)\  sin  j(a-|-/9)  aD^  ava"T"Pj» 

I ^ 

also,  weil 


2cos  4(a-t-/?)  sin  *(a-4-/J)  = sin  2 (a-f-/S) — sin(a-4-/?), 
2sin  4(a  + £)  cos  |(a  + ^)  = sin  2(ct  -f-  ß)  -+-  sin  (a  -+-  ß) 


und 

sin  2(a-J-£)  = 2sin  (a-f-  ß)  cos  (a-J-/?), 
sin  («H-/S)  = 2sin  i(a  *+•/?)  cos  4(a-J-/?) 
ist: 


cot  4 (9  — tp) 

)2cos(a  ß)  — 1(  cos  4(a  — ß)  — cos}2/f  — 4fff — ft)l 

)2cos(a-+-/3)-f- 1 j sin  4(« — ß) — sin  {2^ — 4(a — /?){* 

I 

oder,  weil 


cos4(a  — £)-t-cos|2^f  — 4(a  — /S)j  = 2cos  A cosj^ — 4(a  — ß)\, 
sin  4(«  — ß)  — sin  j2 A — 4(a — ß)  \ = — 2cos  A sin  j A — 4(a — /?)j 


ist: 

. cos  (q-h/9)  cos  4(a  — ß)  — cos  A cos|y4 — 4(g~ft){ 

CO  -5(9  tp)  COs  («  -J-  ß)  sin  4 (a  — ß)  — cos  A sin  j A — 4 (a  — ß) I* 


Leicht  bringt  man  diese  Gleichung  auch  auf  die  folgende  Form: 


cos(a-h/?)  sinH(u—ß)-+-{y>—tp)\=vosA  sinj^— 4[(a— 15)— (9— 1//)]| 

* i 


oder 


sin  4}(rc  — — VOI  _ _ •*  cos  A 

sin } //  — 4 [(a  ß)  — (9  — 9)]  \ cos(a  -f-  /?)’ 


woraus  sieb 
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«in  *}(«  — ß)-h(y  — V>)|-+-sinM*-  ?[(«  — ß)  — (y  — VOH 
sin  4 )(a  — 0) -H (y  — V*) I — sin|//  — £[(«  — ß)  — (y  — *p)] | 

COS  jt  COS  (ff  ■ j""  ß ) 

“cos  /#  — COS  (ft  -f-  ß)  ' 

also  - ' 

— tp)}  cot  \[A  — (a  — ß)\  . 

. = — cot  | cot  4M  — (a-H/?)j, 

und  folglich 

taog  4 1 ^ -f-  (95  — V/)j 

= — cot  \\A  + (a -*-/?) \ cot  \\A  — (ct-hß)\  tang  }\ A — (a  — ß)\ 

/ 

* 

ergieht. 

Wenn  A = 90°,  und  folglich  Z?  = 90°,  d.  b.  wenn  die  Dia- 
gonale CD  des  Vierecks  ADCD  ein  Durchmesser  des  um  dasselbe 
beschriebenen  Kreises  ist,  so  ist  cos  A = 0,  und  folglich  nach  dem 
Obigen  cot  -|(<jp  — i/>)  = — cot  -‘(«  — ß)  = cot  \{ß — a),  also  cp — ip 
= ß — a.  Weil  nun  (p tp  = \S0° — (a  ß)  ist»  so  ist<p  = 90° 
— a,  ^/  = 9U°  — /S,  und  die  Linie  EF  stellt  also  auf  der  gehörig 
verlängerten . Diagonale  CD  senkrecht,  woraus  sich  der  folgende 
Satz  ergieht: 

Die  gerade  Linie,  welche  die  Durschnittspunkte  der' 
gegenüberstehenden  Seiten  eines  in  einen  Kreis  be- 
schriebenen Vierecks,  dessen  eine  Diagonale  ein  Durch-, 
messer  des  Kreises  ist,  mit  einander  verbindet,  steht 
immer  auf  dieser  gehörig  verlängerten  Diagonule  senk* 
re  c h t. 

Eine  zweckmässige  Hebung  für  Schüler  wird  es  sein,  einen 
rein- geometrischen  Beweis  dieses  Satzes  zu  suchen. 

• * f'  , 


f 


v 
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XXXV. 

Eine  geometrische  Aufgabe. 

Aus  J.  F.  PfafFs  nachgelassenen  Papieren  mitgetheilt 

• / 

von 

dem  Herausgeber. 


/ 


Weil  es  in  vielfacher  Beziehung  interessant  ist,  die  Arbeiten 
grosser  Männer  in  ihrer  ursprünglichen  Gestalt  kennen  zu  lernen, 
so  werde  ich,  wo  es  mir  t h u n lieh  zu  sein  scheint,  hin  und  wieder 
einige  Aufsätze  J.  P.  Pfalf’s  in  unveränderter  Form  in  dem  Archive 
mittlieilen,  wobei  ich  bemerke,  dass  in  den  vou  diesem  grossen  Ma- 
thematiker nachgelassenen  Heften,  iu  welchen  er  seine  Ideen  nie« 
derzulegen  pflegte,  fortwährend  deutsche,  lateinische  und  französi- 
sche Aufsätze  mit  einander  ahwechseln.  Ich  wähle  diesmal  absicht- 
lich einen  französisch  geschriebenen  Aufsatz  über  eine  gunz  ele- 
mentare geometrische  Aufgabe,  und  ersuche  die  Loser  nur,  nicht 
unbeachtet  zu  lassen,  dass  alle  diese  Aufsätze  ursprünglich  keines- 
wegs für  den  Druck  bestimmt  waren,  da  Pfalf  wohl  niemals  an  de- 
ren Veröffentlichung  dachte,  indem  es  ganz  in  seinem  trefflichen, 
höchst  anspruchslosen  Charakter  begründet  war,  den  Genuss  ledig- 
lich in  der  Arbeit  seihst  zu  finden,  und  nach  Beendigung  einer 
Arbeit  gleich  wieder  zu  einer  neuen  Uberzugehen,  ohne  sich  um 
eine  besondere  Ausfeilung  der  beendigten  Arbeiten  weiter  zu  be- 
kümmern. Pin  Fascimile  seiner  Handschrift  soll  vielleicht  später 
einmal  gegeben  werden. 


Probleme. 

Soient  du  an  des  deux  cliordes  AB,  DE  (Tab.  V.  Fig. 2.); 
i'angle  qu  ’e  1 1 es  font  eutre  etix  (dtant  prolongees)  en 
JP;  et  la  d ist a nee  de  leurs-  milieux  ab . II  faut  trouver 
le  cercle  des  deux  cliordes. 


I.  Premiere  solution  gdometrique. 

i 

Analyse  geomdtrique. 

Soit  C le  centre  du  'cercle  en  question:  les  droites  6V/,  Cb 
seront  perpendiculuires  aux  cliordes  AB,  DE . Dune  dans  le  qua- 
drilatere  aCbF , la  soinme  des  4 angles  dtant  = 4 droits,  les  an- 
gles  C ct  F euseiable  feroat  deux  droits.  Donc  1’angle  C est 
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donnd.  D’oü  il  suit,  que  le  lieu  gdoindtrique  du  point  C est  la  cir- 
confdrence  d’un  segment  doune,  parce  que  la  base  ab  et  l’angle  C 
de  ce  segment  sont  donnes. 

Qu’ou  mene  Ce  perpendiculaire  a ab,  on  aura 


ae ' — be ' = Ca  ' — Cb 3 ; 

% 

mais 

Ja ' 4-  Ca ' =zJC'=z  CD'  = Db ' -f-  Cb'  ; 

donc 

Ca ' — Cb ' = Db'  — Ja ' 5 


donc 


ae'  — be'  = — ^«2. 


Que  la  droite  ab  soit  coupde  en  deux  segmens  dgaux  en  f,  on  a 

ae'  — be 2 = (ae  — be)  (ae  -f-  be)  = 2 ab  ,fe  = Db'  — 

Hone  la  droite  fe  et  le  point  e sont  donnes.  En  tirant  donc  par  e 
la  perpendiculaire  eC,  le  centre  C sera  dans  cette  perpendiculaire, 
et  co  ui  me  il  est  situe  aussi  dans  un  segment  donnd,  ce  centre  lui 
meine  sera  doune. 


Construction. 

Ddcrivez  sur  la  droite  donnee  ab  un  segment,  dont  l’angle  C 
soit  180°  — F (d’apres  la  solution  connue  d’Kuclide.  Livr.  III. 
Prop.  33.).  Cherchez  a 

lab  : Db  -f-  Ja  r=  Db  — Ja  (:  &) 

la  quatrieme  proportionelle,  et  faites  la’  =/<?,  f dtant  le  milieu  de 
ab.  Par  e dlevez  cC  perpendiculaire  a ab,  le  point  oii  celle-ci 
coupera  le  segment  construit  sera  le  centre  du  cercle  en  question. 
Ce  centre  dtant  trouvd,  tout  le  reste  s'en  suit  iminddiatement.  Car 
menant  Ja  — \AB , Dbz=  \DE  perpendiculaires  a Ca  et  Cb,  on 
a les  points  J,  D,  etc.  etc. 


II.  Scconde  solution  gdomdtrique. 

L’angle  F et  la  droite  ab  dtant  donnees,  le  lieu  gdomdtrique 
du  point  F est  un  segment  donnd.  Or  on  a 

FJ . FB  = FD . FE, 

donc 


(Fa  — Ja)  (Fa  4-  Aa)  = (Fb  — Db)  (Fb  4-  Db), 
c’est-  ä-dire 


Fa'  — Ja'  = Fb'  — Db', 
Fb'  — Fa'  = Db'  — Aa', 
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Qu'od  obuisse  de  F sur  ab  la  perpendiculaire  Fg,  on  aura 


Fb*  — Fa'  = hg*  — ag*  = (bg-F  ag)  (lg  — ag)  = 2 ab . fg . 


Donc  on  a 

Db 2 — Aa*  = {Db  — An)  ( Db  Ad)  = 2 ab  .fg, 

* 

d’oii  on  parvient  a une  construction  (out  a fait  semblable  a la  pr^< 
c(?deute,  en  decrivnnt  le  segment  de  l’autre  cote  de  ab,  qui  appur- 
tient  pourtant  au  m6me  cercle.  ,, 


III.  Troisieme  solution  algdbrique  trigonometriqne. 

i 

Soit  AB  = 2«r , DE  = 2b;  le  rayon  du  cercle  chercbe  AC 
— x\  la  distance  ab  = d.  Dans  le  triangle  aCb  on  a 

ab 2 = Ca * Cb*  — 2Ca . Cb  . cos  C. 

Mais  Cz=z  180°  — F , donc  cos  £7= — cos  F\  Ca*  = AC* — Aa* 
= x*  — d*  \ de  mötne  Cb*=zx*  — b2.  Donc  on  aura 

d*  ss  x*  — a*  x*  — b2  2\/(x*  — a*)  (x*  — b*) . cos  F. 
Qu’on  mette  2x*  — a*  — b*  = y,  on  aura 

,c  — 2 j " — 2 » ° — 2 » 

tl*  — y = cos  F.V^{y~^-a* — b2){y-+-b2 — a*) 

j \ 

\ 

dA — 2d*y  -f-  y * = | y * — (a*  — b*)* j cos  F* 

y 2 sin  F* — 2 d2yz= — d 4 — ( a * — b2)*  cos  F*> 

une  Iquation  quadratique  pour  y.  On  aurait  pu  trouver  une  teile 
imm£diutement  pour  x*. 


donc 

et 

ou 


A 


0 


IV.  Quatrieme  solution  trigonomltrique. 

En  dlsignant  les  angles  Cab , Cba  par  E , E\  et  eu  conser- 
vant  les  dlnominations  ci  dessus  mentionnles,  on  a 

Thell  V.  28 
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• i 

Ca  : ab  = Ca  : d ==  siu  £* : sin  /\ 

J 

Cb  : ab  = Cb  : d = sin  : sin  ; 


,,  ’ sin  E ...  d sin  E , 

Ca  =r  — 6//  =:  — : 

mii  F ’ sin  F 


Or  on  a (Sol.  I.) 

t 

Ca'  — Cb'  — Ob 7 - Ja*  = b7 
donc  < 


a 


-j — Pi  (sin  E7 — sin  E7)  — b 7 — a7 . 
sin  r7  ’ 


Mais 


sin  E7 — sin  E7  = 


] — cos  2 E 1 — cos  2 E 


cos  2 E — cos  2 E' 


= sin  4 {E  E)  sin  \{E — E) 


= cos  -\C sin  \(E  — E\  = sin  '/^sin  {(E  — E). 


Donc  on  a 


rv  b7  — a7  sin  F7 

sin  UE—  E)  — — jt—'  • — Ti/)- 
« ' ' d7  sin  i.F  ’ 


Ayant  trouve  la  difference  des  angles  E — E , comme  on  counoit 

leur  somine  = F1  on  trouve  ces  anales  eux  niemes;  dJoü  suiveot 

* ‘ / 

„ d sin  E’  d sin  E - — ; —— 

Ca  — “ ET" , Cb  _ t JC  — \//  J w ' “4—  Cu7 . 

sin  Jr 


sin  F 


’)  sin  »(/?*-£)=, 


2 (b  — a)  (b  a) 

d- 


sin  F cos  IF* 


G. 
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XXXVI. 

Beweis  des  umgekehrten  ptolemüischen 

Satzes. 

Aus  J.  F.  PfafFs  Papieren  mitgetheilt 

von 

dem  Herausgeber. 


In  dem  Vierecke  AB  CD  (Taf.  V.  Fig.  3.)  sei 
Aß.CD  + AD.BC=zAC.BD. 

\ 

Man  soll  beweisen,  dass  sieb  um  dieses  Viereck  ein 
Kreis  beschreiben  lässt 

, Liesse  sieb  um  das  Viereck  ABCD , dessen  Winkel  wir  der 
Kürze  wegen  bloss  durch  A,  ß,  C,  D bezeichnen  wollen,  kein 
Kreis  beschreiben,  so  würde,  da  die  Summe  aller  vier  Winkel  A, 

B , Cy  D vier  rechte  Winkel  beträgt,  entweder  A C<^  2/1  oder 
ß - D 2 R sein.  Sei  nun  einmal  A -f-  C «<;  2 B.  Beschreibt 
man  dann,  was  immer  möglich  ist,  um  das  Dreieck  ABD  einen 
Kreis,  so  wird  dieser  Kreis  jederzeit  die  Diagonale  AC  selbst, 

• nicht  deren  Verlängerung  über  den  Punkt  C hinaus,  in  einem  ge- 
wissen Punkte  E schneiden.  Es  ist  nämlich,  wenn  man  den  Win- 
kel BED  der  Kürze  wegen  durch  //bezeichnet,  A -f-  E ==2B1 
und  folglich,  weil  nach  der  Voraussetzung  A *+-  C < 2 H ist, 
E^>  Cy  was  nach  einem  bekannten  geometrischeu  Satze  nur  dann 
möglich  ist,  weun  der  Punkt  E in  der  Diagonale  AC  seihst,  nicht 
in  deren  Verlängerung  über  den  Punkt  C hinaus  liegt.  Zieht  man 
nun  die  Linien  EF , JEGr  FG,  so  ist  nach  einem  bekannten  Satze 
aus  der 'Lehre  vom  Kreise: 

AC:BC=CF:CE , 

AC:  CD  = CG  : CE, 

BC:  CD  = CG : CF\ 

und  weil  ausserdem  die  Dreiecke  ABC  und  CEF , ACD  und  CEGt 
BCD  und  CFGy  die  Winkel  bei  C mit  einander  gemein  buben,  - 
so  ist 

A ABC  & CEF, 

A ACD  &CEG,  . 

A BCD  nu  A CFG. 

28  • 
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Aldo  ist 

CF  : EF  — AC  : AB, 

FG : CF  = BD : CD, 

woraus 

1)  FG : EF=  AC.BD:  AB . CD ; 

ferner 

CG  :EG  = AC  : AD , 
CGz=BD:BC , 

woraus 

2)  FG : EG  = AC.  BD  ; AD.  BC. 


Aus  1)  folgt 

FG.FG— EF=  AC.BD.  AC.  BD  — AB . £7/>, 
also,  weil  nach  der  Voraussetzung  , 

CD  AD  . BC=  AC . BD 

ist: 

3)  FG.FG  — EF=zAC.BD:AD.BC.  , 
Daher  ist  uach  2)  und  3) 


/Yr  : EG  = FG.FG  — EF, 

also 

EG=FG—EF , 

und  folglich 

welches  unmöglich  ist,  da  zwei  Seiten  eines  Dreiecks  nicht  dessen 
dritter  Seite  gleich  sein  können.  Also  ist  die  Annahme,  dass  um 
das  Viereck  ABCD  kein  Kreis  beschrieben  werden  könne,  falsch, 
und  es  lässt  sich  daher  um  dieses  Viereck  unter  der  Voraussetzung 
des  Satzes  immer  ein  Kreis  beschreiben , wie  bewiesen  werden 
sollte. 


Digitized  by  Google 


437 


XXXVII. 

Ueber  den  zweiten  Aufsatz  des  Herrn  Docter 
Barfass.  Theil  V.  Heft  2.  S.  155. 


Von 

t « 

Herrn  Doctor  O.  Schlö milch, 

Privatdocenten  an  der  Universität  zu  Jena. 

I 

- - - -r 

I 


Während  Herr  Dr.  Barfuss  in  seinem  ersten  Aufsatze  eine  Kri- 
tik der  neueren  Ansichten  versucht,  giebt  er  uns  in  seiner  zweiten 
Abhandlung  eine  Probe  seiner  Darstellung  der  Analysis,  gegen 
welche  eine  nur  einigermaassen  scharf  sehende  Kritik  sehr  Vieles 
einzuwenden  haben  wird.  So  viel  sich  in  der  Kürze  tbun  lässt, 
will  ich  hier  erwähnen. 

Den  Anfang  macht  der  Machtspruch:  „es  ist  wohl  zu  un- 
terscheiden, oh  eine  Reihe  bloss  eine  Summe  unendlich 
vieler  Glieder,  oder  ob  sie  die  Fntwickelung  einer 
Function  sei”,  d.  h.  mit  anderen  Worten,  weun  da  steht 

' f(&)  = A -p-  Bx  -f-  Cx*  -+- . . . . (1 ) 

t 

/ 

so  können  hier  zwei  Bedeutungen  dieser  Zeile  statt  finden.  Wirk- 
lich! ein  Anfang,  wie  man  ihn  nicht  von  einem  Mathematiker  er- 
warten sollte.  Gleich  die  ersten  Worte  belehren  uns,  dass  eine 
Gleichung  wie  (1)  doppelsinnig  ist;  zwar  wird  hinzugesetzt,  dass 
die  Convergenz  oder  Divergenz  beide  Bedeutungen  trenne,  aber 
das  hilft  uns  nichts,  wo  wir  die  Form  der  Reihe  noch  nicht  ken- 
nen, wie  bei  allen  Anfängen  mittelst  der  Methode  der  unbestimmten  . 
Coefficienten.  Rechnet  man  aber  mit  so  einer  hypothetischen  Glei- 
chung weiter,  so  weiss  man  keinen  Augenblick,  ob  man  es  mit  einer 
Ideutität,  oder  mit  einer  syntaktischen  Aehnlichkeit  zu  thun  hat, 
oh  also  die  Rechnungsoperationen,  welche  die  Arithmetik  für  Iden- 
titäten gelehrt  hat,  hier  noch  richtig  bleiben.  Ich  werde  übrigens 
nachher  auf  diesen  Punkt  zurückkommen.  Darauf  kommt  etwas  zur 
Verteidigung  des  Resultates 

* ♦ 

— i ==  cos  x -f  cos  2 x -+-  cos  3x 

und  diese  Verteidigung  stützt  sich  auf  die  Behauptung,  die  frag- 
liche Reihe  gehe  nicht  aus  der  Reihe 

cos  x -f-  cos  2x  -I-  ....  -f-  cos  nx 
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hervor,  wenn  mau  die  Zahl  n (die  Gliederanzahl ! ) ios  Un- 
endliche wuchsen  lasse,  anders  wenigstens  lassen  sich  die 
Worte  des  Herrn  Verfassers  nicht  intcrpretiren.  Das  ist  wieder  ein 
durch  nichts  motivirter  Machtspruch;  wenn  in  einer  Reihe  die  die* 
derauzalil  ins  Unendliche  wächst,  so  wird  sie  eine  unendliche,  sollte 
man  wenigstens  denken;  wenn  inein  Herr  Gegner  das  nicht  zugiebt, 
so  lässt  sich  darauf  so  wenig  antworten,  als  wenn  jemand  behaup- 
tet, er  könne  sich  eine  gerade  Linie  denken,  die  langer  sei,  als 
ein  über  ihr  construirter  Halbkreis. 

ln  §.  5.  finden  wir  etwas  ganz  Neues;  ich  bitte  die  Herren 
Gauss,  Cauchy,  Dirichtet  u.  A.,  die  sich  so  unnütz  mit  der 
Convergenzlehrc  geplagt  haben,  hier  wohl  aufzumerken,  denn  sie 
erfahren:  dass  jede  aus  der  Function  entwickelte 

Reihe  convergirt,  wenn  ihre  Glieder  bis  zum  Verschwin- 
den klein  werden,  Fs  ist  mir  sehr  lieb,  dass  ich  das  weiss;  es 
handelte  sich  neulich  um  den  Werth  des  Integrales 


/•»»  g—f 

o 1 — er 


dt 


e-t  \/t 


=j7e~'  • V»  +./Tc~2'i Tt  \7t + • • • • ,n  inf- 

___  i , i , i , ; . . ( 

— P7!  ,n  inU 

Ich  glaubte  erst,  derselbe  sei  unendlich;  da  aber  Herr  Dr.  Barfuss 
sagt,  die  Reihe  rechts  convergire  (denn  sie  ist  eine  fallende  und 
auch  die  Entwickelung  einer  Function),  so  wird  derselbe  wohl  ein 
bestimmter  angebbarer  sein.  Ich  hatte  nämlich  so  geschlossen; 

es  ist 


1+1 
\/l  ^ 1/2 


4- .+.  . J_ 

\/  3 . * \y  n 


1 

\Tn 


1 

V/w 


1 


1 


\/n~*~ + \/n 


d.  i. 


folglich 


1 

'Lim  (-!- 

-l — 1 

V 1 

oder 

r , 

»’  - » 1 
Kl 

dl  + 

\k  + 

"y/n  °,,,  r 


\/n< 


aber  ich  sehe  eben,  dass  ich  micb  hier  geirrt  habe;  die  Reihe 

1 . 1 . . - - 
“1-  *+"*•••  ID  iot. 


1 


gebt  wahrscheinlich  nicht  aus  ^ 


1 

V/2 


— hervor, 
Vn 
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wenn  inan  die  Gliederauzahl  n ins  Unendliche  wachsen  lässt  — 
Aber  Herr  Dr.  Barfuss  beweist  doch  seinen  Satz,  wie  geht  es 
denn  zu,  dass  wir  uns  widersprechen?  Hierauf  ist  die  Antwort 
Folgeude. 

Die  Frage,  ob  eine  Reihe  convergire  oder  nicht,  reducirt  sich 
im  Grunde  auf  eine  andere,  nämlich  die,  giebt  es  einen  endlichen 
Ausdruck,  welchem  die  Reihe  identisch  ist  oder  nicht.  Findet 
das  Erste  statt,  so  muss  die  Keilte  eine  fallende  und  convergente 
sein;  denn  wären  alle  Glieder  grösser,  als  eine  angebhare  Grösse  f, 
so  wären  alle  Glieder  zusammen  ins  Unendliche  fortgesetzt 

• 

d.  i. 

>«(1  + 14-1+1  + ....), 


mithin  wäre  die  Summe  der  Reihe  unendlich  und  nicht  einem  end- 
lichen Ausdrucke  identisch,  wie  vorausgesetzt  wurde.  Ist  ferner 
ux  +«/a  +?/,+... . in  inf.  —Sf  so  heisst  diess  nichts  Anderes, 
als  Lim  (#/,  + a/3  + . . . . + 7/n)  = S.  Hieraus  folgt  dann  unter  der 
Voraussetzung,  dass  S eine  endliche  Grösse  ist,  sehr  leicht,  dass  * 
der  Rest  der  Reihe  sich  der  Null  nähern,  also  die  Reihe  cunvergi- 
reo  müsse.  Was  thut,  nun  Herr  Dr.  Barfuss?  er  zeigt,  dass  wenn 

f («2?)  X (1)  + X(2)  + .... 

ist,  die  Reihe  convergirt,.  oder  weil  convergiren  einer  endlichen 
Grösse  gleich  sein  heisst  und  er  unter  f(x)  doch  nichts  Unendli- 
ches versteht,  so  zeigt  er:  w'enu  eine  Reihe  einer  endlichen  Grösse 
gleich  gesetzt  wird,  so  ist  sie  einer  endlichen  Grösse  gleich.  Ja 
daran  zweifelt  gewiss  Niemand,  aber  Herr  Dr.  Barfuss  hat  seinen 
Satz  doch  im  Gefühl  des  Richtigen  aufgestellt.  Die  Sache  ist  so: 
das  unschuldige  Zeichen  = ist  hei  Herrn  Dr.  Barfuss  nicht  das 
gemeine  ldentitäiszeichen , wie  wir  es  nehmen;  oh  nein!  das  ist 
ein  gar  wunderbares,  proteusartiges  Wesen;  einmal  lässt  es  sich  ' 
wohl  zu  unseren  beschränkten  Begriffen  herab,  das  andere  mal  aber 
bezeichnet  es  einen  höchst  geheiinuissvollen-  syntaktischen  oder  un- 
bestimmt allgemein  analytischen  Zusammenhang,  so  etwa,  als  wenn 
Schelling  hinsetzt:  Wärme  = Expansion,  was  wir  Anderen  Unein- 
geweihten und  weniger  Erleuchteten  nicht  verstehen,  auch  verste- 
hen zu  wollen  uns  gar  nicht  anmaassen  dürfen.  Wenn  daher  Herr 
Dr.  Barfuss  in  §.  5.  den  Beweis  mit  dcu  Worten  eröffnet:  Es  sei 

f(x)  = X(i)  + X(2)  + . . . . + XW  + /?(«)>  • 

% 

so  weiss  man  nicht,  welche  Bedeutung  gemeint  ist;  wahrscheinlich  - 
aber  ist  hier  nur  von  der  genannten  überschwenglichen,  für  uns  - 
unbegreiflichen  Symbolik  Gebrauch  gemacht.  So  geht  es  nun  fort 
und  die  Bedeutung  von  = schwankt  immer  zwischen  beiden  Ex- 
tremen und  klappt  zuletzt  in  die  gewöhnliche  Auffassung  um.  Das 
' Alles  lässt  sich  vermeiden,  wenn  man  auf  den  im  vorigen  Aufsatze 
von  mir  gemachten  Vorschlag  eingehen  will,  diese  verschiedenen 
Bedeutungen  durch  verschiedene  Zeichen  auseinander  zu  halten; 
ausserdem  verwirren  sich  alle  Begriffe  und  man  kann  gar  nicht 
einmal  mit  Jemand  sich  ordentlich  verständigen,  weil  er  sich  wech- 
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selweis  immer  hinter  der,  anderen  Bedeutung  verkriechen  kann, 
wenn  man  ihn  au«  der  ersten  herausgetrieben  hat. 

Ich  will  bloss  noch  Eines  berühren,  um  zu  zeigen,  dass  der 
Herr  Dr.  Barfuss  gar  nicht  einmal  weiss,  was  die  neuere  Behänd* 
lungsweise  der  Analysis  will.  Es  ist  diess  die  Bemerkung  über 
Cauchy’s  Beweis  für  das  Binomialtheorem , der  darin  besteht,  dass 
die  Gleichungen 


f(m)  = 1 -f-  m , üc  -f-  m2a:'1 
' f(u)  = I + /i2a:7  -+- 

multiplicirt  werden,  wobei  sich  durch  eine  Eigenschaft  der  Bino- 
uiialcoefficieuten  die  Gleichung  ergiebt: 

=f(m  -f-  //). 

aus  welcher  f[m)  = \f(  I )]'«  = (!-+-  a:)m  folgt.  Mein  Herr  Gegner 
meint,  weil  dieser  Beweis  sich  auf  eine  Eigenschaft  der  Cocfficieu- 
ten  gründe,  so  passe  er  ganz  gleichförmig  auch  für  den  Fall  der 
Divergenz  und  will  so  zeigen,  dass  der  Beweis  ebenfalls  die  allge- 
meine Gültigkeit  der  Binomialreihe  durthue.  Hier  sieht  man  klar 
das  durchaus  unkritische  Verfahren  meines  Herrn  Gegners.  Ich 
muss,  um  diess  deutlich  zu  machen,  foigeude  Punkte  hervorbeben. 

I.  Die  Arithmetik  lehrt  uns  bloss  mit  geschlossenen  Ausdrücken 
und  Gleichungen  i.  e.  absoluten  Identitäten  rechnen.  Will  man  nun 
diese  Kechnungsoperutionen  auf  nicht  geschlossene  Ausdrücke  (un- 
eudliche  Reihen)  anwenden,  so  kann  diess,  wenn  man  nicht  gera- 
dezu Hypothesen  machen  will,  nur  dadurch  geschehen,  dass  man 
eiu  Princip  dieser  Anwendbarkeit  uufweist,  d.  Ii.  dass  man  sich 
einen  Rcchtstitel  verschafft,  welcher  die  Erlauhniss  dazu  enthält. 
Diess  ist  eine  Forderung,  welche  jede  gesunde  Kritik  machen  muss, 
die  sich  iu  der  Mathematik  ebenso  nothwendig  herausstellt,  wie  die 
ganz  verwandten  Fragen,  welche  die  Kritik  der  Vernunft  zu  be- 
antworten hat.  Lässt  man  sie  unberücksichtigt  oder  nimmt  auf 
Treu  uud  Glauben  die  allgemeine  Gültigkeit  aller  arithmetischen 
Operationen  über  die  Gräuzeu  hinaus  au,  innerhalb  deren  sie  be- 
weisbar sind,  so  verfällt  man  wie  Herr  Dr.  Barfuss  in  den  Fehler 
eines  unzcitigen  Dogmatismus,  ganz  wie  in  der  Metaphysik. 

II.  Woher  nehmen  wrir  aber  jenes  Princip?  Hierauf  lässt  sich 

antworten,  wenn  man  sich  an  ein  ganz  allgemeines  Gesetz  erin- 
nert, welches  sowohl  in  der  Philosophie  wie  in  der  Mathematik  gilt, 
und  welches  dahin  lautet,  iluss  wir  überhaupt  uur  von  suicheu  Dingen 
wissenschaftlich  etwas  ausmnehen  können,  die  uns  rein  anschau- 
lich gegeben  werden  können.  Dazu  gehört  über,  dass  wir  sie  als 
Ganzes  zu  fassen  vermögen.  Diess  lehrt  uns  auf  der  metaphysischen 
Seite  die  Nichtigkeit  aller  sogenannten  speculativen  Theologie, 
Kosmologie  etc.,  weil'  wir  weder  Gott,  noch  die  Welt  etc.  uns  in 
Zeit  uud  Baum  als  Ganzes  denken  können,  und  auf  der  mathema- 
tischen Seite  bekommen  wir  dadurch  eben  jenes  Princip,  welches 
so  heisst:  ,, einer  wissenschaftlichen  Behandlung  unterliegen 
ins  Unendliche  fortlaufende  Ausdrücke  nur  in  so  fern,  als  sie  sich 
als  geschlossenes  Ganzes  unsehen  lassen”.  Drücken  wir  diess  in 
mathematischer  Sprache  aus,  so  haben  wir  deu  Satz:  Alle  mögli- 
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eben  Rechnungsoperationen  sind  nur  dann  auf  eine  unendliche  Reihe 
anwendbar,  wenn  dieselbe  einer  endlichen  begränzten  Grösse  iden- 
tisch ist,  und  zwar  ist  gerade  Identität  nötbig,  weil  keiue  andere 
Beziehung  uns  erkennen  lässt,  ob  die  fragliche  Reihe  als  endliche 
Grösse  betrachtet  werden  könne.  Soll  aber  eine  uneudliche  Reihe 
einer  endlichen  bestimmten  Grösse  gleich  sein,  so  muss  sie  erstlich 
fallen,  wie  oben  gezeigt  wurde.,  und  ausserdem  muss  sie  dann  noch 
die  Eigenschaft  haben,  dass  ihre  Summe  sich  jener  endlichen  Grösse 
mehr  und  mehr  nähert,  je  mehr  Glieder  der  Reihe  vereinigt  wer-  ' 
den ; Reihen  der  Art  aber  nennt  man  kurz  convergirende. 

I1K.  Da  also  die  Convergenz  der  Reihen  das  Princip  der  An- 
wendbarkeit arithmetischer  Operationen  auf  Reiben  enthält,  so  muss 
die  Lehre  vou  der  Convergenz  der  Reihen  jeder  anderen  Betrach- 
tung derselben  vorbergehen. 

Hieraus  sieht  man,  dass  die  Hypothese 

/(jr)  = A + Boc  + ßr*  -f-  ....  . 

* # * 

welche  den  Anfang  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienteu 

macht,  viel  grösser  ist,  als  man  gewöhnlich  glaubt,  weil  mit  dem 
Gleichheitszeichen  schon  die  Hypothese  der  Convergenz  und  der 
Anwendbarkeit  aller  Operationen  gemacht  ist,  während  man  noch 
gar  nicht  weiss,  ob  man  hierzu  berechtigt  ist.  Vor  Hypothesen 
aber  hat  sich  die  Mathematik  am  meisten  zu  hüten,  wenn  sie  nicht 
ihren  bisherigen  Rubin  einbüssen  will.  Daher  ist  die  umgekehrte 
Methode  vorzuziehen,  bei  welcher  die  Form  der  Reihe  (A,  B,  C....) 
bekannt  ist  und  folglich  auch  durch  die  Convergeuz  die  Anwend- 
barkeit der  zur  Summirung  nöthigen  Operationen  gesichert  ist. 
Ebenso  eiufacb  sieht  man  jetzt  deu  Irrthum  des  Herrn  Dr.  Barfuss 
ein^  er  will  für  jedes  jc  die  beiden  Reihen 

• f{m)  = 1 + «,^+ 

f{n)  = 1 nxa:  -h  n2x2  

mit  einander  multipliciren.  Das  ist  ein  Herumtappen  im  Finstern, 
so  lange  er  nicht  weiss,  ob  er  endliche  Dinge  vor  sich  hat  oder 
nicht;  mit  unendlichen  Factoren  ober  multipliciren  lehrt  keine  Arith* 
metik,  sie  lehrt  überhaupt  nicht  mit  Grössen  rechnen,  die  sich  dem 
Rechner  unter  der  Hand  verändern.  Ja  schon  dadurch,  dass  er  nur 
sagt,  ich  will  1 mxac  -+-... . mit  f(m)  bezeichnen,  ist 

schon  stillschweigend  angenommen,  dass  f(m ) eine  endliche 
Grösse,  folglich  die  Reihe  couvergeot  sei,  denn  diese  Bezeichnung 
hat  keinen  Sinn,  wenn  sie  nicht  eine  Identität  sein  soll.  (Hier 
bleibt  freilich  dem  Herrn  ür.  Barfuss  immer  wieder  die  Hinterthür 
der  syntaktischen  Entwickelung  offen.)  Gerade  die  Muitiplicatioo 
zweier  Reihen  ist  eine  Klippe,  die  man  nur  durch  Handhabung 
scharfer  Kritik  vermeiden  kann.  Es  kommt  nämlich  der  Fall  vor, 
dass  das  Product  zweier  couvergenten  Reiben,  so  wie  man  es 
gewöhnlich  schreibt,  eine  divergente  Reihe  wird,  wie  man  hei 
Cauchy  page  149.  sehen  kann.  Cauchy  giebt  keine  weiter«  Erklä- 
rung; dieselbe  liegt  sehr  einfach  darin,  dass  man  das  Product  will- 
külirlich  nach  einer  Regel  anordnet,  die  bei  endlichen  Reihen  rich- 
tig ist,  bei  unendlichen  falsch  werden  kann.  Für  Herrn  Dr.  Bar- 
fuss will  ich  noch  bemerken,  dass  er  bei  seinem  Tadel  des  Cau- 
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chy’schen  Binomialheweises  ganz  übersehen  hat,  dass  die  Gleichung 
/( tn)f( n)=zf(m -Hä)  zwei  Auflösungen  bat,  nämlich  f(m)s=z\/'(  I)J"* 
und  das  Unendliche,  von  denen  die  erste  dem  Falle  der  Uonvergenz, 
die  zweite  dem  der  Divergenz  entsprechen  würde,  wenn  man  sich 
überhaupt  ttuf  den  letzteren  einlassen  dürfte.  Was  ich  hier  mit* 
tbeile,  sind  nur  die  Grundgedanken  einer  kritischen  Philosophie  der 
Mathematik , die  ich  später  im  Zusammenhänge  ausarbeiten  werde. 
Dieselbe  Frage  nach  der  Anwendbarkeit  der  arithmetischen  Opera* 
tionen  wiederholt  sich  auch  bei  den  imaginären  Grössen,  den  un- 
endlichen Producten  und  Kettenbrücken  und  lässt  sich  auf  ähnliche 
Weise  auch  dort  lösen.  Einiges  davon  enthält  mein  zu  Ostern  er- 
scheinendes ,,  Handbuch  der  mathematischen  Analysis1',  bis  zu  des- 
sen Vorhandensein  ich  weitere  Discussionen  über  diesen  Gegenstand 
zu  verschieben  bitte,  weil  ein  Streit  nur  dann  zu  etwas  führen 
kann,  wenn  die  Principien  der  Sache  klar  und  bestimmt  ausgespro- 
chen vorliegen. 

Noch  eine  Bemerkung  in  Bezug  auf  Fries,  ln  seiner  Natur- 
philosophie sogt  Fries  einmal  ganz  richtig,  man  könne  eigentlich 
nur  mit  convergenten  Reihen  sicher  rechnen,  hinterher  aber  macht 
ihn  Eulers  sorglose  Weise  stutzig,  und  er  meint  nun,  da  man  doch 
mit  divergenten  Reihen  auch  operirt  und  nichts  wesentlich  Falsches 
herausgehracht  habe,  so  müsse  es  doch  ein  Princip  geben,  nach 
welchem  Rechnungen  mit  diesen  Reihen  erlaubt  seien.  Darauf  sagt 
er:  mir  scheint  die  Sache  in  dem  Unterschiede  der  syntaktischen 
und  arithmetischen  Bedeutung  der  Reihen  zu  liegen.  Hier  ist  die 
Sache  ganz  klar;  Fries  hat  den  richtigen  Grundgedanken,  macht 
aber  Eulers  Autorität  zu  Gefallen  eine  Hypothese,  für  die  er  auch 
nirgend  einen  Beweis  bringt.  Das  ganze  Argument  aber  fällt  weg, 
wenn  man  zeigt,  dass  wirklich  allerhand  Verkehrtes  durch  jenes 
Rechnen  in  den  Tag  hinein  kerauskommt,  wie  ich  diess  in  dem 
vorigen  Aufsatze  gethan  habe,  und  wenn  man  kritisch  untersucht, 
auf  welchem  Grunde  jene  Rechnungen  ruhen.  Herr  Dr.  Barfuss,  der 
wie  ich  glaube  auch  Friesianer  sein  will,  hat  demnach  Fries  sehr  ~ 
schlecht  verstanden.  Das  Vermächtniss,  welches  unser,  zwar  im 
Greisenalter,  für  uns  aber  doch  noch  zu  früh  verstorbene  Lehrer 
uns  hinterlassen  hat,  besteht  in  der  Anforderung,  die  Wissenschaft, 
der  sich  jeder  einzelne  gewidmet  hat,  nach  den  Grundsätzen  seiner 
Philosophie,  die  nicht  umsonst  die  kritische  heisst,  zu  bearbei- 
ten , wie  diess  für  die  Pflanzenphysiologie  bereits  von  unserem  ge- 
nialen Schleiden  geschehen  ist;  ebenso  hätte  Herr  Dr.  Barfuss, 
der  älter  als  ich  ist  und  länger  das  Glück  hatte,  Fries  persönlich 
zu  kennen,  die  Mathematik  kritisch  bearbeiten  sollen.  Stutt  dessen 
ergreift  derselbe  eine  unglückliche  Hypothese  unseres  Lehrers  und 
meint  wahrscheinlich,  weil  sie  Fries  ausgesprochen  hat,  sei  sie  un* 
umstössliche  Wahrheit;  (wie  folgt  denn  nur  aus  dem  Satze,  dass 
die  Principien  der  Mathematik  rein  anschaulicher  Natur  sind,  die 
Lehre  von  der  syntaktischen  Bedeutung  der  Reiheu?).  Da  nun  an 
Herrn  Dr.  Barfuss  diese  Aufforderung  ungehört  vorübergezogen  ist, 
so  suche  ich  jetzt  derselben  nachzukommen,  obgleich  diese  Aufgabe 
mit  meinen  Fähigkeiten  bei  weitem  weniger  in  Eiuklung  zu  sein 
scheint,  als  mit  den  seinigen. 
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XXXVIII. 

* 

Eine  neue  analytische  Gleichung,  und  deren 
Anwendung  auf  die  Bestimmung  eines  vielfa- 
chen Integrals  und  die  Summirung  einer 

Reihe. 

Voo 

Herrn  F.  Arndt, 

. Lehrer  am  Gymnasium  zu  Stralsund. 


Mollweide  hat  sich  in  seiner  Fortsetzung  des  Klügelschen 
Wörterbuchs  (Artikel  Summirung  der  Reihen  S.  739.)  mit  der 
Summation  der  Reihe  beschäftigt,  deren  allgemeines  Glied  dufch 

7.  ••  ,,  ~rr  ausgedrückt  wird,  indem  k den  von  Null 

K*  i *+■  K)  -fr-  K)  ~r~ 

bis  unendlich  wachsenden  Index  bezeichnet,  und  stellt  die  Summe 
durch  drei  bestimmte  Integrale  dar.  Indem  ich  mich  nun  bemühte, 
die  allgemeinere  Reihe  zu  summiren,  deren  allgemeines  Glied 

(A,  -+-£)  (Aj  -f-  k) . • • • (An  — f—  k) 

ist,  wo  k seine  vorige  Bedeutung  hat,  wurde  ich  auf  die  Untersu- 
chung einer  Summe  mit  endlicher  Gliederzahl  geleitet,  und  das 
Resultat,  welches  ich  fand,  schien  mir  merkwUrdig  genug  zu  sein, 
um  es  im  Folgenden  mitzutheiien. 


1. 

, Sind  Ar,,  Xti  A,  ... . . Xu  beliebige,  aber  sämmtlich  von 
einander  verschiedene  («rossen,  so  findet  stets  die  in- 
teressante Relation  statt; 

+ i 

(At  — A2) (A,  — A,) ... . (A,  — A«) 

+ 

( ji)  (A*  A , ) (Aj  — A3 ) ....  (A ^ A «) 

-+- ; 



^i)  ^2)  ••••  ^ — l) 


f 
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Beweis.  Aus  der  Theorie  der  Zerlegung  der  gebrochenen 
Functioneu  iu  I*« rtialbrücbe  °)  ist  bekannt,  dass  man  setzen  kann 


1 Ax 

(i  | “ ^j)  (^i  A 3 ) ••••  (^1 


sin — ] 


und  dass  dann  die  Coefficienten  Axx  A2i  ....  An—\  durch  folgende 
Wertbe  bestimmt  sind: 

A 1 

■ — U. — A,) .... 

4 ! 

* ~ (A,-*,)....^  — A„) 


A • » 

n * (An — A2)....(An — An — l) 

♦ / 

Dividirt  man  also  die  Werthe  von  Ax>  A2 , ,,.,An— 1 resp.  durch 
— (A,a — A,,),  — (A.,  — A,,),  ....  — (A.n  — A,j),  und  summirt,  so  ent- 
steht 

1 1 

(A , Aj)  (A  | “ A,) . . . .(Al  An)  (A,  A, ) (A2  A3)....(A2  — An) 

/ 

1 

* (A 3 — A | ) (A,  — * A 2) . . . . (Aj  — An ) 

u.  s.  w. 

/ 

1 _ 

(An  “■  A,/  ( An  “■  A2)  ....  ( A;j — —*  An— 1 ) 

und  wenn  man  die  Glieder  auf  der  Rechten  auf  die  Linke  bringt, 
so  entspringt  das  Theorem,  welches  ich  oben  ausgesprochen  habe. 


2. 

Zuvörderst  ist  nun  die  Bedingung  der  Convergenz  der  Reihe 
festzustellen,  deren  allgemeines  Glied  wir  oben  angegeben  haben. 
Wird  dieses  durch  ul  bezeichnet,  so  findet  man  leicht,  dass  der 

absolute  Werth  des  Verhältnisses  — — den  absoluten  Werth  von  jc 

ul 

zu  seiner  Gränze  hat,  und  nach  einem  bekannten  Theorem  von 
Cauchy  (s.  die  Analyse  algehrique  p.  134  ),  wird  also  obige  Reihe 
convergent  sein,  wenn  der  absolute  Werth  von  a:  kleiner  als  die 
Einheit  ist. 

Dies  vorausgesetzt,  bestimme  ich  die  Summe  der  unendlichen 
Gliederzahl 

gAn-M? 

A=0  (A  | — f—  A)  (A2  -f-  k ) ....  (A/i  — |—  k) 

auf  folgende  Art. 


*)  Grunert  Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  in  der  hohem  Analysi». 

S.  151. 


I 


\ 
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Zuvörderst  ist 


n=o  k*+*  J 1 ~x  * 


das  Integral  von  t = 0 bis  x = x ausgedehnt  Denn  differenziirt 
man  den  Ausdruck  auf  der  Linken,  und  summirt  die  dadurch  ent* 
standene  geometrische  Progression  von  unendlicher  Gliederzahl,  so 


findet  sich 


*1.-1 
1 — X? 


welches  zwischen  den  Gränzen  0 und  * iotegrirt 


werden  muss,  um  den  Werth  auf  der  linken  Seite  wieder  zu  finden. 

Um  nun  1,-4-X?  als  Factor  in  den  Nenner  zu  bringen,  multi- 
plicire  inan  jene  Gleichung  mit  xi*—l»— Vx,  und  integrire,  so  ent- 
steht 


T—q  (1 1 *+■  1")  •+■  ty 


das  nene  Integral  von  0 bis  * ausgedehnt. 

Ebenso  muitiplicire  man  diese  Gleichuog  mit  *!•— 1*~ ldx , und 
integrire;  dann  erhält  man 


Geht  man  auf  ähnliche  Art  fort,  so  gelangt  man  zu  dem  allgemei- 
nen Ansdrnck: 


(b)  -S 


/=o  fl*  + k)  (ij  + !')••••  (^*  4*  k) 
= 1*— i— ^*~2~ 1 </x . . . 


— J dx 

T' 


alle  Integrale  von  x = 0 bis  x = x erstreckt. 

Dieses  vielfache  Integral  gestattet  eine  Zerlegung  in  n einfa- 
che Integrale. 

Denn  nach  der  ersten  allgemeinsten  Reductionsformel  ist  zuerst 


— Wx 


_ xl.—li  1 dx 

1,  — 1,  ’«/  1 —x 

1 pxU—'dx 

+ i,  — 1,  V 1— x * 


Multiplicirt  man  dieses  mit  xl.— 1*— Idar,  integrirt,  und  bestimmt  je- 
des Doppelintegral  auf  der  Rechten  wieder  nach  der  allgemeinsten 
Rednctionsformel,  so  wird 
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^xki—k*—\dx  f'xki—kx—'idx  j ■'— 

xki~k\  Pxki—^dx 

. . tf.-MUT-A,)*/  !~-r 

’UrAi-irfj 


.x*A.i— ki 


-Ki  S*X).i—'(/J 

' Ul  — A;)  (Ä,  — A,)  * / 1 — a* 

1 Pxkt—^dx 

(A, -A,)(At -A,)  */  l-o.* 


* 

Setzt  inan  diese  Kutwickelung  noch  weiter  fort»  so  vermutliet 
man  leicht  das  hier  obwaltende  Gesetz,  nämlich: 


'xk\— idx 
x 


(c)  kn—\  j*x;kn—\—kn— 2 I dx  . . . 

4 

%x}n — A,  f*xk\—^dx 

Ü.  — A.)  Ua  — ~AJ ....  u«  - k |)  V J — .r 

, ^A*— A2 f*xki—^dx 

Ui — A2)(Aj — A2) . . . . (A«  — k2)  *«/  I — # 


4^» — V-l ■ Pa^n — 1 

Ui — kn — l)(Aj — An — 2)**”(An — kn — l)  J 1 — X 


1 _ /'x^  ^dx 

i — A/i)  Ua  — An) .... (A* — 1 — A/ij  -J  1 — x y 


U 


Die  Factoren  der  Nenner  befolgen  das  Gesetz,  dass  zuerst  A,  von 
allen  übrigen  Grössen  A2,  Af-, ...  . A„,  dann  A/von  allen  übrigen, 
dann  A,  u.  s.  w.  abgezogen  wird.  . 

Dm  indessen  die  allgemeine  Gültigkeit  dieses  Resultates  zu  er- 
weisen, nehmen  wir  an, 'dass  die  Gleichung  (c)  richtig  sei,  und 
erweisen,  dass  das  Gesetz  bleibend  ist,  wenn  n übergeht  in  n- f-1. 

In  der  Tbat,  multiplicircn  wir  (c)  mit  dx , und  inte- 

griren  nach  der  allgemeinsten  Reductionsformel,  so  erhalten  wir 
n Differenzen,  nämlich:  ' 


&kn+\ — *i 


Ua  AjJmhU^+i 
xkn+\  A2 


/’xki—^dx 1 

\—x  Ua  A|)«..(A«+i — A , j 


L. ! \ f3Xn^-\ix 

r(A| — A2)....(A«-m— A2)«/  1 — x (Ai — A3)....(A«-*-i — kt))  / — 

/./  1 — x 


+ 


&kn- 4-t — A« 


^kn-Ull' 


U| — An)....(An+l  An) 


/^An 
1- 


1 


x (A  i — A»)....(Aä-4-I  An)1 


Da  nun  aber  ^ _ky ....(An-n-A,)— ( !)"+,’Ui-A#KW»h~Ui^«M-i) 
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1 

ist,  und  von  den  übrigen  dieser  Coefticienten  dasselbe  gilt,  so  ist 
nach  (o)  offenbar  die  Summe  der  Coefficienten  von 

• ( | )n-4-l  # ! = — , 

A | ) <•••  (i/i+i  ~ A/<)  (A | A/j-f-i) » ••  • (A/i  An-f-i ) 

und  folglich  bleibt  die  Gleichung  (c)  richtig. 

Somit  haben  wir  nun 


/=ac 

(<l)  2 


^A«*f-A 


x=o  (A  | — |—  A)  (Aj  — j—  A) ....  (A//  — f—  k ) 

x^u — ^ t ' f x xk\— Ufcr 

(A,  — A,)  (A , A | ) . . • . (Am  A | ) o 1 

jjAm—A,  f'x  xki—'dx 

(A,  — As)  (A,  — A3)....(A*  — A2)  J o 1 — X 


tfkn — A/?— 1 


•x  irArt— l 1 di- 


r 

(Ai  A/i — i)(A2  A71— i) •••«(A/i  A/i — ])  tA  o 1 ~~  x 

'x  a ^n  \(Lv 


1 xk* 

(Ai  — A«)  (A2  — A/i) « • • . (An — i — A//)  o 1 


x 


Es  fragt  sich  jetzt,  ob  diese  Reihe  noch  für  gelle.  Denkt 

uian  sich,  um  dies  zu  untersuchen,  k schon  so  gross,  dass  die  Facto- 
ren  -+-  k9  k9  u.  s.  w.  sämmtlich  positiv  sind,  und  ist  A^-f -k 

der  kleinste  unter  ihnen,  so  ist  (Ai+*)(AjJt)  _pj  < 

X = » . 1 /=»  1 ** 

und  folglich  £ +T)<f_  (Tqf Jtyi’  wenn  « ier 


X=a  vm  -r--v -T-  X=«  v (j 

Werth  von  k ist,  von  welchem  alle  Factoren  anfangen  positiv  zu 
sein.  Da  nun  nach  einem  bekannten  Satze  die  Reihe,  deren  allge- 
meines Glied  ^ +k)n  *st>  convergirt,  wenn  n^>  1 ist,  so  gilt  die 
Formel  (d)  für  x=l  unter  der  Voraussetzung,  dass  n^>  1 ist. 

Ist  endlich  n = 1 , so  wird  die  Reihe  •: — — -?  -+-  . , ; 

' t -f-«'  *iT*+l 

-f-  u.  s.  w.,  welche  bekanntermassen  divergent  ist. 


3. 

Mittelst  der  Gleichung  (d)  lässt  sich  noch  eine  andere  bemer- 
kenswerthe  Reihe  summiren. 

Bezeichnet  man  den  Ausdruck  auf  der  Linken  in  der  Relation 
(d)  durch  s„,  multiplicirt  ihn  mit  xa  A«  und  differenziirt  das  Pro- 
duct auf  bekannte  Weise,  nämlich  ” ' 8n ^z=.{a~ X,t)xa  I X/i 

dx 

. ....  / . v d(xtt  **  .$„) 

so  erhalt  man  wegen  (b)  — 


x 


<*  — An 


d . Sn 
dx  ’ 


dx 
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= ( « — A„)^ra  **  * . Sn  -+-  Xa  ~ **  . "~  1 . *„_i 

==(« — X„)x“ **  ~ 1 . sn  -f-  xa~~^n— 1*~ 1 . s„—\.  Führt  man  nun 
die  aus  (d)  sich  ergebenden  Ausdrücke  für  s„  und  sn—\  ein,  und 
zieht  zusammen,  so  gelangt  man  zu 

l 

^=x  («  -4-  k)a:ti-+-k— i 

/ ^ (At  -f-  k)  (ij  + fc) . . , , (A«  -f-  k) 

» (ft — k))xn— A>~ 1 / Xki— Idx 

(A2  — A,)(Aa  — A|)....(An  — Aj)  **/  1 — x 

/ 

(ft — k2)xtt  Ai— i f'xk i-irfx 

(A,  — A2)(Aa  — A2)....(A« — Aa)  J — x 

-+- 

# 

, (ft  — An)^ff — * n — * Px^n~  * dx 

(At  — An)(A2  — An)....  (An — 1 — An)  v 1 — X 

sämmtliche> Integrale  zwischen  den  Gränzen  0 und  x genommen. 

Die  Convergenz  dieser  Reihe  ist  besonders  festzustellen,  da 
man 'Von  der  Reihe  in  2.  auf  sie  keinen  Schluss  machen  kann,  in- 
dem sie  durch  Differenziation  abgeleitet  ist. 

Dass  aber  uusere  Reibe  convergent  ist,  wenn  der  absolute 
Werth  von  x kleiner  als  die  Einheit  ist,  erhellt  aus  dem  schon 
oben  angewandten  Theorem  von  Cauchy. 


I 
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XXXVIII. 

M i s c e 1 1 e n. 


A l’occasion  d’une  communication  de  M.  Masson  sur  la  photo- 
mdtrie,  M.  Abel  Transon  Signale  un  phdnoniene  curieux  que  chacun 
peut  vdrifier  tres  facilement.  Si  on  fait  pirouetter  une  piece  du 
jeu  de  domino  sur  le  petit  clou  qui  fait  ordinairement  saillie  au 
centre  de  la  face  noire,  on  verra  les  poiots  de  la  face  numdrotde 
dchanger,  ä un  certain  degrd  de  vitesse  tres  faible,  leur  couleur 
noire  pour  une  teinte  d’un  rouge  assez  vif  (Society  philomatique 
de  Paris).  ' 
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ment  moyen;  Ire  partie,  contenant  le  calcul  des  nombres  entiers, 
decitnaux,  fractionnaires  et  complexes;  avec  plus  de  600  cxercises 
et  Applications  usuelles,  lu-18.  Bruxelles.  1843.  12  ggr. 

1 ‘ ’i #.#  kJ  • : * r*? 

George,  L.  J.:  Cours  d’arithmetique  theorique  et  pratique,  com* 

prenaut,  etc.  Troisieme  edition.  In -8.  Paris.  1843.  3 fr. 

. » - « 

Beck,  C.,:  Traitd  d’arithmötique  a Fusage  des  dlfeves  qoi  se 
destineut  a l’ecole  militaire,  a Fecole  des  mines,  au  gdnie  civil  et 
k la  marine,  Ire  partie.  Nombres  nbstraitß;  grand  in-8.  Bruxelles. 
1843.  2 Tblr. 

Vigneau,  M.:  Troitd  d’arithm&ique  thdori-  pratique.  I&-J2.  de 
9 feuilles.  Paris,  1844,  ....  
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Huttoo,  O.:  Manual  of  Arithmetic,  odapted  for  the  use  of 
Schools,  Private  Tutors,  and  Familiea.  London.'  1844.  12mo. 

cloth.  3 a.  6 d. 

Leer,  G.:  Elements  of  Fractional  Arithmetic;  being  intro- 

ductory  to  tlie  study  of  Mathematics.  12mo.  Edinburgh.  1843. 
cloth  2 sh.  6 d.  . . % 

i 

Amnnti,  Element!  di  aritmetica.  Napoli.  1843.  ln -8. 

Romeo:  Lezioni  elementari  di  aritmetica.  Napoli.  1843.  ln -8. 

Scarpati,  Trattato  elementare  di  aritmetica.  Napoli.  1843. 
In -8.  . . 

Aritmetica  mercantile,  o Nuovo  ubbaco  per  la  gioventü  ehe  si 
dedica  al  commercio,  di  Artiduro  Zanobctti.  Cou  tavole  di  pesi  e 
mesure,  ragguagli  di  monete  e loro  confronto  cou  le  principali 
piazze  d’Europa.  Livorno.  1843.  In  -12. 

Pflanz,  J.  A.:  Arithmetik  (und  Algebra)  fiir  Realschulen,  für 
höhere  Bürger-  uud  Gewerbeschulen  etc.  2(er  Tlieil.  Höhere  Arith- 
metik. gr.  8.  Stuttgart.  1843.  geh:  12  ggr.  (M.  vergl.  Literar. 
Ber.  No.  Xll.  S.  178.) 


Doppler,  Christ. : Arithmetik  und  Algebra.  Mit  besonderer  Rück- 
sicht uiiJl  die  Bedürfnisse  des  praktischen  Lebens  und  der  techni- 
schen Wissenschaften,  nebst  einem  Anhänge  von  450  Aufgaben  (der 
Elementar- Mathematik  erster  Bd.).  Lex.  8.  Prag.  1844.  2 Thlr. 
12  SS'-. 

Amadieux,  P.  F.:  Notions  dlementaires  d’algebre.  ln -12. 'de 
9 feuilles.  Paris.  1844.  2 fr. 

Ellmens  d’Algebre,  rcdigls  spdcialeineut  pour  les  aspirans  au 
buccalaureat  es-iettres;  par  L.  J.  George.  Sixieine  dditon.  ln -8. 
de  17  feuilles.  Paris.  1844. 

* Scott,  W.:  Elements  of  Arithmetic  and  Algebra.  8.  London. 

1844.  bound.  16  sh. 

••••»,  • 

Yonng,  Professor:  The  Analysis  *of  cubic  and  biquadratic 

Equations.  12mo.  London.  1844.  cloth  6 sh. 

Derselbe:  Researches  respecting  the  imaginnry  Roots  of  nu- 
merical  Equations:  being  a Continuation  of  Newtons  Iuvestigations 
on  • tliat  subject,  and  forming  an  Appendix  to  tbe  Theory  and  So- 
lution of  Equations  of  the  higher  orders.  London.  1844.  3 sh. 
6 d. 

Derselbe:  The  general  Theory  and  Solution  of  Equations  of 
the  higher  Orders:  wherein  it  is  attempted  to  bring  the  methods 
of  Horner,  Budun,  Sturm  and  Fourier  especially  the  latter  nearer 
to  perfection  as  respects  their  practical  apnlication  to  advanced 
equations,  with  many  original  researches  and  improvements  in  va- 
rious  parts  of  tbe  Science.  2d  Ed.  London.  1844.  15  sh. 

23* 
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Element!  di  aritmetica  generale»  desunti  e compendiati  da  varit 
outori , e proposti  quäle  Studio  preparatorio  ai  sistematici  trattati 
prescritti  ad  uso  degli  ii.  rr.  licei  e delle  universita  dal  professore 

dr.  Giuseppe  Frapporti.  Trento.  1842  — 1843.  Due  parti  in  - 8. 

/ 

Proposita  di  un  corso  di  lezioni  per  riusegnamento  dell*  alge- 
bra  elementare  nelle  scuole  technicbe.  Milano.  1843.  Fase.  11.  111. 

ed  ultimo,  ln*  12. 

• . \ 

Hecht,  D.  F.:  Beispiele  und  Aufgaben  aus  der  allgemeinen 
Arithmetik  und  gemeinen  Geometrie.  2te  AuQ.  Freiberg.  1844. 
8.  8 ggr.  _ 

I t 

, Johansen,  J.:  Udvikling  og  Oploesning  af  de  i J.  N.  Meiers 
Kortfattude  Fremstilling  af  Hovedregningens  Vaesen  og  Vaerd  fo- 
rekommende  Exempler  og  Opgaver.  Eet  Bidrag  til  dette  Skrifts 
almindeligere  Eerkjendelse  og  Popularitet.  8.  Svendborg.  1843. 
88  sz. 


Encyclopaedia  Metropolitana.  Part.  57.  1 Pfd.  1 sh.  contents: 
Integral  Caiculus,  by  A.  Levy.  — Caiculus  of  Variations  and  of 
finite  Diffcrences  by  T.  G.  Hall.  — Caiculus  of  functions  and  Theo- 
ry  of  Probabilities  by  A.  de  Morgan.  — Definite  Integrals  by  H. 
Moscley.  London.  1844. 


Theorie  der  Modular  - Functionen  'und  der  Modular- 
Integrale,  von  C.  Gudermann.  Berlin.  1844.  4.# 5 Tblr. 

12  ggr.'* 

Dieses  wichtige  Werk  ist  ein  besonderer  Abdruck  der  bekann- 
ten in  Crelle’s  Journal  veröffentlichten  Abhandlungen  des  Verfassers 
über  den  fraglichen  Gegenstaifd. 


Huber,  L.:  Reductions  * Tabellen , enthaltend:  theils  Verwand- 
lungen der  Münzen-,  Maasse-  und  Gewichttbeile  in  Decimalbrüche, 
theils  Uebertragung  früher  gebräuchlich  gewesener  Flächeumaasse 
in  das  neue  württemb.  Maass  etc.  nebst  einer  kurzen  Anleitung  zur 
Decimalrecbnung.  gr.  8.  Stuttgart.  1843.  geh.  10  ggr. 


0 ^ 

Hannover,  Ad.:  Tableau  micromdtrique  pour  servir  ä la  com- 
paraison  et  la  reduction  des  diverses  mesures,  qui  sont  employ&f 
dans  la  micromötrie  microscopique.  Folio.  Copenhogue.  1843*  8 ggr. 

" . •:  MT.. 

Barlow’s  Tables  of  Squares,  Cubes,  Square  Roots,  Cube  Boots, 
Reciprocals  of  all  integer  nutnbers  up  to  10,000.  Stereotype  edi- 
tioo,  examined  and  corrected.  London.  1843.  8 sb. 


1 i 
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i » IV  U » • - 

- » • : Geometrie. 


August,  Dr.  E.  F.,  Director  des  Cöln.  Real-Gymn.:  Zur  KeunU 
niss  der»  geometrischen  Methode  der  Alten.  Io  besonderer  Bezie- 
hung auf  die  Platonische  Stelle  im  Meno  22.  d.  gr.  8.  Nebst  1 Fi- 
gurentaf.  in  4.  Berlin.  1843.  8 ggr. 

(Gin  neuer  Abdruck  einer  frühem  Abhandlung.) 

Unger,  Dr.  E.  S.:  Der  erste  Unterricht  in  der  Geometrie.  Ein 
Leitfaden  zur  Entwickelung  und  Uebung  der  Fassungskraft  der  Ju- 
gend. Für  den  Lehrer  der  Volksschulen,  sowie  für  diejenigen,  die 
sich  selbst  unterrichten  wollen.  Nach  einer  eigenthüml.  Methode 

bearbeitet,  gr.  8.  Erfurt.  1844.  20  ggr. 

* * \ ' ; * 1 

iMoellinger,  0.:  Stereometrische  Wandtafeln  nebst  einem  erklä- 
renden Texte,  enthaltend:  die  Grundzüge  eines  stcrcoinetrischen 
Lehrkurses  nach  Lacroix  und  Legendre.  Für  die  Schuleu  bearbei- 
tet. 5 Tafeln  in  Folio  und  Text  in  8.  Solothurn.  1844,  14  ggr. 

Cirodde,  P.  L.:  Le^ons  de  Gdomdtrie,  suivies  de  notions  dld- 
mentuires  de  gdomdtrie  descriptive.  Deuxieme  Edition,  ln  - 8.  de 

28  feuilles,  plus  10  pl.  Paris.  1844.  7.  50. 

» 

Williams,  J.  M.:  Elements  of  Euclid;  contnining  Book  1 — 6 
v and  tbe  first  Twenty-one  Propositions  of  the  Eieventh  Book  (witli 
the  Planes’  shaded),  chiefiy  from  the  Text  of  Dr.  Simson;  adopted 
to  tbe  use  of  Students  by  means  of  Symbols.  7tli  edition,  with  an 
Appendix.  18mo‘.  London.  1843.  0 sh.  6 d. 

Calamel,  A.:  La  Quadroture  du  Cercle,  par  les  constructions 
lldmentaires  de  la  gdomdtrie,  c’est*ä-dire  au  moyen  de  la  regle  et 
du  compas.  8.  Avignon.  1844. 

Götz,  Dr.  J.:  Lehrbuch  der  Mathematik  für  die  höheren  Klas- 
sen der  Gymnasien,  lster  Theil:  die  Elemente  der  Kegelschnitte, 
gr.  8.  nebst  5 Figureutafeln  in  4.  Leipzig.  1844.  12  ggr. 

Pasi,  C.:  Sunto  di  lezioni  di  geometria  descrittiva.  Pavia. 
1843.  4 L.  35  cent.  ' 

i * • . 

Strootman,  H.:  Gronden  der  beschrijvende  Meetkunst  voor  de 
Kadetten  van  alle  wapeneo.  gr.  12mo.  Te  Breda.  1843.  I fr. 

• V 

Klein,  Karl  Aug.,  Frh.  v.:  Die  Chorographimetrie,  das  ist: 
Vereinigung  der  Zeichenkunst  mit  der  Geometrie,  so  wie  auch  po- 
puläre Geometrie.  4te  Aufl.  Neu  bearbeitet  i#bd  mit  Naturansichten 
nebst  1 Tabelle  vervollständigt.  .Mit  4 Kupfertafeln,  gr.  8.  Mainz. 
1842.  geh.  15  ggr.  .. 

Lamotte^  M.:  Cours  mlthodique  de  dessin  lineaire  et  de  geo- 
metrie  usuelle,  ln  -8.  de  13  feuilles  plus  un  alias  in  -4.  d’une  demi- 
feuille  et  19  pl.  Paria. . 1844.  * 0 fr.  • \ • » 
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# 

( 


Dissertatio  inauguralis  philosophica  de  curvis  lemniscatis. 
Scripsit  G.  C.  H.  Vechtmann.  * Gottingae.  1843.  4.  12  ggr.. 


# * 

, < 4 

Praktische  Geometrie. 


Trattato  di  geodesia  elementare,  del  professore  Antooio  Bor* 

doni.  Seconda  edizione.  Pavia.  1843.  In -8.  21  tavole. 

• • • 

• • , 

Soldau,  C.:  Theoretisch -praktische  Anleitung  zum  perspectivi- 
schen  Zeichnen  für  angehende  Künstler,  Gymnasien,  Realschulen 
und  technische  Bildungsanstaiten.  Mit  30  Tatein  . in  Fol.  gr.  Lex.  S. 

Giessen.  1S43,  geh.  3 Thlr.  8 ggr. 

. * ' 

Hampel,  J.  C.  G.:  Geometrische  Constructionen.  Ein  Handbuch 
sowohl  für  Bau-  und  Gewerbeschulen,  als  auch  für  den  Selbstun- 
terricht, für  Architekten,  Bergleute,  Forstmänner,  Ingenieurs  etc. 
2te  Ausg.  Mit  15  Steintafeln  (in  Folio),  gr.  8.  Weimar,,  1844. 

2 Thlr.  12  ggr.  ' .,  ■ 

' 

Montucci,  Enrico,  dott.:  Geometria  e meccanica  applicate  alle 
arti  c mestieri;  e discorsi  de  chimicp  applicate  alle  arti  e mestieri 
di  Policarpo  Bandini  sulle  tracce  della  pubblica  elementare  istruziooe 
data  dai  uiedesimi  ai  manifattori  senesi  nelle  sale  dell  i.  e.  r.  acca- 
demia  Tegea.  Siena.  1843.  Disp.  I.  II.  e III.  In -8. 


Trigonometrie. 


Tables  trigonom&riques,  donuant  pour  tous  les  angles  du  quurt 
du  cercle  calcules  de  ciuq  en  cinq  minutes  ceqtesimales  et  appliquls 
a toutes  les  h)potlnuses  possibles.  Par  Mazure  et  Bellinault.  ln-8. 
Paris.  1843.  o fr. 


« 


/ 

Mechanik. 


Hecht,  D.  F.:  Erste  Grunde  der  mechanischen  Wissenschaften. 
2te  Aufl.  Freiberg.  1843.  8.  1 Thlr.  16  ggr. 

* 
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‘M<1  ATuove  ricerche  per  un&  risoluzione  piü  rigoros«  di  vazii  pro- 
blemi  sul  moto  delP  aequo;  memoria  di  GabriaPiola  inserita  nel  primo 
volume  delle  ,,Memoric  delPii,  r.  istituto  lombardo  di  scienze,  let- 
tere  ed  arti”,  la  quäle  fit  letto  uelle  adunanze  dei  giorni  16  iuglio 
1840  e 21  luglio  1843.  Milaoo.  1843.  iu-4.  .#  .< 


« * • » 

* » » i»  » 


h >a  » 


» V 


t > > 4, 


VI  H t , 


• ^ : 


tu  t 


Praktische  Mechanik. 


*.w 


Bresson  ; Lehrbuch  der  Mechanik  iu  ihrer  Anwendung  auf 
die  physischen  Wissenschaften,  die  Künste  und  Gewerbe.  Aus  dein 
Fraoz..;  6te  Liefer.  gr.  4.  nebst  3 lith.  Tafeln  in  | Fol.  Leipzig. 

•1844,  12  ggf.  * fi l ti.»  . i * 

Bernoulli,  Prof.  Christoph:  Vademecum  des  Mechanikers,  oder 
praktisches  Handbuch  für  Mechaniker,  Mühlenbauer,  Ingenieurs,  Tech- 
niker und  Gewerbsleute.  4te  Aufl.  uingearb.  und  stark  verm.  von 
Job.  Gust.  Bernoulli,  Maschinenfabrikant  zu  Immendingen.  Stutt- 
gart. 1844.  8.  1 Thlr. 

.*  ..ne iio'i 

Weisbach,  J.:  Untersuchungen  ira  Gebiete  der  Mechanik  und 
Hydraulik.  Auf  eigene  Beobachtungen  gegründet.  2te  Abtheilung. 
4«  u.  d,  T.  Versuche  über  die  unvollkommene  Coutraction  des 
Wassers  heim  Ausfluss  desselben  aus.  Rühren  und  Gefässeu, ; Mit 
3 Figurentafeln.  4.  Leipzig.  1843.  2 Thlr.  16  ggr. 

/ 

ftlJVoe|fer,  M.:  Die  qquerfundcue  Pumpenmühle,  oder?;  Anwei- 
sung, gllc  Arten  von  Mühlen  an  Brunnen  oder  stebenflen  Gewässern 
anzuJegeu  und  durch  Pumpenwerke  in  Betrieb  zu  setzen.  Mit  10  li- 
thog.  Tafeln  (in  gr.  Ä.)Ti  gr.  8,  ^Quedlinburg,  1843.  1 Thlr.  8 ggr. 

lieber  die  Stabilität  der  Erdbekleidungen  und  deren  Funda- 
mente von  Poncelet.  Aus  dein  Französischen  übersetzt  und  mit 
einem  Anhänge  vermehrt  von  J.  W.  Luluneyer.  Braunschweig.  1844. 
8.  1 Thlr.  20  ggr.  ' ' * 

Maschinentafel  in  Farben,  eine  Dampfmaschine  darstellend.  Für 
höhere  und  niedere  Lehranstalten.  In  gr.  linper.  Folio.  Mannheim. 
1843.  Auf  Leinwand  mit  Holzstäben. . 4 Thlr. 

Erklärung  dazu.  4.  Ebeod.'  1843,  geh.  3 ggr. 

Werkzeichnungen,  oder  praktische  und  detaillirte  Zeichnungen. 
Beschreibungen  und  Erläuterungen  der  verschiedenen  Arten  vou 


säge  für  Tischler,  Instrumentenmacher  etc.  nach  A.  Gulloway. 
Transportable  eiserne  Winde  nach  engl.  Construction.  (6  littiogr. 
Blätter,  gr,  Fol.)  gr,  8.  Berlin.  1843«.  1 Thlr.  12  ggr.,(Mufr 
vergl.  Liter.  Ber.  .No,  XIV,  8.  215.)  . . : “ 
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Mallets  Bericht  iiber  die  atmosphärische  Eisenbahn  von  Dublin 
nach  Dalkey  in  Irland,  ausgeführt  und  in  Betrieb  gesetzt  von  den' 
Herren  €iegg  und  Samuda.  Mit  einem  Stahlstich:  Ansicht  der  at« 
mospbärischen  Eisenbahn  von  Dublin  nach  Dalkey:  Darmstadt.  1844. 
8.  6 ggr.  _ 

Taffe:  Application  de  la  möcanique  aux  machines  le  plus  en 
usage,  mues  par  l’eau,  la  vapeur,  le  veot  et  les  animaux  et  ä di- 
verses constructions.  3me  ddit.  ln- 8.  Paris.  1843.  10  fr. 

Lewesky,  N.  B.:  Notice  sur  la  macbine  a compression  atmo- 
spb^rique  a triple  moteur,  suivie  de  rdflexions,  lettres,  pötitions  etc. 

avec  4 feuilles.  Paris.  1844. 

* * 7 ✓ 

Fourneyron,  M.  B.:  Table-  pour  faciliter  les'calculs  des  for- 
males relatives  au  mouvement  des  eaux  dans  les  tuyaux  de  con- 
duite,  et  principalement  destinöe  ä abröger  les  calculs  et  ä dviter 
les  tätonnemene,  etc.  ln  *4.  de  2 feuilles.  Paris.  1844. 


Astronomie. 


" . ■ . • 

Möbius,  A.  F.:  Die  Hauptsätze  der  Astronomie  zum  Gebrauche 
bei  Vorlesuugen  für  Gebildete.  2te  Aufl.  Leipzig.  1844.  gr.  8. 

4 ggr. 

Stiefel,  E.:  Das  Planetensystem,  durch  ein  Drathgerippe,  Brei- 
tebahn genannt,  dargestellt,  wodurch  die  interessanten  Erscheinungen 
an  den  11  Planeten  und  4 Kometen,  namentlich  die  schiefe  Lage 
ihrer  Bahnen,  die  gefährliche  Stellung  mehrerer  Kometen,  die  Be- 
wegung der  Sonne  und  der  Sonnenflecken,  sogar  der  Umlauf  der 
Sternschnuppen  um  die  Sonne,  Jedermann,  besonders  der  Schulju- 
gend, aufs  Deutlichste  veranschaulicht  werden  können.  (Auf  Pappe 
in  einer  Kiste.)  Nebst  Anweisung  in  8.  Schwäbisch  Hall.  1843. 

5 Thlr.  — Die  Anweisung  allein  8 ggr. 

Betrachtungen  über  die  Anordnung  des  Sternsystems.  Ein  Vor- 
trag im  wissenschaftlichen  Vereine  zu  Berlin*  am  3.  Februar  1844 
gehalten  voo  J.  F.  Encke.  Berlin.  1844.  8.  6 ggr. 

Mutei:  Kldmens  d’astronomie  ou  cosmographie.  2me  editiou. 

In -12.  Paris.  1843.  1 fr.  80  c. 

* > 

Les  usages  de  la  sphere,  des  globes  cölestes  et  terrestres;  par 
Delamarche.  Huitieme  edition.  In  -8.  de  15  feuitles  i plus  8 cartes. 
Paris.  1844.  3 fr.  ' 

* « • 

Schumacher,  C.  A.  v.:  De  vigtigste  af  Astronomiens  Hovedlaer- 
domme,  populaert  fremsatte.  1.  Lcvering.  8.  Frolund  og  Flincb, 
Oopenhagen.  1843.  A.  48  fs.  • (compl.  i 2 Lev.)  * 
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. Floth  and  Ebbe  von  F.  H.  Germar.  » Nach  den  englischen 
Beobachtungen.  Magdeburg.  1842.  8.  . 16  ggr.  ' < 

Kleiner  astronomischer  Almanach  auf  das  Jahr  1844.  Vorzüg. 
lieb  zum  Gebrauch  der  Seeleute  herausgegeben  von  Herrmann  Kar* 
sten.  Rostock  und  Leipzig.  8.  12  ggr. 

Die  Einrichtung  ist  aus  den  früheren  Jahrgängen  bekannt. 

< 

< ► 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Herausgegeben  von 
C.  L.  Edlen  von  Littrow  und  F.  Schaub.  22.-  Tb.  (Neuer  Folge 
2.  Bd.)  Mit  3 lith.  Tafeln,  gr.  4.  Wien.  1843.  2 Thlr.  16  ggr. 

Middelboe,  S.:  Haandbog  for  den  practiske  Navigateur.  8. 
Copenhagen.  1843.  4 R.  48  s. 


Physik... 


* . * . I 

Anfangsgründe  der  Physik.  Vom  Professor  A.  von  Ettinghau* 
sen.  Zweite  Lieferung. 

M.  vergl.  Literar.  Bericht.  No.  XV.  S.  237. 

• * 

Brandes,  H.  W.:  Vorlesungen  über  die  Naturlehre  für  Leser, 
.denen  es  an  mathematischen  Kenntnissen  fehlt.  2te  verm.  u.  verb. 
Auflage,  besorgt  von  C.  W.  H.  Brandes  und  W.  J.  H.  Michaelis. 
Mit  Kupfern,  lste  Lieferung,  gr.  8.  Leipzig.  1844.  geh.  1 Thlr. 

Pouillet:  Lehrbuch  der  Experimentalphysik  und  der  Meteoro- 
logie. Noch  der  3ten  Original  - Ausgabe  aus  dem  Französischen 
übersetzt,  mit  Zusätzen  und  Ergänzungen  versehen  von  C.  H. 
Schnuse.  Band  2.  Mit  18  Tafeln  Abbildungen,  gr.  8.  Quedlinburg. 
1843.  2 Thlr.  2Q  ggr. 

Derselbe:  Lehrbuch  der  Physik  und  Meteorologie,  für  deutsche 
Verhältnisse  frei  bearbeitet  von  Dr.  Job.  Müller.  9 — 12  Lief,  oder 

11.  Bd.  4 — 6 Lief.  Braunschweig.  1844.  gr.  8.  ä 12  ggr. 

* . 

Lautenschläger,  Dr.  G.:  Figurentafeln  zur  Physik,  nebst  aus- 
führlicher Erklärung.  1.  Heft.  3.  Auf).  Lex.  - 8.  Mit  12  Tafeln. 
Darmstadt.  1843.  12  ggr. 

* Sammlung  von  Lehrsätzen,  Formeln  und  Aufgaben  aus  der  ge- 
wöhnlichen Rechenkunst,  Mathematik  und  Physik  von  Dr.  J.  Götz. 
Vierter  Theil  (Sammlung  von  Lehrsätzen,  Formeln  und  Aufgaben 
aus  der  Physik,  Astronomie  und  mathematischen  Geographie).  . Ber- 
lin. 1844.  8.  1 Thlr.  4 ggr. 

M.  vergl.  Literar.  Bericht.  No.  XV.  S.  227.-  . 1.  * 
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Osann,  Dr.  9.  W.:  Nene  Beiträge  zur  Chemie  und  Physik, 

mit  galvanokanstischen  Abbildungen.  Des  laten  Beitrags  2te  Liefer. 

8.  Würzbarg.  1843.  8 ggr. 

. * » * . • 

Deguio,  3W. : Cours  £lementaire  de  pbvsique.  4 £dit.  2 volle, 
io  8.  ensembie  de  57  feuilles.  plus  12  pk  Paris.  1844.  10  fr. 

p 

Boachardat,  A.:  Cours  des  Sciences  physiques  a Pusage  des 

ilhxes  de  pbiTosopbie  fedige  d’apres  le  programme  du  conseil  ro- 
yal de  rinstrnction  publique.  Partie  1.  2 Paris.  1844.  7 fr. 

Becquerel,  M. : Traite  de  Pbvsique  consideree  dass  ses  rap- 
ports  avec  la  chimie  et  les  Sciences  naturelles.  Tom.  2.  8.  de 

41  feailles.  Paris.  1844.  7 fr.  50  c. 


Sommerville:  On  the  Connexion  of  the  physical  Sciences. 

5th  edit.  London.  1844.  10  sh.  6 d. 

Bird,  G.:  Elements  of  Natural  Pbilosopby,  being  an  experi- 
mental Introduction  to  the  Study  of  the  Physical  Sciences.  2d  edi- 
tion,  revised  and  enlarged.  1843.  12  sh.  6 d. 

Trattato  di  fisica  elementare,  delF  abate  Francesco  Zantedescbi. 
Venezia.  1843.  Vol.  I.  In-12. 

Mozzoni:  Elementi  di  fisica  generale  ad  uso  delle  scuole  di 
filosofia.  Settima  edizione  een  nuove  aggiunte  e correzioni  per 

cura  di  L.  Masieri.  Milano.  1843.  In  -8. 

. « 

Dncoin -Girardin:  Trattenimenti  sulla  fisica  e sue  piü  curiose 
applicazioni.  Versione  di  Carlo  A.  lalle.  Torino.  1843.  ln *8. 
2 (avole  lifografiche.  * 

' .... 

Scinä,  abbate  Domenico.  Elementi  di  fisica.  Seconda  edizione 
milanese  con  aggiunte.  Milano.  1842.  -Tomo  III.  In-12.  e 5 ta- 
vole.  Tomo  IV.  ed  nltimo.  1843.  * ln-12.  4 tarole. 

i . . * • , -> 

Scarpati:  Catecbismo  di  fisica,  ee.  Napoli.  .1842...  ln»8. 

. . //  , > , % t • * , 

Trattato  di  fisica  elementare,  complicato  dal^prqfessore  CiMW 
Bossari.  Milano.  1843.  ln -16.  2 tavole. 

Elementi  fisico.-chimici,  del  dr.  Maurizio  Reviglio , professore 
di  botanica  e materia  - medica  nella  jf.  scuola  veterinaria,  ad  uso 
degli  allievi  della  medesima.  Fossano.  1843.  ln  *8.  • 

. i $ i . • v * ! * . ■ 

i Fardely,  Will.-.  Der  elektrische  Telegraph,  -mit  besonderer  Be- 
rücksichtigung seiner  praktischen  Anwendung,  für  den  getahrlosen 
und  zweckmässigen  Betrieb  der  Eisenbahnen,  nebst  Beifügung  der 
neuesten  Einrichtungen  und  Verbesserungen,,  iund  einer  ausführli- 
chen Beschreibung- ' eines  elektro- magnetischen  Druck telegraphen. 
Mit  erläuternden  Zeichnungen.  gr*^8.  mit  .2  Taf.  in  1 Fol.  •ÄWff’ 
beim.  - .1844.  1 Thlr,  < > • *"  **  «*  * 


* t » 


<1  « 1 » 
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Galletti,  B.  ct  Jounin:/  De  l*Elec£ricitd  eo  geo^ral  <ft  de  se» 
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aßplications  :*en  particulier.  1,'*  partie,  avec  2 feuilles.  . Paris. 
1844.  .8.  • v * : . t * » - • ••  i 


Lardner,  D.  and  C.  V.  Walker:  Manual  of  Electricity  and  Me- 
teörology.  Vol.  2.  London.  1844.  8..  6 s. 

• . - • % • • t * V . » ‘ 


Francis,  G. : Electrical  Experiments  illustrating  the  Theory, 
Practice  and  Application  of  tbe  Science  of  Free  or  Frictional  Elec- 
tricity, contaiuing  the  Metbods  of  Muking  and  Managing  Electri- 
cal Apparatus  of  everv  description,  with  numerous  Illustrative  En- 
gravings.  London.*  1844.  8.  cloth.  4 sb. 


Noad , H.  M.:  On  Electricity,  comprising  Galvanism,  Magne- 
tism,  Electro-Magnetism,  Magneto -and  Thermo -electricity.  New 
edition  illustr.  by  nearly  300  woodcuts.  8.  London.-  1844.  14  sb. 


lotorno  ai  processi  meccanici  atti  a sviluppare  ne’corpi  solidi 
Pelettricita  statica,  e'  di  alcune  applicuzioni  che  ne  derivano,  me- 
moria di  Antonio  Perego,  professprc  di  fisica  e storia  naturale  0611’ 
i.  r.  liceo  di  Brescia.  Brescia.  1843.  ln  -8. 


• > Scorcsby,  W.: . Magnetical  Investigations.  Part  2,  comprising 
Investigations  concerning  the  Laws  or  Principles  affecting  the 
power  of  Magnetic  Steel  Plates  or  Bars  iu  combination  as  well  as 
singly,  under  various  conditions  as  to  muss,  bardness,  -quaiity, 
form  etc.  as  also  concerning  tbe  comparative  powers  of  bast  Iron. 
8.  London,  1843.  cloth  10  sb.  6 d.  - • " / 


Palmieri,  Luigi  e P.  Santi  Linari:  Nuove  esperienze  solle  in- 

* - - — -*  - — * — > * * .■ 

i.  ln  4.  i «♦  V»-  »* 


U*  * *• 

Gaur 
travail  au 


duzinni  del  mognetismo.  terrestre.  Napoli.  1843 

.1  •-»  *.  . * : / 

Instructions  pour  le  daguerreotype  et  Pusaj^e  de  l’uppareil  ( 
din,  suivi  d'une  Notice  abregee  de  l’electroplastique  et  le  travai 
bain  d’argent.  In -8.  de  3.  feuilles. . Paris.  1844.  . ^ j.  * . 

* 4 t i * . 

Kiener,  Jo^.:  Almanach  thdoriqüe  et  pratique  dd  Pdclairage 

par  le  gaz.  ln  -12.  3 feuiUes.  Paris.  1844.  - 

*<  v » 1 ® * » * 1 ,,  i * • • « *•  , * M»  * 1**  » 

. Nah],  Dr.  F.  G. : j Meteorologische  und  naturhistorische  Anna- 
len des  Jahres  1843.  2 Thlr..  12  ggr.  2.  Heft.  gr.  8.  Darmstadt. 
1844. 


Annalen  für  Meteorologie,  Erdmagnetismus  und  ver- 
wandte Gegenständ,  rcdigirt  von  Grunert,  Koller,  Kreil, 
Lamont,  Plieninger,  Quctclet,*  Stieffel,  herausgegeben 
yon  Dr.  J.  Latnoot.  , , , 

Jahrgang  1843.  Heft  VI.  München.  1843,  8.  Magneti- 
sche Terminbeobachtungen  in  Mailand,  München,  Prag,  Krerasinün- 
ster  1842.  — Meteorologische  und  magnetische  Beobachtungen  iu 
Cracau,  1841  und  1842,  von  Herrn  Professor  Weisse.  — Meteoro- 
logische Beobachtungen,  angestellt  an  der  kgl.  Sternwarte  in  Nea- 
pel in  den  Jahren  1841  und  1842  von  Herrn  Capocci.  — Resultate 
der  magaetischeq  Messungen  des  Herrn  Kreil  in  Bobinen.  — Stüud- 
licher  Gang  der  Temperatur  und  des  Luftdruckes,  beobachtet  im 
Jahre  1843  an  der  königl.  Sternwarte  bei  München,  erste  Jahres- 
hälfte.'!': Meteorologische  Beobachtungen  zu  Ofen;  1842,  von  Herrn 
Professor  Mayer.  — Vermischte  Nachrichten  vom  Herausgeber.  ' 
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Jahrgang  1843.  Heft  VII.  Magnetische  Störungen,  beob- 
achtet im  magnetischen  Observatorium  in  München  * während  des 
Jahres  1842.  — Meteorologische  Beobachtungen  an  der  k.  Stern.  • 
warte  in  Mailand,  angestellt  im  Jahre  1842,  mitgetheilt  von  Herrn 
Cnpelli.  — Regenmenge  zu  Carlsruhe.  Von  Herrn  Prof.  Stieffel.  — 
Monatliche  Resultate  der  Windrichtung  und  Stärke  in  Regensburg, 
Würzburg,  Hof,  Schönthal,  Mergentheim,  Schussenried,  Giengen 
an  der  Brenz,  Tuttlingen,  Issny,  1841.  — Tägliche  Beobachtungen 
der  Windrichtung  und  Stärke  in  Wien,  Salzburg,  Stuttgart,  Bens- 
berg  und  Cronberg,  1842.  — Meteorologische.  Beobachtungen  in 
Breda  von  Herrn  Wenkebacb.  — Meteorologische  Beobachtungen 
in  Grätz,  1842.  Von  Herrn  Professor  Dr.  Gintl.  — Uebersicht  der 
meteorologischen  Beobachtungen  zu  Bodenbach  im  Jahre  1842  von 
dem  k.  Forstmeister  Herrn  Seidl.  — Zusammenstellung  der  monat- 
lichen Mittel  der  Temperatur  und  des  Luftdruckes  m Prag  und 
Schössl  1841,  dann  in  Wien,  Salzburg,  Hobenpeissenberg,  Lands- 
berg,  Freysing,  Dillingen,  Mallersdorf,  Burglengenfeld,  Gunzen- 
hausen, Ansbach,  Neustadt  a.  d.  A.,  Würzburg,  Hof,  Cronberg, 
Bensberg,  Prag,  Schössl,  Bodenbach,  Utrecht,  1842.  — Menge  des 
meteorischen  Wassers  1841  in  Lyon,  Parma,  Hobenpeissenberg, 
München,  Regensburg,  Landsberg,  Neustadt  a.  d.  A.,  Issny,  Gien- 
gen an  der  Brenz,  Schussenried,  Schönthal,  Schössl,  Prag.  — 
Monatliche  Mittel  des  Dunstdrucks  in  Wien,  Schussenried,  "Hof,  , 
Würzburg,  Bissingen,  Giengen  an  der  Brenz,! Ansbach,  Burgien- 

Senfeid ,.  1841.  — Meteorologische  Beobachtungen  in  Carlsruhe, 

$42,  von  Herrn  Professor  Stieffel.  , 4 , 

c 

' Froebel,  Dr.  J.:  Grundzüge  eines  Systemes  der  Krystallologie 
oder  der  Naturgeschichte  der  unorganischen  Individuen.  8.  ^Zürich 
und  Winterthur.  1843.  geh.  21  ggr.  . . 

Geinitz,  Dr.  H.  R.:  Ueber  die  in  der  Natur  möglichen  und 
wirklich  vorkommenden  Krystallsysteme.  gr.  Lex. -8.  Mit  3 litb. 
Tafeln.  Dresden.  1843.  geh.  8 ggr. 

Hartmann,  Dr.  C.:  -Grundzüge  der  Geologie  in  allgemein  fass- 
lichem Vortrage.  Mit  107  (eingedruckten)  Abbildungen,  gr.  8. 
Leipzig.  1843.  geh.  2 Thlr.  16  ggr». 

« 

Burmeister,  Dr.  H.:  Geschichte  der  Schöpfung.  Eine  Darstel- 
lung des  Entwickelungsganges  der  Erde  und  ihrer  Bewohner,  gr.  8. 
Leipzig.  1843.  geh.  1 Thlr.  19|  ggr. 

Bertrand,  Dr.  A. : Die  Revolutionen  des  Erdballs.  Nach  der 
5ten  verm.  und  mit  neuen  Anmerkungen  von  Arago,  Elie  de  Beau-  * 
mont,  Alex.  Brongniard  u.  A.  bereicherten  Ausgabe  des  französi- 
schen Originals  für  das  Bedürfniss  deutscher  Leser  frei  bearbeitet 
yon  Dr.  P.  von  Maack,  Mit  5 Steindrucktafeln,  gr.  8.  Kiel.  1844. 
geh.  1 Thlr.  12  ggr. 

. . Hugi,  F.  J.:  Die  Gletscher  und  die  erratischen  Blöcke.  Lex.-8. 

Solothurn.  1843.  geh.  1 4Thlr.  18  ggr.  *' 

• * 

Hopkins,  E.:.  On  the  Connexion  of  Geology  with  Terrestrial 
Magnetism,  showing  the  general  Polarity  of  Matter,  the  Meridiooal  , 
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Structure  of  Crystalline  Rocks,  Ihoir  Tranaitions,  Movement*,  and 
Dislocatious,  including  the  Sedimentary  Rocks,  the  Laws  regula- 
ting  the  Distribution  of  Metalliferous  Deposits,  and  other  Magnetic 
Phänomens.  London.  1844.  8.  24  engraving*.  10  ab.  0 d. 


f 
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Vermischte  Schriften. 


Videnskabernes  Selskabs  noturvidebskabelige  og  mathematiske 
Afhandlinger,  X.  4.  Med  28.  Tavler.  Copenhagen.  1843.  2 Rbd. 
48  Sk. 

. » 

. s 

Astronomisch  • meteorologisches  Jahrbuch  für  Prag 
von  K. , Kreil,  Dritter  Jahrgang.  1844.  Prag.  1 Thlr. 

8 rer- 

. Ausser  der  gewöhnlichen  astronomischen  Ephemeride  enthält 
dieser  Jahrgang  die  drei  folgenden  lesenswerten  Aufsätze:  Mag« 
netische  Störungen.  Bessel’*  Bestimmung  der  Parallaxe  eines  Fix* 
Sterns.  J)uppler’s  Erklärung  des  farbigen  Lichts  der  Doppelsterno 
und  einiger  anderer  Gestirne.  Diese  wahrhaft  populär  gehaltenen 
Aufsätze  sind  in  jeder  Beziehung  geeignet,  richtige  Ansichten  über 
die  behandelten  Gegenstände  auch  in  grösseren  Kreisen  gebildeter 
Leser  zu  verbreiten,  und  genijgen  den  Bedürfnissen  und  Anforde« 
rungen  der  Zeit. 

■Jahrbuch  für  1844.  Herausgegeben  von  H.  C.  Schu- 
macher, mit  Beiträgen  von  Steinheil,  Moser  und  Arge- 
lander.  Stuttgart  und  Tübingen.  1844.  8. 

Diese  Abteilung  des  Jahrbuchs  enthält  ausser  den  gewöhnli- 
chen Tafeln  drei  interessante  Abhandlungen.  Zuerst  ein  Schreiben 
des  Herrn  Professor  von  Steinbeil  in  München  an  den  Herausge- 
ber über  mehrere  von  demselben  theils  neu  erfundene,  tbeils  ver- 
besserte ältere  Instrumente,  welche  wir  hier  nur  dem  Namen  noch 
aufrühren  können,  die  Leser  des  Archivs  aber  dringend  aufzufordern 
nichtunter  lassen  köunen,  sich  mit  diesen  neuen  sinnreichen  Einrich- 
tungen bekannt  zu  machen.  Die  einzelnen  Rubriken  sind  folgende: 
Meridiankreis;  Asirograph;  Heliotrop  (eine  neue  sehr  einfache  Einrich- 
tung dieses  bekannten  von  Gauss  erfundenen  Instruments,  auf  w'elche 
wir  besonders  die  Geodäten  aufmerksam  machen);  Mikrometer;  Bei- 
träge  zur  Optik  (der  Verf.  hat  Frauenhofers  Fernrohre  sorgfältig 
untersucht  und  ihre  Dimensionen  ermittelt);  Correctionsfernrobr;. 
Prismenkreise j Photometer;  Technik;  Galvunische  Uhren;  Pyroscop 
(eine  Vorrichtung,  den  Ort  eines  Feuers  in  der  Nacht  mit  Sicher- 
heit zu  'bestimmen,  welche  sehr  einfach  ist  und  wohl  der  Aufmerk- 
samkeit der  Behörden  empfohlen  zu  werden  verdient;  eine  von  der 
v.  Steinheil*schen,  so  viel  uns  noch  erinnerlich  ist,  ganz  verschie- 
dene Einrichtung  zu  gleichem  Zwecke  ist  früher  von  Littrow  in 
einer  besondern  Schritt  beschrieben  worden);  Optische  Probe  (zur 
Prüfung  des  Gehalts  der  Biete);  Weingeistprobe  (Branntweinwaage). 
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— ‘«Hierauf  folgt  der  zweite  Aufsatz  von  Moser  über  seine  Ent- 
deckung des  sogenannten  unsichtbaren  Lichts.  — In  dem  dritten 
Aufsätze  ist  ein  Von  uns  seit  längerer  Zeit  eifrig  gehegter  Wunsch 
von  .Herrn  Professor  Argeiander  in  Bonn  auf  eine  ausgezeichnete 
T Weise  erfüllt  worden.  Der  Herr  Verf.  hot  nämlich  in  diesem  ziem* 
lieh  langen  und  sehr  deutlich  geschriebenen  Aufsatze  Liebhabern 
der  Astronomie,  welche  nicht  im  Besitz  kostbarer  Instrumente  und 
vieler  mathematischer  Kenntnisse  sind,  eiue  Anweisung  ertheilt,  auf 
welche  Himmelserscheinungcn  sie  ihr  Augenmerk  vorzüglich  zu 
richten  und  wie  sie  dieselben  zu  beobachten  haben,  wenn  sie  durch 
ihre  Beobachtungen  der  Wissenschaft  so  viel  als  möglich  nützen 
wollen,  und  betrachtet  nach  einer  allgemeinen  Einleitung  über  die 
Art  zu  beobachten  überhaupt  nach  und  nach  die  folgenden  Erschei- 
nungen mit  hinreichender  Ausführlichkeit:  das  Nordlieht,  das  Zo- 
diacnllicht,  die  Sternschnuppen , die  Dämmerung,  die  Mildistrasse, 
die  Grössen  ,und  Farben  der  Sterne,  die  veränderlichen  Sterne. 

Ein  Aufsatz  wie  der  vorliegende  hat  uns  längst  gefehlt,  und  wir 
legen  das  aufmerksame  Studium  desselben  Liebhabern  der  Astrono- 
mie dringend  auV  Herz.  Dann  wird  es  hoffentlich  auch  fernerhin 
nicht  mehr  Leute  geben,  die,  nur  mit  einem  sehr  mässigen  Fern-'  , 
rohre  versehen,  vielleicht  viele  Nächte  damit  verschwenden,  einem 
in  einer  gewöhnlichen  Zeitung  angekündigten  telescopisclien  Co- 
' nieten  aüfzusuchen,  und,  wenn  sie  denselben  gefunden  zu  haben 
glauben,  dann  doch  nicht  wissen,  ob  sie  an  dem  angegebenen  un- 
gefähren Orte  nicht- einen  blossen  Nebelfleck  gesehen  haben;  weil 
es  ihnen  sowohl  an  allen  Mitteln,  als  auch  an  allen  Kenntnissen 
, zu  einer  genauen  Ortsbestimmung  fehlt.  Noch  bedauerlicher  aber 
ist  es*  wenn  dann  dergleichen  Leute,  wie  sie  uns  leider  wirklich 
vorgekommen  sind,  sich  wohl  gar  für  Astronomen  halten,  indem 
sie  doch  genaue  winkelmessende  Instrumente  kaum  dem  Namen 
nach  kennen,  und  nur  mit  Mühe  den  pythagoräischen  Lehrsatz  zu 
beweisen  im  Stande  sind.  Wir  hoffen  daher  zuversichtlich,  dass 
auch  in  dieser  Beziehung  der  treffliche  Aufsatz  des  Herrn  Profes- 
sor Argeiander  sehr  wohlthätig  wirken  und  Leute  wie  die  vorher 
näher  charakterisirteo  veranlassen  werde,  ihre  Tbätigkeit  auf  nütz- 
lichere Dinge  zu  richten  und  jene  schwierigem  Beobachtungen  den 
eigentlichen  Astronomen  zu  überlassen.  ' • „ 

The  Cambridge  mathema ti ca  1 Journal.  No.  XX.-  Fe- 
bruury.  1844.  — I.  On  the  Lunar  Tbeory.  Continued  from 
Vol.lll.  p.  257.  — II.  On  the  Eqnation  {D  -4-  a)n?/  = X.  — III. 
Elemcntary  Demonstration  of  Dupin's  Theorem.  ; — IV.  Note  on  a 
Definite  Multiple  Integral.  — V.  Note  on  some  Points  in  the  Theory 
of  Heot.  — VI.  On  the  lntensity  of  Light  in  the  Shadow  of  a very 
, small  Circular  Disk.  — VH.  On  the  Motion  of  the  Centre  of  Gra- 
vity  of  Broken  Bodiesi  By  W.  Wnlton.  M.  A.  -Trinity  College.  — 

VIII,  On  the  inverse  Calculus  of  Definite  Integrals.  By  George 
Boole.  ■ — IX.  On  a New  Species  of  Equations  of  Differenccs.  i — 

X.  Notes  on  Magnetism.  By  R.  L.  Ellis,  M.  A.  Fellow  of  'Tfinity 
College.  — XL ‘Addendum  to  Art.  If;  1 ‘ • 
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B i t t e. 


Bei  dem  Erscheinen  dieser  Nummer  des  Literarischen  Berichts, 
welche  die  erste  des  fünften  Theils  des 'Archivs  ist,  ersuche  ich 
die  geehrten  Leser  dieser  Zeitschrift,  mir  etwanige  Wünsche  we- 
gen der  Einrichtung  des  Literarischen  Berichts  mitzutheilen , und 
mich  mit  desfallsigen  Rathschlägen  gütigst  zu  unterstützen , indem 
es  mein  eifrigster  Wunsch  ist,  durch  denselben,  so  wie  durch  die 
Herausgabe  der  Zeitschrift  überhaupt,  dem  betreffenden  Publikum 
so  viel  als  möglich  zu  nützen.  Alle  mir  zu  machenden  Zusendun- 
gen werden  auf  dem  Wege  des  Buchhandels  sicher  und  auch  stets 
in  möglichst  kurzer  Zeit  in  meine  Hände  gelangen. 

Der  Herausgeber. 
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XVIII. 


Literarischer  Bericht. 


t 

Schriften  über  Unterrichtsmethode. 


lieber  Zweck  und  Methode  des  mathematischen  Un- 
terrichts auf  Gymnasien  nebst  u n ge k n ü pfrc in  Versuche 
-einer  einfacher  begründeten  Auflösung  der  sectio  au- 
rea  von  J o s e (» h Ilelmes,  Oberlehrer  der  Mathematik  und 
Physik  am  Gymnasium  zu  Gelle.  Hannover.  1844.  4. 

Dieses  manche  gute  Bemerkung  enthaltende  Schulprogramm  enthält 
namentlich  auch  eine  Würdigung  einer  uuter  dem  28.  Februar  1843 
in  Betreff’  des  mathematischen  Unterrichts  erlassenen  Verfügung  des 
Churfürstlich  - Hessischen  Ministeriums  des  Innern  aut  ein  von  der 
Schul • Commission  für  Gymuasialangelegenheiten  eingezogenes  Gut- 
achten. Selten  ist  wohl  eine  das  wahre  Wesen  einer  Wissenschaft 
und  deren  Bedeutung  für  den  Schulunterricht  so  durch  uud  durch 
verkennende  Verordnung  erlassen  worden.  Nun  es  gieht  ja  in 
Churhessen  auf  dessen  Landes  - Universität  und  Gymnasien  treff- 
liche Mathematiker  uud  ausgezeichnete,  völlig  mit  dem  Wesen 
der  Mathematik  und  ihrer  Bedeutung  als  Unterrichtsmittel  ver- 
traute Lehrer  genug,  welche  die  Wissenschaft  doch  nach  wie 
vor  in  ihrem  Geiste  behandeln  und  vortragen  werden,  wenn  sie 
auch  in  Bezug  auf  den  Umfang  des  Unterrichts  in  materieller  Be- 
ziehung sich  innerhalb  der  vorgeschriebencn  Gränzen  zu  bewe- 

fen  genöthigt  sind,  was  man  sich  aber  auch  leicht  gefallen  lassen 
ann , da  hei  dein  mathematischen  Schulunterrichte  am  Ende  doch 
Alles  auf  die  Methode  und  den  Geist  ankoinmt,  in  welchem  derselbe 
ertheilt  wird.  Ueberdies  wird  ja  auch,  wofür  sich  u.  A.  Th.  II. 
S.  212.  des  Archivs  ein  sehr  iu  die  Augen  fallender  höchst  erfreu- 
licher Beweis  findet,  iu  Churhessen  von  den  höchsten  Personeu 
dem  mathematischen  und  physikalischen  Unterrichte  so  viele  Auf- 
merksamkeit uud  Theilnahme  geschenkt,  dass  von  der  in  dem  vor- 
liegenden Programme  gehörig  gewürdigten  Verordnung  ein  dauern- 
der nachtlieiliger  Einfluss  aut  das  Gedeihen  des  mathematischen. 
Unterrichts  auf  den  Churhessischen  Lehranstalten  nicht  befürchtet 
werden  darf. 

Hiiud  V. 
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Die  im  Auhange  za  diesem  Programme  (S.  27  — 34.)  abge- 
druckten Bemerkungen  über  die  sectio  aurea  stimmen  im  Ganzes 
mit  dem  Inhalte  des  im  Archive  Thl.  IV.  S.  15.  abgedruckten  Auf- 
.satzes  überein.  Damit  es  nun  nicht  scheine,  als  habe  der  Herr 
Verfasser  wissentlich  ein  und  denselben  Gegenstand  an  zwei  ver- 
schiedenen Orten  veröffentlicht,  so  ist  der  Herausgeber  des  Archivs, 

, in  dessen  Händen  der  erwähnte  Aufsatz  sich  mindestens  ein  ganzes 
Jahr  vor  seinem  Abdrucke  befand,  gern  erbötig,  in  dieser  Bezie- 
hung alle  Schuld,  wenu  überhaupt  eine  daraus  erwachsen  kann,  auf 
sich  zu  nehmen. 

Sind  die  Naturwissenschaften  «in  Bildungsmittel? 
Eine  literarische  Streitfrage,  der  öffentlichen  Beurtei- 
lung vorgelegt  von  Dr.  Elias  Fries,  Professor  an  der 
Universität  zu  Upsala.  Aus  dem  Schwedischen  vom  Pro- 
fessor Hornschuch.  Dresden  und  Leipzig.  1844.  8.  8 ggr. 

Allerdings  war  diese  kleine  Schrift  eines  der  ersten  schwedi- 
schen Naturforsclrer  der  Uebersetzung,  zu  deren  Herausgabe  der 
Herr  Uebersetzer  durch  Herrn  Hofrath  Reichenbach  in  Dresden  be- 
sonders veranlasst  wurde,  und  der  Verpflanzung  uuf  deutschen  Be- 
den werth.  Das  Original  findet  sich  in  der  unter  dem  Titel:  Bo- 
taniske  utflygter.  En  sa  in  in  ling  af  strödda  tili  fällig 
hetsskrifter.  Fö-rstu  bandet.  Upsala.  1843.  8.  erschienenen 
Sammlung  kleiner  Schriften  des  Herrn  Prof.  Elias  Fries.  Möge 
der  luhalt  dieser  Schrift  immer  mehr  beherzigt,  und  den  Naturwis- 
senschaften immer  allgemeiner  der  hohe  Rang  als  Bildungsmittel 
des  jugendlichen  Geistes  uud  Herzens  angewiesen  werden,  welcher 
denselben  iu  jeder  Beziehung  so  sehr  gebührt,  wie  nur  derjenige 
gehörig  zu  beurteilen  versteht,  der  durch  eignes  sorgfältiges 
Studium  selbst  bis  zu  einer  gewissen  Tiefe  in  diesen  Zweig  der 
menschlichen  Keuntnisse  eingedrungen  ist.  Andere  sollten  sieb  ein 
Urtheil  nicht  aumaassen,  wie  leider  namentlich  nur  zu  oft  von  einer 
gewisseu  Seite  her  geschieht.  Man  kanu  nur  mit  Bedauern  auf  sol- 
che aus  Uukenntniss  und  Unwissenheit  hervorgegangene  Urthcile 
herabsehen. 


f 

Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Versuch  einer  heuristischen  Entwickelung  derGrund- 
lehren  der  reinen  Mathematik  zum  Gebrauche  bei  dem 
Unterrichte  auf  Gelehrten  sch  ulen  von  Carl  Gustav  Wun- 
der, Professor  und  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik 
an  der  Königlichen  Landesschule  St.  Afra  zu  Meissen. 
Zweite  durchaus  umgearbeitete  und  um  Vieles  vermehrte 
Ausgabe.  Leipzig.  1844.  8.  1 Thlr.  15  ggr. 

Dieses  vorzügliche,  mit  grosser  Gründlichkeit  und  zweck- 
massiger  Kürze  verfasste  Schulbuch  erscheint  in  dieser  neuen  Auf- 
lage in  einer  vielfach  veränderten  Gestalt  mit  beträchtlichen  Ver- 


Digitized  by  Google 


275 


mehrungeu.  So  viel  uns  die  erste,  jetzt  gerade  nicht  vor  uns  lie- 
gende Auflage  noch  im  Gedächtnisse  ist,  sind  in  dieser  neuen  Auf- 
lage die  Beweise  der  verschiedenen  Sätze,  ohne  dieselben  vollstäti» 
dig  zu,  entwickeln,  mit  allen  nöthigen  Hinweisungen  auf  frühere 
Sätze  etwas  weiter  ausgeführt  worden,  was  nur  gebilligt  werden 
kann,  da  das  Buch  nun  mehr  die  Gestalt  eines  eigentlichen  Com- 
pendiums  erhalten  hat.  Der  Inhalt  desselben  erstreckt  sich  über  die 
gemeine  und  allgemeine  Arithmetik,  die  Elemente  der  Analysis,  die 
Algebra  bis  einschliesslich  zu  den  Gleichungen  des  dritten  Grades, 
die  unbestimmte  Analytik,  die  ebene  uud  sphärische  Trigonometrie, 
die  Elemente  der  analytischen  Geometrie,  und  die  Kegelschnitte. 
In  einem  Anhänge  ist  eine  Reihe  zweckmässig  gewählter  Debungs- 
aufgaben  beigegeben. 

Rocco,  Carlo:  Catechmno  di  matematiche  pure  ad  uso  degli 
studii  generali.  Napoli.  1842.  ln  8. 


t 

Arithmetik. 


Neun  Abhandlungen  über  eben  so  wichtige  als  inter- 
essante Gegenstände  aus  der  Algebra  und  nie  dem  Ana- 
lysis. Für  höhere  Lehranstalten,  so  wie  zum  Selbstun- 
terrichte. Von  den  Professoren  Lefdh-ure  de  Fourcy, 
M.  Vincent,  L.  F.  Ritter.  Stuttgart.  1844.  8.  1 Thlr.  6 ggr. 

Ständen  nicht  die  Worte:  ,,Für  höhere  Lehranstalten,  so  wie 
vorzüglich  zum  Selbstunterrichte”  auf  dem  Titel,  so  könnte  man 
durch  dessen  übrige  Fassung  wohl  zu  der  Vermuthung  verleitet 
werden,  in  dieser  Schrift  etwas  Neues  in  materieller  oder  formeller 
Beziehung  zu  suchen,  worin  man  sich  aber  getäuscht  finden  würde, 
da  dieselbe  nichts  als  allgemein  bekannte  Dinge  enthält.  Ihr  Inhalt 
ist  folgender.  Die  Anwendung  der  quadratischen  Gleichungen  zuin 
Bestimmen  des  Maximums  und  Minimums  der  Functionen.  Von 
L.  F.  Ritter.  — Die  Auflösung  der  unbestimmten  quadratischen  Glei- 
chungen mit  zwei  Unbekannten.  Von  L.  F.  Ritter.  — Die  combi- 
natorischen  Grundoperationen.  Von  L.  F.  Riiter.  — Die  Elemente 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Von  L.  F.  Ritter.  — Die  höhe- 
ren arithmetischen  und  geometrischen  Reihen.  Von  L.  F.  Ritter. 
Der  S.  108.  gegebene  Begriff  der  höheren  arithmetischen  und  geo- 
metrischen Reihen  ist  ziemlich  unbestimmt;  überhaupt  sieht  man  aus 
dem  ganzen  Aufsatze  gar  nicht,  was  der  Verfasser  unter  höheren 
geometrischen  Reihen  verstanden  wissen  will , in  einem  so  völlig 
bestimmten  Sinne  nämlich,  in  welchem  gewöhnlich  der  Begriff  der 
höheren  arithmetischen  Reiben  gefasst  wird.  — Trigonometrische 
Formeln  uud  Reihen,  welche  in  der  höheren  Mathematik  eine  grosse 
Anwendung  finden.  Von  Lefehure  de  Fourcy.  ln  einer  Note  zu 
dieser  Abhandlung  (S.  160.)  sagt  Herr  Ritter:  ,, Die  Zahl  2,7182818 
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machte  Neper  (geboren  zu  Marchiston*)  in  Schottland  1550,  ge* 
storben  1618),  der  Erfinder  der  Logarithmen ,,  zur  Basis  seines  Lo- 
garithmensystems”,  und  nennt  auch  nachher  immer  Nepersche  Loga- 
rithmen die  Logarithmen,  deren  Basis  die  obige  Zahl  e ist.  Das 
ist  falsch.  Bekanntlich  ist  schon  vor  ziemlich  langer  Zeit  ein 
Streit  über  die  Neperschen  Logarithmen  zwischen  karsten  und 
Kästner  geführt  worden.  In  der  zweiten  Sammlung  astronomi- 
scher Abhandlungen.  Göttingen.  1774.  S.  68.  hat  Kästner  die 
Basis  der  Neper'schen  Logarithmen,  die  Zahl  nämlich  deren  Neper’ - 
scher  Logarithmus  die  Einheit  ist,  berechnet,  und  für  dieselbe  den 
Werth  9999990,00000005  gefunden.  Die  einzig  richtige  Benennung 
für  die  Logarithmen,  deren  Basis  die  Zahl  e ist,  ist  der  uueh  ganz 
gewöhnliche  Name  natürliche  oder  hyperbolische  Logarithmen. 
Wozu  also  eine  neue  und  dazu  falsche  Benennung?  Von  der  Kon- 
vergenz und  Divergenz  der  Reihen  ist  in  der  vorliegenden  Abhand- 
lung überhaupt  nicht  die  Rede.  — Die  trigonometrische  Auflösung 
der  binomischen  Gleichungen  von  jedem  Grade.  Von  Lefebure  de 
Fourcy.  — Die  trigonometrische  Auflösung  der  allgemeinen  Glei- 
chungen des  dritten  Grades.  Vou  Lefebure  de  Fourcy.  — Von  der 
Berechnung  des  Fehlers,  welcher  aus  der  Anwendung  der  Propor- 
tion entspringt,  die  der  Gebrauch  der  Logarithmentafeln  vorschreibt. 
Von  M.  Vincent.  — Uebrigens  ist  die  Darstellungsweise  in  dieser 
Schrift  deutlich,  und  dieselbe  kann  denjenigen  Anfängern,  welche 
über  die  ganz  gewöhnlichen  Elemeute  der  Algebra  hinausgehen 
wollen,  immerhin  empfohlen  werden,  welches  wahrscheinlich  auch 
der  Zweck  ist,  den  der  Verfasser  durch  dieselbe  zu  erreichen  beab- 
sichtigte, da  ein  auderer  nicht  wohl  denkbar  ist.  Für  Lehrer  ent- 
hält sie,  wie  schon  bemerkt  worden  ist,  in  keiner  Beziehung  etwas 
Neues. 

Leichte  und  sichere  Methode  sämmtliche  Wurzeln 
eiuer  höhern  numerischen  Gleichung  aufzusuchen  und 
zu  berechnen.  Für  Schüler  und  praktische  Rechner. 
Vou  G.  A.  Jahn.  Leipzig»  1844.  8.  12  ggr. 

Laut  der  Einleitung  hat  der  Verfasser  durch  dieses  eine  ziem- 
liche Anzahl  vollständig  ausgeführter  Beispiele  enthaltende  Schrift- 
chen  vorzüglich  praktischen  Rechnern  zu  nützen  gesucht,  und  sich 
daher  rn  demselben  weniger  auf  Demonstrationen  als  auf  Recli- 
nungsregeln  eingelassen,  überhaupt  so  wenig  uls  möglich  Vorkennt- 
nisse  vorauszusetzen  gestrebt.  Schülern  der  Algebra,  wenn  der 
Verfasser  darunter  Schüler  auf  wissenschaftlichen  Yjehranstalten  ver- 
steht, möchten  wir  aber  doch  die  Beweise  nicht  zu  erlassen  geneigt 
sein.  Denn  eine  wahre  Einsicht  in  das  Wesen  einer  Methode,  wel- 
che doch  auf  höheren  Lehranstalten  zunächst  und  vorzugsweise  der 
Zweck  alles  Unterrichts  sein  muss,  wird  nur  durch  völlig  strenge 
Beweise  aller  aufgestcllten  Sätze  erreicht. 

Coleuso.  J.  W.:  The  Elements  of  Algebra,  designed  for  the 
use  of  Schools.  4th  edition,  revised  aud  corrected.  12mo.  Cam- 
bridge. 1844.  cloth.  4 sh.  6 ds. 

Bonnycastle’s  lutroduction  to  Algebra.  12th  editioo,  corrected 
and  improved  by  Mayuard.  London.  1844.  12mo.  4 sh.  boards. 

A Key  to  the  sarne.  12mo.  4 sh.  6 ds. 
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Bonnycastle’s  Trentise  on  Algebra.  2d  edition.  2 vols.  8vo.. 

London.  1844.  1 L.  5 sh.  6 ds. 

% 

Nicholson  and  Rowhotham , Practica!  System  of  Algebra,  de- 
signed  for  the  use  of  Schools  and  Private  Students.  5th  edition, 
carefully  examined.  12mo.  London.  1844.  boards.  5 sh. 

Toffoli:  eleaienti  di  algebra.  Venedig.  2,aI  L. 

Tweune  Grader  Algebra  i sainmandrag  af  G.  R.  Weidenhielm, 
Loirent,  Lärare  wid  Militärskolan  i Jönköping.  Jönköping,  J.  P. 
Lundström;  103  sid.  8to.  b.  28  sk. 

# 

W.  Groll  (Onderwyzer  aan  bet  Voorbereidings- Institut  te  Me- 
deinbiik):  Algebraische  toepnssingen  op  de  beginselen  der  stelkunst 
van  S.  F.  Lacroix,  van  § l tot  § 200.  Eerste  deel.  gr.  8vo.  Te’s 
Gravenhage  en  te  Amsterdam,  bij  Gehr,  vau  Cleef.  f.  1,00. 

Der  zweite,  die  erste  Abtbeilung  der  Integralrechnung  enthal- 
tende Theil  der  in  No.  II.  S.  28.  des  Literarischen  Berichts  ange- 
zeigten trettlicheu  Leyons  de  calcul  diffdrenticl  ct  de  cal- 
cu  i integral,  redigdes  pr i u ci pa  1 c m e n t d’apres  les  md- 
t lind  es  de  31.  A.  F.  Cauchy,  et  dteudu.es  aux  travaux  les 
plus  recens  des  gdometres  par  31.  l’Abbd  Moigno.  10  fr. 
ist  nun  erschienen. 

I 

% 

Gönne],  J.:  The  Elements  of  Differential  and  Integral  Calculus; 
\vith  Numerous  Fxamples  and  Familiär  Illustrations.  Designed  for 
tbc  Ilse  of  »Schools  and  Private  Students.  London.  1844.  8vo. 
clotb.  9 sh. 

i 

Raums,  C.:  Differential- og  Integral • Regning.  4.  Gopenhagen. 

5 Rbd.  32  sk. 

Theoreina  Tay  Io  rinn  um.  Disscrtatio  inauguralis 
m athem  at  ica,  qua  in  etc.  auctoritate  et  cou  sensu  umplis- 
sinii  Pbilosopboruin  ordiuis  in  Literaruin  Universität» 
Jetiensi  ad  magisterii  diguitateui  rite  iuipetraudain 
publice  defeudet  auctor  Oskar  Sch  lö  milch.  Jen  ne. 

MDCCCXXX  X I V.  4. 

Diese  Dissertation  eines  jüngeren  31atbeinatikers , der  sein  Ta- 
lent schon  durch  mehrere  ausgezeichnete  Arbeiten  bewährt  hat,  und 
von  dem  die  Wissenschaft  noch  manche  schöne  Frucht  zu  erwarten 
berechtigt  ist,  betrifft  zwar  einen  bekannten,  aber  für  die  neuere 
strengere  und  gründlichere  Behandlung  der  Differentialrechnung 
höchst  wichtigen  Gegenstand.  Auch  ist  der  von  dem  Verfasser  für 
den  Taylorschen  Satz  gegebene  Beweis  von  dem  von  Cauchy  ge- 
gebenen Beweise  nicht  wesentlich  verschieden,  und  kann  dies  auch 
eigentlich  nicht  sein,  weil  es  nach  uuserer  Uebcrzeugung  schwer- 
lich von  den  durch  Cauchy  in  Anwendung  gebrachten  verschiedene 
Fundamente  geben  dürfte,  auf  denen  sich  das  Taylor’sche  Theo- 
rem, ohne  über  die  natürlichen  Gränzen  der  Differentialrechnung 
hinaus  liegende  Sätze  in  Anwendung  zu  bringen,  mit  gleicher  »Si- 
cherheit aufführen  liesse.  Dessenungeachtet  scheint  uns  diese  Ah-' 
huudluug  in  mehrfacher  Beziehung  verdienstlich  zu  sein,  und  zwar 
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u.  A.  deshalb,  weil  der  Verfasser  den  Beweis  unter  einer  mehr  analy* 
tischen  Form  als  dies  von  Cauchy,  dessen  Beweis  eigentlich  eine  ganz 
synthetische  Form  hat,  geschehen  ist,  dargestellt  hat,  was  ganz  der 
Natur  der  Wissenschaft  geinäss  ist.  In’s  Einzelne  können  wir  hier 
, nicht  weiter  eingehen,  empfehlen  über  die  Abhandlung  allen  denen, 
welche  sich  für  die  neueren  so  wichtigen  Fortschritte  der  Wissen- 
schaft interessiren.  Dass  übrigens  der  Verfasser  gerade  diesen 
Satz  zuin  Gegenstände  einer  Habilitationsschrift  wählte,  kann  nur 
vollkommen  gebilligt  werden,  weil  er  dadurch  am  besten  zeigen  ' 
konnte,  in  welchem  Geiste  er  einen  der  wichtigsten  Thcile  der  Ma- 
thematik bei  seinen  Vorträgen  zu  behandeln  gesonnen  sei;  und  dass 
auf  diese  Weise  die  Universität  Jena  einen  mit  den  Fortschritten,  wel- 
che in  Bezug  auf  wahrhaft  streuge  und  gründliche  Behandlung  die 
Wissenschaft  in  neuerer  Zeit  gemacht  hat,  so  vollkommen  vertrau- 
ten Lehrer  wie  den  Verfasser  gewinnt:  dazu  können  wir  derselben 
nur  in  jeder  Beziehung  Glück  wünschen. 

Santini,  G. : Tavole  dei  logaritmi  dei  numeri  naturali  dalP  1 

sino  al  101000  e dei  logaritmi  dei  seni,  coseui,  tangenti  e co- 
tangenti  di  ininuto  in  minuto  coi  principali  gradi  di  10  in  10  se- 
condi,  precedute  da  un  trattato  elementare  di  trigonoinetria  piana 
e sferica.  Edizione  secouda,  augmentata  delle  tavole  logaritmiche 
. per  la  somma  e per  la  differenza  dei  cel.  Gauss.  Padua.  1844.  69a  L. 

Christison,  J.:  Mathematical  Tables,  consisting  of  the  Loga- 
ritlims  of  Numbers,  Logarithms  of  Sines,  Tangents  and  Secants, 
Natural  Sines,  and  various  other  Tables,  useful  in  Business,  and 
in  Practical  Geometry,  together  with  Tables  of  Interest,  Probubili- 
ties  of  Life,  and  Anuuities.  — Carefully  revised  and  corrected  by 
John  Christison,  Mathematician.  8vo.  Edinburgh.  1844.  clotb. 

4 sh.  6 ds. 


In  No.  503.  der  astronomischen  Nachrichten  hat  Herr  Tb. 
Clausen  zu  Dorpat  den  folgenden  Satz  ohne  Beweis  mitgetheill: 
Alle  Combinationen  von  ganzen  Zahlen,  deren  Summe  n ist, 
seien 

u — |—  (t!  —f—  u"  — J—  .... 

ß •+*  ß>  ■+*  ß"  + • • • • 

Y -h  / -+-  /'  -H 

u.  s.  w. 


und  die  Anzahl  der  gleichen  a,  a',  a", ....  seien  X,  X\  A",....j  der 
gleichen  ß , ß\  ß\  ... . seien  /*,•  fi\  /*", . . . . ; der  gleichen  y.  y,  y",  .... 
seien  v,  v\  v"  . . . .;  so  ist 


1 


1 


1 


1 


. a . a' . a ' ' 1.2.3 A 1.2.3 A'  * 1 . 2 . 3 . . . . A" 

* 1 1 1 I 


ß.p  .ß"  ....  * 1 .2.3..../*  * 1 .2.3  .*.../*'  * 1.2.3.,../* 

1 1 1 1 , 
y . / . y" . . . . ’ 1 . 2 . 3 ....  v * 1 • 2 • 3 . . . . * 1,2.3....»/'*’’* 

-f-  u.  s,  W.  = 1. 


E 


I 
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Zum  Beispiel: 

7=7, 

6-4-1, 


5-4-2, 

5-f-l-M, 

4 4-  3, 

4-4-2-*- 1, 

4 -*—  1 -*—  l -4-  1, 

3H-3-4-U 


7 = 3 -*-  2 -*-  2, 

3 -*—  2 -*-  I -*~  1, 

3 -4—  1 — |—  1 —4-  1 — I—  1 , 

2-4-2-4-2-*-  1, 

2-4-2-*- 1-4-1 -4-1, 

2-4- 1-4- 1-4-1  + 1-4-1, 

1 -*—  1 4-  1 4—  1 4~  1 4—  1 — 4*  1 » 


und 


J l JL  «i ! i-  JL  JL  _L 

7 ^6  *5.2  ^ 5 * 1.2  ^ 4.3 

+ J_.-  1 1 - 1 

T 3.3  * 1.2 


.JL+JL  _L_ 

4.2  4 ‘1.2.3 

1.1  1 


1 


1 


3.2.2  * 1.2  ^3.2  * 1.2 


1 


2.2.2 "1.2.3 
1 


l .2. 3. 4. 5. 6. 7 


4-—  -1- 
^2.2  ’ 1.2  * 1.2.3 

i 


^ 3 ‘ 1.2. 3. 4 

1 1 
2 * 1.2.3. 4.5 


ln  No.  485.  derselben  Zeitschrift  bat  Herr  Clausen  folgendes 
Theorem  ebenfalls  ohne  Beweis  mitgetheiit: 

Die  Summe  der  Reihe 


n (*» — 1)  (n  — 2)  {tt  — 2)  (n  — 3)-(w  — 4) 


1 — — 4- 

2 ^ 2.3 

bis  ein  Glied  verschwindet,  ist 

3 2 


, 0,  - 


2.3.4 


1 - 0 2 


+ ••••» 


»-f  3’  « + 3*  ’ M4-3’  ’ »4r3’ 

jenachdem  n beziehungsweise  von  der  Form 

6«/,  6«;  4-1,  2,  3,  4,  5 
ist. 


Geometrie. 


Rump,  Fr.  H.,  Oberlehrer  am  Königl.  Gymnasium  in  Coesfeld: 
Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie,  zunächst  für  Gymnasien.  1.  Bd.; 
enth.  das  System  (zum  Gebrauche  für  Schüler),  gr.  8.  mit  5 Fi- 
gurentafeln. Coesfeld.  1844.  16  ggr. 


Digitized  by  Google 


280 


Brettner,  Prof.  Dr.  H.  A. : Lehrbuch  der  Geometrie  für  Gym- 
nasien, Realschulen  und  höhere  Bürgerschulen.  Mit  7 Steintafeln. 
3te  Aufl.  gr.  8.  Breslau.  1844.  1 Tlilr«  4 ggr. 

Holzapfel:  Grundlehren  der  Elementar  - Geometrie.  3te  Aufl. 

Constanz.  1843.  8 ggr. 

Sonnenburg,  0.  A.:  Leitfaden  der  gesummten  Elementar -Geo- 
metrie für  hohem  Schuluuterricht  bearbeitet.  Mit  5 Figurentafeln, 
gr.  8.  Bremen.  \\  Tlilr. 

Vincent,  A.  J.  H.:  Abr£g£  du  cours  de  geometrie  redig£  con- 

jointemeut  par  l’uuteur  et  par  M.  Bourdon.'  Ouvrage  adopte  par 
l’univcrsite.  ln -8.  Paris.  1844.  4 fr.  50  c. 

Mahistre,  A.:  Lcs  Analogies  de  la  geometrie  dlementaire,  ou 

la  Geometrie  dans  Pcspacc,  rumende  a la  geometrie  plane.  Deuxieine 
edition.  In  «8.  de  5 pl.  Chartres  et  Paris.  1844.  5 fr. 

Lafremoire,  H.  Cb.  de:  Traitd  eldinentaire  de  gdomdtrie  de- 

scriptive,  renfermeut  la  partie  exigee  pour  i’admission  aux  ecoles 
Polytechuique , militaire,  uavale  et  forestiere  etc.  Tome  1.  lu-8. 

Tome  11.  lu-8.  Avec  15  planches.  Paris.  1844.  5 fr. 

Wichmann,  M.  L.  G.t  Proprietates  maxime  insignes  pentagoni 
sphaerici  cujus  singulae  quinque  diagonales  quadranti  aequales  ejusque 
projectionum  in  planum  tum  centralis  tum  stereographicae.  (Mit 
1 Figureutafel.)  Göttiugen.  £ Thlr. 

Ein  neuer  Lehrsatz  der  Stereometrie.  Eine  Beilage 
zu  allen  stereo metrischen  Lehrbüchern.  Von  Kurl  Koppe, 
Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Soest.  Essen.  1843.  8.  0 ggr. 

Diese  kleine  Schrift  liefert  einen  elementaren  Beweis  des  schon 
früher  von  dem  Verfasser  mit  Hülfe  der  Integralrechnung  gefunde- 
nen, und  in  Crelle’s  Journal  Bd.  ÄVlII.  Heft  3.  mitgetheilten 
Satzes  über  eine  gewisse  Art  vo»  Körpern,  die  der  Verfasser  'nach 
dem  Vorschläge  des  Herrn  Geheimen  Oherlinanzraths  Beutb  in 
Berlin  jetzt  Obelisken  genannt  hat.  Ein  anderer  elementarer 
Beweis  dieses  Satzes  von  Steiner  findet  sich  in  Crelle’s  Jour- 
nale Bd.  XXIII.  II.  3.,  dürfte  sich  aber  seiner  Schorfsinnigkeit 
ungeachtet  allerdings  für  den  Elementarunterricht  uieht  so  eignen 
wie  der  in  der  vorliegenden  Schrift  gegebene  Beweis.  Wir  empfeh- 
len daher  diese  kleine  Schrift  den  Lehrern  der  Mathematik,  da  wir 
der  Meinung  sind,  dass  der  Satz  in  den  stereometrischen  Elemen- 
tarunterricht aufgenomnien  zu  werden  verdient.  In  einem  Anhänge 
ist  noch  iib'T  die  Ausmessung  der  Fässer  auf  elementarem  Wege 
gehandelt.  Hiebei  «lenkt  sich  der  Verfasser  ein  Fass  als  einen  Tfieil 
eines  durch  l indrebung  einer  Ellipse  uin  ihre  Hauptaxe  entstande- 
nen Sphäroids,  ahgeschnitten  durch  zwei  auf  der  Axe  senkrechte 
uud  vom  Mittelpunkte  gleich  weit  entfernte  Ebenen.  Die  von  dem 
Verfasser  gefundene  Kegel  ist  ihrem  Ausdrucke  nach  mit  der  nach 
Lambert  benannten  Fassregel  einerlei.  Nur  aber  müssen  wir  be- 
merken, dass  dieser  letzteren  Kegel  eine  ganz  andere  Entstehung 
der  Fässer  zum  Grunde  liegt,  als  die  vom  Verfasser  angenommene, 

indem  nach  Lambert  eiu  Fass  auf  folgende  Art  erzeugt  wird. 

• . 

• • 
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AB  sei  ein  aus  dem  Mittelpunkte  C mit  dem  Halbmesser  AC-sn  BC 
beschriebener  Kreisbogen,  und  CM  sei  der  nach  dem  Mittelpunkte 
M dieses  Kreisbogens  gezogene  Halbmesser  desselben.  Errichtet 
man  nun  in  einem  beliebigen  Punkte  dieses  Halbmessers' eine  senk- 
rechte Linie  DE , fällt  auf  dieselbe  von  den  Endpunkten  A und  B 
des  Bogens  AB  die  Perpendikel  AD  und  BE , und  denkt  sich  die 
Figur  ABDE  um  die  Linie  DE  wie  um  eine  feste  Axe  herumge- 
dreht,  so  stellt  der  auf  diese  Weise  entstandene  Körper  ein  Fass 
dar.  Für  solche  Fässer  ist  die  Lainbert’sche  Regel,  die  bekanntlich 
bei  der  Berechnung  des  Inhalts  dieser  Befasse  bei  Weitem  am  häu- 
figsten gebraucht  wird,  schwerer  zu  beweisen.  Dass  der  von  dem 
Verfasser  für  seine  Regel  bei  der  von  ihm  angenommenen  Ent- 
stehungsart der  Fässer  gegebene  Beweis  so  leicht  und  einfach  auit- 
fallen  konnte,  ist  nicht  zu  verwundern,  weil,  wie  uus  der  elemen- 
taren Lehre  von  den  Kegelschnitten  bekannt  ist.  die  Formel  für  den 
cuhischen  Inhalt  eines  elliptischen  Sphäroids  ohne  alle  Schwierig-  , 
keit  gefunden  werden  kann.  Immerhin  wird  aber  auch  die  von  dein 
Verfasser  gegebene  Fassregel  bei’m  mathematischen  Elementarun-  » 
terrichte  zweckmässig  benutzt  werden  können,  und  zwar  um  so  mehr 
und  mit  desto  grösserem  Mutzen,  weil  dieselbe  mit  der  vielgebrauch- 
ten Lnmbert’schen  Hegel  einerlei  ist,  wenn  auch  letztere  allerdings 
eine  andere  Entstehungsnrt  der  Fässer  voraussetzt,  was  nie  unbe- 
achtet bleiben  darf.  Uebrigens  aber  wird  man  auch  der  Natur  der 
Sache  nach  über  die  eigentliche  Entstehungsart  dieser  Gefässe  nie 
ganz  auPs  Reine  kommen  können,  und  jede  Fassregel  nothwendig 
auf  einer  willkührlichen  Voraussetzung  beruhen  müssen. 

% * 

O’Brien,  M.j  Treatise  on  Plane  Coordinute  Gcometry;  or,  the 
Application  of  the  Method  of  Coordinates  to  the  Solutiou  of  Pro- 
blems in  Plane  Geoinetry.  Part.  I.  8.  London.  1844.  Plates, 
boards.  9 sh. 

Grundzüge  der  Theorie  der  Kegelschnitte  auf  rein 
elementare  Betrachtungen  gegründet  von  A.  Jacobi, 
Lieutenant  iu  der  Preussischen  6.  Arti  11  e r i e - Bri  gad  e. 
Breslau.'  1844.  8.  6 ggr 

In  dieser  kleinen  empfehlenswerthen , übrigens  zum  Theil  nur 
Andeutungen  enthaltenden  Schritt,  sind  die  Haupteigen.->chafteii  der 
Kegelschnitte  im  Sinne  der  neueren  Geometrie  entwickelt. 

Lehrbuch  der  Mathematik  für  die  höheren  Klassen 
der  Gymnasien  u.  s.  w.  von  Dr.  J.  Götz.  Erster  Theil. 
Die  Elemente  der  Kegelschnitte.  Leipzig.  1844.  8.  12 ggr. 

Die  Lehre  von  deu  Kegelschnitten  ist  in  dieser  Schrift  nach 
der  gewöhnlichen  gemischten  algebraisch  - geometrischen  Methode 
abgenandelt.  Hin  und  wieder  hätte  der  Herr  Verfasser  wohl  auf 
die  Quellen  verweisen  können,  aus  denen  er  allem  Anscheine  nach 
geschöpft  hat.  Indess  kommt  darauf  bei  einein  Elementarbucbe 
nichts  an,  und  es  soll  daher  hiedurch  keineswegs  ein  Tadel  der 
Schrift  an  sich  uusgesprocheu  sein. 

Anhang  zu  dem  Klementar-Lehrbucb  der  dynamische n 
Wissenschaften  von  A.  Brix.  Ent  haltend  eine  Zusammen- 
stellung der  wichtigsten  Theorieu  aus  der  niederu  Ana- 
lysis, Cu rvenlekrc  und  Stereometrie. 


\ 
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Diese  neue  Auflage  des  Anhangs  zu  des  Herrn  Verfassers  in 
vielen  Beziehungen  ausgezeichneten  Elementar  • Lehrbuche  der  Sta- 
tik fester  Körper,  dessen  erste  Auflage  1831  erschienen  ist,  ist  frü- 
her gedruckt  worden  als  die  neue  Auflage  der  Statik  selbst,  und 
wohl  noch  nicht  in  den  Buchhandel  gekommen.  Der  Herr  Verfas- 
ser hat  aber  diesen  Anhang  dem  Herausgeber  des  Archivs  vorzüg- 
lich aus  folgendem  Grunde  schon  jetzt  mitzutheilen  die  Güte  ge- 
habt. 

In  §.  49.  und  §.  50.  sind  nämlich  die  nachstehenden  dem  Ver- 
fasser eigenthümlichen  Satze  von  der  Ellipse  bewiesen.  \ 

Die  Berührungslinien,  welche  durch  die  Endpunkte  zweier  con- 
jugirter  Durchmesser  einer  Ellipse  an  dieselbe  gezogen  werden 
können,  nennt  der  Herr  Verfasser  der  Kürze  wegen  conjugirte 
Tangenten,  und  beweist  dann  zunächst  den  folgenden  interes- 
santen Satz: 

Die  Durchschnittspunkte  aller  conjugirten  Tangenten  einer  El- 
lipse liegen  in  dem  Umfange  einer  mit  derselben  concentriscbeu 
Ellipse,  deren  Achsen  die  Diagonalen  von  den  Quadraten  aus  den 
Achsen  der  ersten  Ellipse  sind;  woraus  sich  ferner  die  folgenden 
* Zusätze  ergeben: 

1.  Die  sich  gegenseitig  begränzenden  Tangenten  der  innern 
Ellipse  sind  für  die  äussere  Ellipse  conjugirte  Sehnen. 

2.  Das  von  diesen  Sehnen  gebildete  Parallelogramm  bat  einen 
für  alle  Lagen  desselben  unveränderlichen  Inhalt,  welcher  gleich 
dem  Rechtecke  aus  den  beiden  Axen  der  innern  ^Ellipse  ist. 

3.  Verlängert  man  die  conjugirten  Durchmesser  der  innern 
Ellipse  bis  an  den  Umfang  der  äussern , so  bilden  sic  für  letztere 
ebenfalls  conjugirte  Durchmesser,  deren  Längen  man  findet,  wenn 
man  die  der  innern  Ellipse  mit  multiplicirt. 

Wegen  dieser  verschiedenen  Analogien  nennt  Herr  Brix  die 
äussere  Ellipse  die  conjugirte  der  innern,  und  beweist  dann  in 
§.  50.  noch  den  folgenden  Satz: 

Der  Inhalt  der  äusseren  oder  conjugirten  Ellipse  ist  immer  dop- 
pelt so  gross  wie  der  der  innern  Ellipse. 

Weil  nun  in  dem  im  4ten  Hefte  des  4ten  Theils  des  Archivs 
abgedruckten  Aufsatze  des  Herrn  L.  Mossbrugger  zu  Aarau 
nahe  verwandte  Gesetze  Vorkommen,  so  hat  Herr  Brix  schon  unter 
dem  lOten  April  d.  J.  gerade  um  die  Zeit,  wo  das  erwähnte  Heft 
des  Archivs  ausgegeben  worden  war,  den  Herausgeber  des  Archivs 
aufgefordert,  das  obige  Verhäitniss  aufzuklären,  und  namentlich 
auch  zu  bemerken,  dass  die  neue  Auflage  des  Anhangs  zu  der  Sta- 
tik schon  vor  8 Monaten  gedruckt  worden  ist,  um  sich  bei  dem 
späteren  Erscheinen  der  neuen  Auflage  seines  Buchs  im  Buchhan- 
del in  keiner  Weise  dem  Vorwurfe  auszusetzen,  Herrn  Moss- 
bruggers  Arbeit  mit  Stillschweigen  übergaugen  zu  haben.  Dass 
sich  der  Herausgeber  dieser  Pflicht  gegen  Herrn  Brix  durch  das 
Obige  sehr  gern  und  bereitwilligst  entledigt  hat,  braucht  derselbe 

wohl  nicht  erst  noch  besonders  zu  versichern. 
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Praktische'  Geometrie. 


Lehrbuch  einer  neuen  Methode  des  Fel dmessens.  Von 
E.  Schott.  Berlin.  1844.  1 Thlr.  8 ggr. 

Diese  neue  Methode  des  Feldmessens  kommt,  um  sie  nur  ganz 
in  der  Kürze  einigermaassen  zu  charakterisiren,  darauf  hinaus,  dass 
mittelst  eines  eignen  in  der  Schrift  beschriebenen  Instruments  un- 
mittelbar die  Verhältnisse  der  Seiten  rechtwinkliger  Dreiecke  zu 
einander  bestimmt,  und  dann  diese  Data  zur  Berechnung  der  ge- 
suchten Grössen  benutzt  werden.  Ausser  der  Beschreibung  der  Ein* 
richtung  und  des  Gebrauchs  des  Instruments  ist  der  ganze  übrige 
Inhalt  der  Schrift  — deren  Preis,  beiläufig  gesagt,  im  Verhältnis 
zu  ihrem  Umfange  und  Inhalte  unverantwortlich  hoch  ist  — für 
einen  Jeden,  wer  mit  den  Elementen  der  Mathematik  bekannt  ist, 
— und  diese  Kenutnisse  sollte  man  doch  wohl  billig  von  jedem  Feld- 
messer verlangen  — völlig  unnütz.  Dass  übrigens  diese  neue  Mes- 
sungsmethode  Beifall  finden  werde,  müssen  wir  in  jeder  Beziehung 
sehr  bezweifeln.  Auch  hätte  der  Verfasser  theoretische  Untersu- 
chungen über  den  Grad  der  von  derselben  gewährten  Genauigkeit 
anstellen  sollen,  was  ganz  unterlassen  worden  ist. 

Bonnycastle,  J.t  An  Introduction  to  Mensuration  and  Practical 
Geoinetry , with  Notes  containing  the  reason  of  every  rule.  — 
19th  edit.  corrected  aud  improved  by  8.  Maynurd.  12mo.  London. 
1844.  4 sh.  6 d. 

A Key  to  the  same.  12mo.  4 sh. 


Mechanik. 

i -■  ' 


Hart,  A.  S.:  An  Elementary  Treatise  on  Mechanics.  Dublin. 
1844.  6‘  sh. 

Stamkart,  J.  F.:  lets  over  het  grondbeginsel  der  virtuele  snel- 
lieden,  toegepast  op  de  beweging  der  wipbruggen,  voorgedragen  in 
de  wetenschappelijke  wintervergaderingeu  van  het  wiskundig  ge- 
nootschap:  „Een  onvermoeide  arbeid  komt  alles  te  boven,”  den 

13den  Maart  1843.  gr.  8vo.  Te  Amsterdam,  bij  Weijtingh  en  van 
der  Haart,  f.  I,  20. 

Manuale  pratico  di  idrodinamica.  Con  un  appendice  contenente 
il  teslo  di  alcune  leggi  relative  alle  acque.  Ad  uso  degli  ingegneri 
ed  agenti  di  campana.  Di  F.  Colombani.  Milano.  1842.  ln  -8.; 
tabella  a stampa  e tavole  int  »gliate  in  foglio.  6. 

Ueber  den  Anhang  zu  Brix  Elementarlehrbuche  der  dy* 
namischen  Wissenschaften  s.  m.  Geometrie. 
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Praktische  Mechanik. 


Elementare  Berechnung  des  Widerstandes  prismati- 
scher Körper  gegen  Biegung.  Von  Herrn  Brix.  Aus  deo 
Verhandlungen  des  Vereins  zur  Beförderung  des  Ge- 
werhfleisses  inPreussen  besonders  abgedruckt.  Berlin. 
1844.  4. 

In  dieser  besonders  allen  den  Lehrern,  denen  eine  elementare, 
die  höhere  Analysis  nicht  in  Anspruch  nehmende  Behandlung  der 
mechanischen  Wissenschaften  bei  ihren  Vortragen  obliegt,  zu  em- 
pfehlenden Schrift  hat  der  Verfasser  den  auf  dem  Titel  genannten 
wichtigen  (»egenstand  der  praktischen  .Mechanik  auf  ganz  elemen- 
tarem Wege  behandelt,  und  ist  dabei,  wie  dies  immer  zu  geschehen 
pflegt,  wenn  man  hei  der  Behandlung  eines  Gegenstandes  einen 
neuen  Weg  einschlägt,  auch  auf  manche  neue  Sätze  geführt  wor- 
den, in  welcher  Beziehung  wir  den  Leser  u.  A.  auf  die  in  §.  4. 
und  §.  5.  aufgestellteu  allgemeinen  Gesetze  hinwreisen,  durch 
welche  die  elemeutare  und  einfache  Darstellung  des  fraglichen  Ge- 
genstandes in  dem  Umfange,  in  welchem  der  Verfasser  dieselbe  in 
dieser  Schrift  durchgeführt  hat,  vorzüglich  möglich  gemacht  und  . 
bedingt  wurde.  Daher  ist  die  Wissenschaft  auch  in  materieller  Be- 
ziehung in  dieser  beachtungswerthen  Schrift  keineswegs  ganz  leer 
ausgegangen. 

Demine,  Andr.  Valent.:  Der  praktische  Maschinen!)  uer.  löte 


Liefer.  8.  Mit  20  Tafeln  Abbildungen.  Quedlinburg.  1844.  2 Thlr. 

12  m- 


Hunt,  researches  on  light:  an  examinatiou  of  all  the  pheno- 
mena  connected  witli  the  Chemical  and  moiecular  changes  produ- 
ced  hy  the  influetice  of  the  solar  ruys,  emhracing  all  the  knowu 
photographic  processcs,  and  new  discoveries  in  the  art.  London. 


Stern,  Moriz  A.:  Himmelskunde,  Volksfasslich  bearbeitet. 

I.  Bdchn.  8.  Karlsruhe.  1844.  9 ggr. 


1844.  10  sh.  6 d. 


Astronomie. 
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Poppe,  Dr.  J.  H.  M. : Die  Erd-  und  Himmelskunde,  im  Liebte 
der  neuesten  Zeit.  Eine  gedrängte  populäre  Darstellung  der  astro-, 
nomiseben  Wissenschaften  für  Leser  aus  allen  Ständen.  Mit  13  Ab- 
bildungen auf  4 Taf.  1.  Lief.  gr.  8.  Zürich.  1844.  13  ggr. 

r 

Sachs,  S.,  Königl.  pension.  Bauinspector  zu  Berlin:  Axen- Pa- 
rallelismus. Eine  Denkschrift  über  die  wahre  Lage  der  Sonnen- 
und  Erdachse  in»  Welträume.  Durch  eine  Maschine  erläutert,  gr.  8. 
Berlin.  1844.  4 ggr.  * 

Derselbe:  Diagonon,  eine  Maschine  zur  versinnlichten  An- 

schauung der  sphärisch  • astronomischen  Kreise  und  Winkel,  wie 
solche  in  Folge  der  täglichen  Axendrehung  der  Erde  am  Himmel 
gedacht  werden.  Berlin.  1844.  gr.  8.  8 ggr. 

Astronomie.  Le  Plandtaire,  pour  servir  ä demontrer  difterens 
phenomenes  qui  ont  lieu  dans  notre  Systeme  solaire;  par  M.  le  ha* 
ron  de  Montchauvel.  ln -4.  Paris.  1844. 

Bonnycastle’s  Introduction  to  Astronomy.  New  Edition,  by 
Professor  Young.  London.  1844.  12mo.  9 sh.  cloth. 

Pinnock’s  Astronomy  made  Easy;  intended  for  the  use  of  Young 
Children.  18mo.  London.  1844.  With  numerous  engraviugs, 
cloth  1 sh.  6 d. 

t V 

Kerigan,  T.:  Practical  Treatise  on  the  Eclipses  of  the  Sun  and 
Moon,  and  the  Deflection  of  the  Moon  and  Planets,  explaining  tlieir 
Calculation  by  Simple  and  Direct  Methods,  with  Bemarks  on  the 
Auomalies  of  the  Present  Theory  of  the  Tides,  the  Superior  At- 
traction  of  the  Sun  over  that  of  the  Moou  at  the  surface  of  the 
Earth  etc.  8.  cloth.  4 sh. 

EfTemeridi  astronomichc  di  Milano  per  l’anuo  bisestile  1844, 
caicolate  dalT  abate  Giovanni  Capelii  e da  Curzio  Buzzetti.  Cou 
appendice  di  memorie  ed  osservazioni  astronomiche.  Mailand.  1844. 


Almanacco  nautico  per  l’anno  1843,  con  numerose  tavole  astro- 
nomico  nautiche,  un  planisfero  celeste  ed  una  carta  magnetica,  puh- 
hiieato  dal  dott.  Vincenzo  Gallo  professore  di  matematiche  etc. 
Anno  terzo.  Le  appendici  contengono:  1)  Aggiunte  all1  astrono- 
mia  nautica  del  dottore  C.  L.  di  Littrow  astronomo  aggiunto  all’ 
i.  r.  specula  di  Vienna;  2)  Tratfati  e convenzioni  di  cominer- 
cio  e di  navigazione  fra  PAustria  e le  diverse  notenze.  Venezia. 
1842. 


Almanacco  nautico  per  Panno  1844,  pubblicato  dal  iugegnere 
dott.  Vincenzo  Gallo.  8.  Triest.  1843. 
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Pli  y s i k. 


Peschei,  C.  F.:  Lehrbuch  der  Physik,  nach  dem  ge- 
genwärtigen Standpunkte  dieser  Wissenschaft  bearbci* 
t e t , zum  Gebrauche  bei  Vorlesungen  auf  höheren  Gym- 
nasien und  mit  besonderer  Berücksichtigung  von  Mili- 
ta  i r h i l d u n gsa  n s t nl  ten.  gr.  8.  Mit  13  St  ein  tafeln  in  gr.  4. 
und  25  Tab.  Dresden.  f844.  Cart.  in  Leinw.  6 Thlr. 

Das  Werk  ‘ist  nun  vollständig  erschienen.  M.  vergl.  Litcrnr. 
Ber.  No.  VII.  S.  113.  Auch  die  zweite  Abtheilung  lässt  keine  be- 
sonderen Eigeuthümlicbkeiten  erkennen.  Der  Preis  ist  sehr  hoch. 

Brandes:  Vorlesungen  über  die  Naturlehre  für  Leser,  denen 
es  an  mathematischen  Vorkenntnissen  fehlt.  2te  verm.  und  verb. 
, Ausgabe,  besorgt  vou  C.  W.  H.  Brandes  und  W.  J.  H.  Michaelis. 
Mit  Kupfern.  2te  Lief.  gr.  8.  Leipzig.  1844.  1 Thlr. 

Meissas:  La  physique  facilement  apprise.  .Notions  elementaires 
de  physique.  Pet.  in  18.  (Aussi:  No.  151.  du  Pantheon  classique 
et  littäraire)  avec  figures.  Bruxelles.  1844.  6 ggr. 

Om  den  fdrdelaktigaste  constructiou  af  tliermo- elektriska  op- 
parater.  Präs.  Adolf  Ferdinand  Svanherg,  Physices  Professor; 
Kesp.  Adolf  Törnsten.  Stockholm.  1844.  8 sid  4to,  med  1 pl. 

Annalen  für  Meteorologie,  Erdmagnetismus  und  ver- 
wandte Gegenstände,  redigirt  von  Grunert,  Koller, 
Kreil,  Lamonl,  Plieninger,  Quctelet,  Sticffel,  heraus* 
gegcbeu  von  Dr.  J.  La  in«  nt. 

Jahrgang  1843.  Heft  VIII.  Windrichtung  und  Stärke  und 
Bewölkung  des  Himmels,  1841  'und  1842,  beobachtet  an  der  k. 
Sternwarte  bei  München.  — Stündlicher  Gang  der  Temperatur  und 
des  Luft-  und  Dunstdruckes,  beobachtet  im  Jahre  1843  an  der 
k.  Sternwarte  bei  München.  Zweite  Jahreshälfte.  — Resultate  aus 
den  Beobachtungen  der  Temperatur  des  Bodens,  welche  in  den 
Jahren  1837  — 1842  in  Upsala  aufgezeichnet  wurden,  mitgetheilt 
von  Herrn  Dr.  Angström,  Observator  der  Sternwarte  in  Upsala.  — 
Meteorologische  Beobachtungen  in  Leipzig  und  Würzhurg.  — Mag- 
netische Beobachtungen  vom  Juni  bis  Dccember  1843,  aufgezeicli- 
net  im  magnetischen  Observatorium  der  k.  Sternwarte  bei  München. 
— - Meteorologische  Beobachtungen  zu  Freising,  angestellt  vom  Hrn. 
Lycealprofessor  Meister.  — Höhe  der  Isar  bei  Freising,  aus  den 
täglichen  Beobachtungen  des  k.  Werkmeisters  Herrn  Lang,  berech- 
net und  mitgetheilt  von  Herrn  Professor  Meister.  — \ ermischte 
Nachrichten  vom  Herausgeber:  Herrn  Sabines  Contrihutions  to  Ter- 
restrial  Magnetism  No.  IV.  und  V.  Observations  on  days  of  unusual 
magnetical  disturbance  made  at  the  British  colonial  observatorics. 
Meteorologische  Beobachtungen  des  Herrn  P.  Stephan  Postlniaver, 
Prior  des  Benedictinerklosters  in  Ottobeuern.  Gleichzeitige  Tem- 
peraturbeobachtung  der  Moosach  und  Isar,  1842;  von  Hru.  Lyceal- 
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professor  Meister  io  Freysing.  Auszüge  aus  zwei  Briefen  des  Herrn 
Coliu,  !)irectors  des  meteorologischen  Obversatoriums  in  Parma, 
an  den  Herausgeber.  Uebersicht  der  meteorologischen  Beobachtun- 
gen in  Grönland  und  Labrador,  danu  in  Kishnagur  in  Bengalen. 
Beobachtungen  von  Herrn  Professor  Loomis  in  Hudson. 

Jahrgang  1844.  Heft  IX.  Meteorologische  Beobachtungen 
in  Aschatfenburg  im  Jahre  1842  von  Herrn  Rector  und  Professor  _ 
Dr.  Kittel.  Mouatmittel  der  meteorologischen  Beobachtungen  zu 
Schosst  im  Jahre  1841  und  1842  nach  den  Beobuchtuugsstunden,  und 
allgemeine  Zusammenstellung  für  die  Jahre  1839,  1840,  1841,  1842, 
von  Herrn  Anton  Bayer.  — Tägliche  meteorologische  Beobachtun- 
gen in  Hof,  dann  Bewölkung  und  Windrichtung  in  Würzburg  und 
Bewölkung  in  Leipzig  im  Jahre  1842.  — Tägliche  meteorologische 
Beobachtungen  in  Ofen  im  Jahre  1842,  von  Herrn  Prof.  Mayer,  Di- 
rector  der  Sternwarte.  — Meteorologische  Beobachtungen  in  Salzburg 
1843,  von  Herrn  Prof.  Kottinger." — Meteorologische  Beobachtungen 
in  Bensberg  bei  Köln  am  Rhein  im  Jahre  1843,  von  Herrn  Voigt, 
k.  preuss.  Lieutenant  und  Lehrer  im  Cadetten- Corps.  — - Versuch 
einer  ersten  genäherten  Bestimmung  der  Höhe  von  München  über 
dem  mittleren  Spiegel  der  Ostsee,  von  Herrn.  Professor  Grunert  in 
Greifswald  °).  — Magnetische  Declination  in  Brüssel,  von  Herrn  Di- 
rector  Quetelet.  — Monatliche  Mittel  der  meteorologischen  Beob- 
achtungen an  der  k.  Saline  in  Reichenhall.  — Magnetische  Stö- 
rungen, beobachtet  in  München  im  Jahre  1843.  — Resultate  aus  den 
meteorologischen  Beobachtungen  in  Breda  1843,  von  Herrn  Prof. 
Wenckebacb.  — Meteorologische  Beobachtungen  in  Utrecht  1843, 
von  Herrn  Prof,  van  Rees.  — Bemerkung  über  die  Berechnung  des 
mittleren  Barometer-  und  Thermometerstandes,  nebst  Tafel  für 
1841,  1842,  1843,  vom  Herausgeber.  — Lufttemperatur  in  hundert- 
teiligen Graden,  und  Luftdruck  in  Millimetern  auf  dem  Faulborn 
in  der  Schweiz,  von  Herrn  Prof.  Martins  in  Paris.  — Meteorologi- 
sche Beobachtungen  auf  dein  Hohenpeissenberg  1843,  von  Herrn 
Pfarrer  Ott.  — Monatliche  Mittel  der  meteorologischen  Beobachtun- 
gen in  Gunzenhausen,  Burglengenfeld,  UtTenheim,  Ausbach,  Neu- 
stadt a.  d.  A.  und  Mallersdorf.  — Meteorologische  Beobachtungen 
in  Western,  Reserve  College  in  Hudson,  angestellt  von  Herrn  Prof. 
Loomis.  — Bemerkungen  über  die  in  Upsala  während  der  Jahre 
1838  — 1841  beobachteten  Bodeuteinperaturen  vuu  Herrn  I)r.  Ang- 
ström,  Observator  der  Sternwarte  in  Upsala.  — Vermischte  Nach- 
richten vom  Herausgeber.  Magnetischer  Theodolit.  Mitteilungen 
von  Herrn  Hofrath  Mädler  und  Herrn  Professor  Meister. 

Schumacher:  Die  Krystallisation  des  Eises,  gr.  8.  Leipzig. 

2 Th  Ir. 


*)  Das  Resultat  dieser  meiner  ersten  Bestimmung  der  Höhe  von  München 
über  dem  Nullpunkte  meines  Barometers  ist  1G‘25,4  par.  Fuss.  Die 
Höhe  des  Nullpunkts  meines  Barometers  über  dem  mittlern  Spiegel 
der  Ostsee  ist  erst  noch  durch  ein  Nivellement  auszumittelu,  und  wird 
später  mitgctheilt  werden. 
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Vermischte  Schriften. 


Bulletin  de  !a  classe  physico-inathematique  de  racadeinie  impe- 
riale des  Sciences  de  St.  Petersbourg,  Tome  III.  en  24  ISrs. 
gr.  iu-4..  St.  Petersburg.  1844.  R.  2. 

• • 

Tbe  Senate  House  Problems.  For  1844.  Witb  Solutions  by 
Matthew  ü’Brien,  Robert  Leslie  £11  is , Moderators.  Cambridge. 
1844.  4.  4 sh.  6 d. 

Cambridge  Matbematical  Miscellany.  Fdited  by  Prof.  Pierre. 
1844.  Quarterly.  Cambridge.  5 Tlilr.  8 ggr. 


/ 


Preisaufgabe  der  Jab  Ion  owski’ sehen  Gesellschaft  zu 

Leipzig  für  1845.* 

Es  sind  noch  einige  Bruchstücke  einer  von  Lcibnitz  erfundenen 
geometrischen  Charakteristik  übrig,  in  welcher  die  gegenseitigen 
Lagen  der  Orte,  ohne  die  Grösse  von  Linien  und  Winkeln  zu  Hülfe 
zu  ziehen,  unmittelbar  durch  einfache  Symbole^bezeicbnet  und  durch 
deren  Verbindung  bestimmt  werden,  und  die  daher  von  unserer  al- 

gebrauchen  und  analytischen  Geometrie  gänzlich  verschieden  ist. 

s fragt  sich,  ob  nicht  dieser  Calcul  wieder  hergcstclit  und  weiter 
ausgebildet  oder  ein  ihm  ähnlicher  angegeben  werden  kann,  was 
keineswegs  unmöglich  zu  sein  scheint.  Gött.  Anzeigen.  1834.  'S. 
1940.  (Eiusendungstermin  lste  November  1845.  An  den  Sekretair 
der  Gesellschaft.  Die  Preisschriften  können  auch  deutsch  verfasst 
seiu.  Vorzüglich  hat  man  uachzusehen:  Ch.  Hugenii  aliorumque 
seculi  AVIL  virorum  celeherrimorum  exercitationes  matheinaticae, 
edd.  J.  Cylenbroek.  Hagae.  1823.  Fase.  II.  p.  6.  Diese  Preis- 
aufgabe scheint  uns  besondere  Aufmerksamkeit  zu  verdienen,  und 
die  Lösung  derselben  eine  sehr  verdienstliche  Arbeit  zu  sein.  G.) 


\ 


\ 
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XIX. 

Literarischer  Bericht. 

$ 

Schriften  über  Unterrichtsmethode. 


Programme-  officiel  des  matteres  d’examen  du  baccalaureat  es 
Sciences  mathömatiques  et  physiques.  In  -12.  Paris.  1844. 


\ f 

Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


.Ohm,  M. : Die  reine  Elementar- Mathematik,  zum  Gebrauche  an 
böhern  tecknisckeu  Lehranstalten , besonders  aber  an  Gymnasien 
und  zum  Selbstunterrichte  bearbeitet  und  mit  sehr  vielen  (Jebungs- 
beispielen  versehen.  1.  Bd.  Die  Arithmetik  bis  zu  den  hohem  Glei- 
chungen. 3te  mit  einer  vollständigen  Beispielsammlung  versehene 
Auflage.  8.  Berlin.  1844.  2^  Tblr. 

Grundriss  der  reinen  Mathematik,  oder  Leitfaden 
für  den  Unterricht  in  der  gesammten  Elementar- Mathe- 
matik. Zum  Gebrauch  für  die  oberen  Klassen  der  Gym- 
nasien und  höheren  Lehranstalten.  Von  J.  C.  H.  Ludo- 
wieg,  Artillerie  - Capita in  a.  D.,  Oberlehrer  der  Mathe- 
matik und  Physik  am  Gymnasium  zu  Stade.  Erste  Ab- 
thcilung.  Arithmetik  und  Algebra.  Mit  Einschluss  der 
Co inbinationslehre  und  einiger  Tbeile  der  hohem  Alge- 
bra. Hannover.  1844.  8.  1 Tblr.  4 ggr. 

Nach  der  Angabe  des  Herrn  Verfassers  in  der  Vorrede  ist  die- 
ser Grundriss,  dessen  erste  Abtheilung  hier  vorliegt,  im  Sinne  sei- 
ner grösseren  Lehrbücher  (Lehrbuch  der  Arithmetik  und  der  An- 
Baud  V.  25 

* I 
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fangsgründc  der  Algebra.  2 te  Auflage.  Hannover.  1835.  — Lehr-  , 
buch  der  ebenen  Geometrie  und  Trigonometrie.  2te  Aufl.  Hannover. 
1839.  — Lehrbuch  der  Stereometrie  und  sphärischen  Trigonometrie. 
Hannover.  1840.),  und  mit  Bezugnahme  aut'  dieselben  ausgearbeitet. 
Dieser  ersten  Abtheilung  sind  tiir  den  Unterricht  in  Prima  einige 
Kapitel  aus  der  höheren  Algebra  beigefiigt  worden.  Der  Vortrag 
des  Verfassers  ist  deutlich,  wie  schon  aus  seinen  früheren  Lehrbü- 
chern hinreichend  bekannt  ist. 

Leitfadeu  für  den  mathematischen  Elementarunter- 
richt in  Handels-  und  hohem  Bürgerschulen.  Von  Dr. 
Julius  Michaelis,  Lehrer  der  Mathematik  an  der  öffent- 
lichen Handelslehranstalt  zu  Leipzig.  Leipzig.  1844.  8. 

12  SFr* 

Ein  ganz  kurzer,  völlig  elementar  gehaltener,  deutlich  ge- 
schriebener Leitfaden  für  den  .Unterricht  in  den  Anfangsgründen 
der  ebenen  Geometrie,  Stereometrie,  Buchstabenrechnung  und  Al- 
gebra, und  der  ebenen  Trigonometrie,  der  seinen  nächsten,  auf 
dem  Titel  angegebenen  Zweck  gut  zu  erfüllen  scheint.  Die  Be- 
weise und  Auflösungen  sind  nirgends  .ausgeführt,  sondern  überall 
nur  angedeutet.  Die  auf  S.  70.  und  S.  71.  angegebenen  Näherungs- 
constructionen  und  manche  andere  für  das  geometrische  Zeichnen 
nützliche  Constructionen  sind  in  der  vorliegenden  Schrift  ganz  an 
ihrem  Orte.  Der  Druck  und  das  Papier,  so  wie  auch  die  eingedruck- 
ten  Holzschnitte  lassen  nichts  zu  wünschen  übrig. 

* * 
Benecken:  Lehrbuch  der  Mathematik,  lster  Theil:  die  ebene 

Geometrie,  gr.  8.  Mit  1 Figurentafel.  Quedlinburg.  1844.  10  ggr. 

* 


Arithmetik. 


Handbuch  der  besondern  und  allgemeinen  Arithme- 
tik für  Praktiker,  zunächst  für  das  Selbststudium  ge- 
meinverständlich abgefasstvon  Dr.  L.  C.  Schulz  v.  Strass  - 
nitzki,  offen tl.  ordentl.  Professor  der  Mathematik  am 
k.  k.  polytechnischen  Institute  zu  Wien.  Wien.  1844.  8. 
3 Thlr. 

Der  Inhalt  dieses  empfehlenswerthen , sehr  deutlich  geschriebe- 
nen, mit  vielen  Beispielen  ausgestatteten  Handbuchs  entspricht  ganz 
seinem  auf  dem  Titel  angegebenen  Zwecke. 

Leitfadeu  der  allgemeinen  Arithmetik  für  Gymna- 
sien, Real-  und  höhere  Bürgersch  u I en , ,so  wie  fürHaus- 
lehrer  und  zum  Gebrauche  beim  Selbstunterrichte.  Von 
Dr.  A.  Wigand,  Lehrer  der  Mathematik  und  zweitem  Col- 
legen  an  der  Realschule  im  Waisenbause  zu  Halle.  Halle. 
1844.  8.  10  ggr.  , 

Dieser  deutlich  verfasste  kurze  Leitfadeu  erstreckt  sieb  über 
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die  gewöhnlichen  Elemente  der  allgemeinen  Arithmetik  und  Alge* 
bra  in  ziemlicher  Vollständigkeit.  Auf  die  Auflösung  der  quadrati- 
scheil Gleichungen  mittelst  der  goniometrischen  Functionen  ist  auch 
Rücksicht  genommen.  Ein  Nachtrag  enthält  die  Lehre  von  den 
Decimnlbriichen,  wofür  der  Grund  io  der  Vorrede  ungegeben  ist. 

• \ 

Thomson,  J.:  An  Elementary  Treatise  on  Algebra,  Theorctical 
aud  Practical»  12mo,  London.  1844.  cloth.  5 s. 

Wutson,  W.:  Easy  und  Comprehensive  lutroduction  to  Algebra, 
designed  for  the  use  of  Schools,  with  plain  und  familiär  Examples, 
und  numerous  Notes  und  Observutions,  intended  as  Aids  to  Private 
Mtudeuts.  2d  edition,  much  improved  and  enlargcd.  12mo.  bound. 
3 sh. 

Elementar- Lärobok  i Algebra  af  E.  G.  Björling.  Scdnare  He- 
ien. Andra  upjdagun  af  Förfuttareus  ,,  Elementar- Afhandling  om 
Ungar.  och  Serier.  Upsala.  1844. 

M.  vergl.  Litera r.  Bericht.  No.  XIII.  S.  195. 

Schortrede,  R.:  Logaritbmic  Tables  to  Seyen  Places  of  Deci- 
mals;  containing  Logarithms  to  uumbers  front  1 to  120,000,  uum- 
bers  to  Logaritbms  front  0 to  100,000,  Logaritbmic  Sines  aud  'Tan- 
gents to  every  Second  of  the  Circle,  with  Arguments  in  Space  and 
Time,  and  new  Astronoinical  aud  Geodeticul  Tables.  Royal  - 8vö. 
Edinburgh.  1844.  cloth  4 L.  4 s. 

t 

Theorie  der  Lotterie  - Anlehen  nebst  einer  Methode 
den  Werth  eines  Kapitals  bei  verschiedenem  Ziusfusse 
und  den  hieraus  sielt  ergebenden  Curs  zu  bestimmen, 
mit  Rücksicht  auf  die  Gross  herzoglich  Badischen  Staats- 
Anlehen.  Von  I)r.  L.  Oettiuger,  ord.  offen tl.  Professor 
der  Muthematik  au  der  Universität  zu  Freiburg  in  Breis- 
gau.  Frei  bürg.  1844.  8. 

Da  die  Theorie  der  Lotterie*  Anlehen  noch  nicht  gegeben  ist, 
so  ist  diese  Schrift  unstreitig  für  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
und  politische  Arithmetik  schon  iu  dieser  Beziehung  von  nicht  ge- 
ringem Interesse.  Dies  gilt  aber  auch  von  ihrem  zweiten  Tlieile, 
über  welchen  sich  der  Herr  Verfasser  in  dem  Vorwort  auf  folgende 
Art  äussert:  ,,ln  keiner  der  bisher  über  politische  Arithmetik  er- 
schienenen mir  bekannten  Schrifteu  ist  die  Frage  aufgestellt  uud 
beantwortet,  in  welchen  Fällen  des  Gescbäftslebens  Zinses- Zinsen 
gerechnet  werden  müssen.  Man  liess  die  Frage  unberührt  und  des- 
wegen unentschieden,  vielleicht  mit  aus  dem  Grunde,  weil  die  Ge- 
setze Zinseszins  im  gewöhnlichen  Lebeu  nicht  zulassen,  uud  glaubte, 
sie  dem  Vertrag  oder  der  Willkühr  anheim  geben  zu  müssen.  Die 
Untersuchungen  des  §.  9.  zeigen,  wann  mit  Zinses- Zinseu  gerech- 
net werden  mussu,  und  wann  die  Rechnuug  mit  einfachen  Zinseu 
nicht  zugelnssen  werden  kann.  Die  Fälle,  worin  dies  geschehen 
kaun,  sind  dort  geuau  bezeichnet.  Hiebei  ist  wohl  zu  bemerken, 
dass  der  Calcul  über  die  Frage  keine  Antwort  giebt,  ob  hei  einem, 
aut  einen  bestimmten,  spätem  Zeitpunkt  uud  auf  einmal  heim  zu 
zahlenden  Kapitale,  das  mehrere  Jahre  vor  der  Verfallzeit  nach  et- 
waiger Uebereinkunft  abgetragen  werden  soll,  Zinses- Zinsen  oder 
einfache  Zinsen  gerechnet  'werden  sollen?  Er  kann  hierauf  uiclit 
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antworten,  denn  hier  entscheiden  äussere  Gründe,  wie  die  Grösse 
des  Kapitals;  die  richtige  Zahlung  der  Zinsen  auf  den  Verfalltag; 
die  Möglichkeit,  erhobene  Zinsen  sogleich  nutzbringend  anzulegeo. 
Sind  die  Zinsen  von  der  Bedeutung  und  ist  die  Möglichkeit  ton 
handen,  dass  sie  sogleich  wieder  zinstragend  angelegt  werden  kön- 
nen, wie  an  einem  grossen  Geldmärkte;  bei  Anstalten,  worin  grosse 
Geldmassen  verwaltet  werden ; bei  gegenseitig,  zu  bestimmten  Zei- 
ten wiederkehrender,  Abrechnung;  so  wird  wohl  kein  Grund  vor- 
handen sein,  die  Rechnung  mit  Zinses- Zinsen  als  unzulässig  za 
erklären.  Eine  weitere  Erörterung  dieser  Sache  gehört  jedoch  nicht 
‘hieher,  sondern  nur  die  Resultate,  zu  welchen  der  Calcul  führt.” 


Schnuse,  Dr.  C.  H.:  Sammlung  ausgewählter  allge- 
meiner Formeln  und  Aufgaben  aus  de r Differentialrech- 
nung und  deren  Anwendung  auf  Geometrie.  Ein  Hülfs- 
buch  für  Lehrer  und  Schüler  an  höhern  G nter ri chtsan- 
stillten.  2te  Liefer.  Mit  1 Tafel,  gr.  8.  Braunschweig. 
i Thlr. 

Die  erste  Lieferung  ist  Literar.  Ber.  No.  XVI.  S.  242.  ange- 
zeigt. Die  zweite  ist  noch  nicht  in  unsere  Hände  gelangt,  uml 
wird,  sobald  dies  geschieht,  ausführlicher  angezeigt  werden. 


Calculi  differentiarum  finitarum  inversi  exercita- 
tiones.  Auctore  E.  G.  Björling,  Phil.  Mag.,  ad  Reg.Acad. 
Upsal.  Math.  Doc.  Pars  1.  (Ex  Actis  Reg.  Societ.  Scient. 
Upsal.).  üpsaliae.  MDCCCXL1V.  4o. 

Der  Verfasser  beschäftigt  sieb  in  dieser  Abhandlung  vorzüglich 
mit  der  Auflösung  der  vier  folgenden  Probleme. 


Problema  I.  luvenire  ; . 

dxn 


Problema  II.  Invenire 


ex  -f-  P 
dxn 


Problema  III.  Invenire  valorein  % generalem,  quo  fiat  satis 
conditioni  = exy , y denotante  functionem  ipsius  x rationalem 
ac  integrum  mti  gradus  positoque  fax  = A (haud  =0). 

Problema  IV.  luvenire  valorem  % generalem,  quo  fiat  satis 
conditioni  ^»=zerxyi  y denotante  functionem  ipsius  x rationalem 
ac  integrum  mti  gradus,  r constantem  quamlibet  (realem  aut  imagi- 
nariam)  excepto  0,  positoque  \x  — /t  (haud  =0). 


i 


Geometrie. 


Die  Elemente  der  Geometrie  und  der  ebenen  und 
sphärischen  Trigonometrie;  von  A.  M.  Legendre.  Aus 
dem  Französischen  übersetzt  und  mit  Anmerkungen  be- 
gleitet von  A.  L.  Grelle.  Vierte  Aüflnge  der  Gebersetzung 
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(nach  der  12ten  Auflage  des  Originals).  Berlin.  1844.  8. 
2 Thlr. 

Scheint  ein  ganz  unveränderter  Abdruck  der  vorhergehenden 
Auflage  dieser  empfeblenswertheu  (Jebersetzung  des  immer  noch  als 
ausgezeichnet  anerkannten  Werks  von  Legendre  zu  sein. 


Lehrbuch  der  Geometrie  für  Gymnasien.  Vou  C. 
Meyer,  Professor  am  Königlichen  Gymnasium  zu  Pots- 
dam. Erster  Theil.  Planimetrie.  Dritte  Auflage.  Zwei-  . 

. ter  Theil.  Stereometrie.  Zweite  Auflage.  Potsdam. 
1843.  8. 

Dieses  Lehrbuch  enthält  die  gewöhnlichen  Elemente  der  ebe- 
nen und  körperlichen  Geometrie  in  deutlicher  und  strenger  Dar- 
stellung. Was  den  Vortrag  der  Lehre  von  den  Parailelliuicn  be- 
trifft, so  wird  dieselbe  hauptsächlich  auf  den  Satz  gegründet,  dass 
zwei  einer  und  derselben  dritten  Linie  parallele  gerade  Linien  ein- 
ander jederzeit  selbst  parallel  sein  müssen.  Diesen  Satz  stellt  der 
Verfasser  als  einen  Lehrsatz  auf,  und  gegen  den  Beweis  desselben 
an  sich  kann  allerdings  auch  eigentlich  nichts  Wesentliches  einge- 
wendet werden.  Gewünscht  hätten  wir  aber,  dass  der  Verfasser, 
was  uns  bei  diesem  vielbesprochenen  Gegenstände  von  ganz  beson- 
derer Wichtigkeit  zu  sein  scheint,  recht  deutlich  und  bestimmt  her- 
vorgehoben hätte,  welches  Axiom  der  von  ihm  gegebenen  Darstel- 
lung eigentlich  zum  Grunde  liegt;  denn  dass  mau  ohne  ein  solches 
besonderes  Axiom  in  der  Lehre  von  den  Parallellinieu  nicht  aus- 
kommen  kaun,  scheint  nun  einmal  gewiss  zu  sein.  Zergliedert  man 
aber  die  Darstellung  des  Verfassers,  so  findet  man  allerdings,  dass 
in  derselben  ein  solcher  besonderer  Grundsatz  versteckt,  aber  nicht 
als  ein  solcher  aufgestellt  worden  ist,  welcher  bei  dem  Beweise 
von  §.  21.  Zusatz,  in  Anwendung  gebracht  werden  muss,  wenn 
derselbe  in  völlig  strenger  Form  gcgcbeu  werden  soll.  Dieser  Satz 
ist  hier  übrigens  kein  eigentliches  Axiom,  sondern  vielmehr  ein 
Postulat,  und  kann  auf  folgende  Art  ausgesprochen  werden: 

Wenn  zwischen  den  Schenkeln  eines  Winkels  eiu  ' 
Punkt  gegeben  ist,  so  lässt  sich  immer  eine  die  beiden 
Schenkel  des  Winkels  schneidende  gerade  Linie  ziehen, 
die  in  Verbindung  mit  den  beiden  Schenkelo  des  gege- 
benen Winkels  ein  Dreieck  bildet,  innerhalb  dessen  der 
gegebene  Punkt  liegt. 

Insofern  man  die  Möglichkeit  des  in  diesem  Satze , der  übri- 
gens wenigstens  in  ähnlicher  Form  auch  schon  anderen  Parallelen- 
theorien zum  Grunde  gelegt  worden  ist,  Geforderten  ohne  Beweis 
zugiebt,  und'  demselben  den  Namen  eines  eigentlichen  Postulats 
nicht  streitig  macht  — was  wir  aber  allerdings  zu  thun  geneigt, 
sein  möchten  — lässt  sich  gegen  die  von  dem  Verfasser  gegebene 
Darstellung,  wie  es  uns  scheint,  nichts  Wesentliches  ein  wenden. 
Nur  sind  wir,  wie  schon  erinnert,  der  Meinung,  dass  der  Verfasser 
namentlich  in  einem  Schulbuche  dieses  Postulat  hätte  förmlich  auf- 
stellen und  auf  diese  Weise  den  Schülern  die  Schwierigkeit,  die 
in  der  Lehre  von  den  Parallellinien  uuu  einmal  vorhanden  ist,  und 
nach  unserer  innigsten  (Jeberzeugung  nur  durch  eiu  dieser  Lehre 
eigentkümlichcs  Axiom  oder  Postulat,  da  die  gewöhnlichen  blosse 
Grössenvergleichungen  betreffenden  Axiome  liier,  wo  man  es  mit 
blossen  Lugenbeziehungen  zu  thun  hat,  nicht  mehr  ausrcicben,  ge- 
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hoben  werden  kann,  hätte  klar  und  deutlich  vor  Augen  legen  sol- 
len.  Leider  wird  in  dieser  Lehre  immer  noch  in  vielen  Lehrbüchern 
ein  solches  Versteckespielen  mit  Sätzen  gehandbabt,  was  derselben 
gewiss  schon  zu  grossem  Schaden  gereicht  und  den  grössten  Tbeil 
der  öfters  ganz  verunglückten  Versuche  zu  ihrer  besseren  Begrün- 
dung hervorgerufen  hat.  Keineswegs  soll  übrigens  hiedurch  ein 
indirecter  Tadel  der  von  dem  Verfasser  gegebenen  Darstellung  an 
sich  ausgesprochen  werden,  die  wir  im  Gegentheil  ganz  zweck- 
mässig finden,  wenn  nur  das  in  derselben  versteckte,  oben  näher 
bezeichnete  Postulat  bestimmt  hervorgehoben  worden  wäre. 

Zur  Empfebiung  gereicheu  dieser  Schrift  auch  'gutes  Papier, 
schöner  Druck,  und  die  in  den  Text  eingedruckten , sehr  gut  aus- 
geführten Holzschnitte. 

' Leitfaden  der  gesammten  Eleine n tar  - Geometrie  für 
hohem  Schulunterricht,  bearbeitet  von  Dr.  A.  Sonnen, 
bürg,  ordentlichem  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik 
au  der  Hauptschule  zu  Bremen.  Bremen.  1844.  8. 

(Schon  vorläufig  Literar.  Ber.  No.  XVIII.  S.  280.  angezeigt.) 

Dieser  Leitfaden  erstreckt  sich  über  die  ebene  Geometrie  und 
ebene  Trigonometrie,  Stereometrie  und  sphärische  Trigonometrie. 
In  der  Vorrede  erklärt  sich  der  Verfasser  näher  über  die  Methode 
seines  Unterrichts,  welches  die  Methode  eines  jeden  guten  Lehrers 
ist,  und  sagt  dann  über  das  vorliegende  Buch:  „Ls  galt  hier  er- 

stens, um  das  die  Aufmerksamkeit  störende  Niederschreibeu  ein- 
zelner  Punkte  (von  Seiten  der  Schüler)  in  den  Lehrstunden  zu  ver> 
hindern,  die  wichtigsten  Erklärungen  und  die  Huupt  - Lehrsätze 
bestimmt  und  schart,  die  Beweise  der  letzteren  dagegen  nur  in 
ihren  vorzüglichsten  Punkten  hiuzustellen , alles  weniger  Wichtige 
aber  jenen  unterzuordnen  und  anzudeuten,  jedoch  so,  dass  der  den* 
kende  Schüler  allein,  der  schwache  mit  einiger  Hülfe,  sich 
hindurchfinden  könne;  zweitens  dem  Schüler  einen  leichten  Ueber- 
blick  über  das  weitläufige  Gebiet  der  Elementar  - Geometrie,  zu 
verschaffen  und  ihn  hei  vorgekommenen  Versäumnissen  den  Zusam- 
menhang leicht  wieder  auffindeu  zu  lassen;  drittens  zu  häusli- 
chen Arbeiten  statt  der  schriftlichen  Ausarbeitung  des  in  den  Lehr* 
stunden  Durcbgenommenen  (wo  ja  das  Abschreiben,  selbst  bei  stren-  • 
ger  Uebervvachung,  immer  eine  bedeutende  Rolle  spielt),  solche 
Sätze  und  Aufgaben  zu  den  Haupt -Lehrsätzen  nuszuwählen, . an  de- 
nen der  Schüler  sein  jedesmaliges  Wissen  und  Können  bewähre; 
viertens  überall  da,  wo  Beispiele  die  Sache  verdeutlichen  und 
befestigen,  diese  auch  in  hinreichender  Anzahl  heizufügen;  end- 
lich galt  es,  nicht  einen  besoodern  Tbeil  der  Elementar -Geometrie, 
sondern  das  gesummte  Gebiet  derselben  so  gedrängt  wie  möglich, 
übersichtlich  und  praktisch  zusammenzustellcn.”  Wir  glauben,  dass 
das  Buch  allen  diesen  Anforderungen  gut  entspreche,  und  dass  der 
Verfasser  namentlich  rücksiclitlich  der  zu  sehr  oder  zu  wenig  aus- 
führlichen Darstellung  einen  glücklichen  Mittelweg  eingeschlageo 
habe,  empfehlen  dasselbe  daher  aus  Ueberzeugung  zu  weiterer 
Beachtung.  Auf  die  sogenunnte  neuere  Geometrie  ist  in  einem 
Anhänge  zur  ebeuen  Geometrie  ( S.  95.  — S.  100. ) so  weit  Bück, 
siebt  genommeii,  als  es  die  Natur  eiues  solchen  Schulbuches  ge- 
stattet. Den  Euler’schen  Satz  von  den  Polyedern  hätte  der 
Verfasser  wohl  noch  mit  aufnehmen  können,  da  sich  derselbe  nach 
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dem  jetzigen  Stande  der  Wissenschaft  so  leicht  beweisen  lässt. 
Auch  verdient  der  von  Gauss  gegebene  schöne  Beweis  des  Le- 
gendre’scbeu  Theorems  von  dem  sphärischen  Excess 
(M.s.  Archiv.  Thl.  I.  S.  436.)  immer  mehr  Eingang  in  die  Elemente 
zu  finden,  als  derselbe  bisher  gefunden  hat.  llebrigens  konnte  der 
Verfasser  des  vorliegenden  Lehrbuchs  diesen  schönen  Beweis  schon 
deshalb  nicht  in  dasselbe  aufnehmen,  weil  er  die  trigonometrischen 
Reihen  von  dem  Vortrage  der  Trigonometrie  ausgeschlossen  hat, 
was  bei  der  Tendenz  und  der  ganzen  Anlage  dieser  Schrift  nicht 
gemissbilligt  werden  kann. 

/ 

Lehrbuch  der  Elementar  - Geometrie.  Eine  Samm- 
lung  methodisch  geordneter  und  aufgelöster  geometri- 
scher Aufgaben  mit  155  dem  Texte  beigedruckten  Holz- 
schnitten, für  Lehrer  und  zum  Selbstunterricht,  insbe- 
sondere für  Volksschulen  und  Schullehrer  - Semi narien. 
Bearbeitet  und  b erausgegeben  von  F.  W.  Pietzsch,  Leh- 
rer an  der  Ra th s - Töchterschule  zu  Dresden.  1844.  8. 

12  ggr. 

Diese  Schrift  verdient  nur  den  Namen  einer  Anleitung  zum  geo- 
metrischen Zeichnen,  aber  nicht  eines  Lehrbuchs  der  Elementar- 
Geometrie. 

’ . 

Fülle:  Lehrbuch  der  Stereometrie  für  die  obern  Klassen  der 
Gymnasien  und  Realschulen.  Mit  6 Figurentafeln,  gr.  8.  Breslau. 
1844.  . * Thlr. 

Derselbe:  Auszug  aus  Vorstehendem.  Mit  6 Figurentafeln, 

gr.  8.  Ebendaselbst,  y Thlr. 

Teyssedre,  A.:  Eltfmens  de  geomltrie  populaire.  Avec  6 plan- 
ches.  8.  Paris.  3 f.  50  c. 

Planches,  Jufcs:  Cahiers  de  geom£trie  dldmeutaire,  pour  servir 
de  complement  au  Traitö  de  Legendre.  Quatrieme  cahier.  lu-8. 
Paris.  1844. 

Adh&nar,  J.:  Traitö  de  gdom&rie.  Geometrie  plane,  ln -8. 
Paris.  1844.  10  fr. 

Dulague:  Legons  de  navigation.  contenant  les  elemens  de  ^o- 
metrie  et  de  trigonom^trie.  Reproduction  de  la  dixieme  Edition, 

revue  etc.  par  V.  Bagay.  ln  *8.  Paris.  1844. 

• % 

t 

Brasse,  J.:  The  Enunciations  and  Figures  belonging  to  the 
Propositions  in  the  First,  Sixth,  and  part  of  the  Eleventb  Books 
of  Euclid’s  Elements,  usually  read  in  the  Universities.  5th  edition. 
46  cards  in  a case<  London.  1844.  5 s.  6 d.  or,  sewed.  3 s.  6 d. 

Wedgwood:  The  Principles  of  Geometrical  Demonstration  de- 
duced  from  the  Original  Conception  of  Space  and  Form.  London. 
1844.  2 s. 

Kauffmann  und  Schwenk:  Aufgaben  aus  der  darstellenden 

Geometrie.  Mit  60  lith.  Tafeln.  8.  Stuttgart.  1844.  2£  Thlr. 
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Bünau,  H.  von:  Die  Elemente  der  Projectionslebre.  Ein  Leit- 
faden für  den  Unterricht  an  gewerblichen  Lehranstalten  bearbeitet. 
Mit  20  Kupfertafeln.  8.  Leipzig.  1844.  lf  Thlr. 

Leroy,  C.  F.  A.:  Traitö  de  St£r£otomie,  comprenant  (es  appli- 
cations  de  la  geomdtrie  descriptive  ä la  theorie  des  ombres,  la  per- 
spective lineaire,  la  gnomonique,  la  coupe  des  pierres  et  la  char- 
pente.  In  -4.,  plus  un  atias  in  folio  de  74  pi.  Paris.  1844.  34  fr. 

Tabacci:  Applicazioni  di  geometria  descrittiva  al  disegno  ar- 
chitettonico  e delle  inaccbine  e formule  per  calcolare  le  superficie 
delle  volte  composte.  Fase.  I.  2 tavole  litogr.  8.  Padova.  1844. 
2.  61. 

Considdratio us  generales  sur  les  courbes  algebri- 
ques.  Pur  M.  Steichen,  Professeur  ä l’Ecole  Mifitaire 
de  Bruxelles.  ' 

Wahrscheinlich  ist  diese  mir  von  dem  Herrn  Verfasser  gütigst 
zugesandte  Abhandlung  aus  einem  Journal  entlehnt,  welches  ich 
aber  auzugeben  ausser  Stande  bin.  G. 


Praktische  Geometrie. 


Untersuchungen  über  Gegenstände  der  hohem  Geo- 
däsie. Von  C.  F.  Gauss.  Aus  dem  zweiten  Bande  der  Ab- 
handlungen der  König  1.  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
zu  Güttingen.  1844.  4.  12  ggr. 

Der  berühmte  Verfasser  beabsichtigt  in  einer  Reihe  von  Ab- 
handlungen seine  durch  die  im  Königreiche  Hannover  ausgeführten 
grossen  Messungen  veranlassten  geodätischen  Untersuchungen  zu 
veröffentlichen,  und  äussert  sich  rücksichtlich  dieser  vorliegenden 
ersten  Abhandlung  uuf  folgende  Weise. 

Von  der  Aufgabe:  die  Theile  einer  gegebenen  Fläche  auf  einer 
andern  gegebenen  Fläche  so  abzubilden,  dass  die  Abbildung  dem 
Abgebildeten  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  wird,  habe  ich  im 
Jahre  1822  eine  allgemeine  Auflösung  gegeben,  welche  Herr  Con- 
ferenzrath  Schumacher  im  3.  Heft  der  Astronomischen  Abhandlungen 
hat  abdrucken  lassen.  Bei  der  Anwendung  dieser  Aufgabe  auf  die 
höhere  Geodäsie,  für  welche  sie  eine  vorzüglich  ergiebige  Hülfs- 
quelie  wird,  macht  sich  das  Bedürfniss  fühlbar,  Abbildungen,  welche 
unter  der  angegebenen  Bedingung  stehen,  durch  eine  besondere  \ 
Benennung  auszuzeichnen,  und  ich  werde  dieselben  daher  con- 
forme  Abbildungen  oder  Uebertragungen  nennen;  indem  ich  diesem 
sonst  vagen  Beiworte  eine  mathematisch  scharf  bestimmte  Bedeutung 
beilege. 

ln  der  angeführten  Schrift  ist  die  allgemeine  Auflösung,  welche 
eine  willkührliche  Function  einschliesst,  auf  mehrere  bestimmte 
Flächen  angewandt;  das  letzte  dort  behandelte  Beispiel  betrifft  die 
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conforme  Uebertragung  der  Oberfläche  des  Uindrehungsellipsoids 
auf  die  Kugelfläche,  und  es  ist  S 21.  zugleich  eine  solche  Bestim- 
mung der  arbiträren  Function  angegeben,  die  zu  einer  sehr  brauch- 
baren Anwendung  auf  die  höhere  Geodäsie  benutzt  werden  kann. 
Diese  Benutzung  war  a.  a.  0.  nur  kurz  angedeutet,  und  eine  ausführ- 
lichere Entwickelung  Vorbehalten.  Ich  werde  jedoch  anstatt  dieser 
speciellen  Auflösung  eine  etwas  abgeänderte  und  für  die  geodäti- 
schen Anwendungen  noch  viel  mehr  geeignete  Methode  zur  confor- 
men  Uebertragung  der  ellipsoidiscben  Fläche  auf  die  Kugelfläche 
in  der  gegenwärtigen  Abhandlung  entwickeln,  und  damit  zugleich 
alles  zu  einer  solchen  Benutzung  Erforderliche  verbinden. 

i 

Reinhold,  C.:  Anweisung' zum  praktisch  - richtigen  Nivelliren 

oder  Wasserwägeu;  bestehend  in  der  Beschreibung  und  Abbildung 
eines  verbesserten  Nivellir-  Instruments  mit  Fernrohr  und  Röbren- 
libelle,  dessen  'Einrichtung  die  möglichst  genaue  Uorizontaistellung 
der  Visir-Axe  ohne  äussere  Hülfsmittel  leicht  und  sicher  gewährt, 
und  in  der  Darstellung  einer  sichern  und  richtigen  Nivellirmethode 
mit  Selbstcontrole.  (Besonders  abgedruckt  aus  dem  20sten  Bande 
von  „Crclle’s  Journal  für  Baukunst.)  Mit  3 Figurentafeln.  4.  1844. 
Berlin.  1^  Thlr.  v 

Regnault,  E.  E.:  Traitd  di  topograpbie  et  de  geodCsie  fo- 
restieres.  Avec  8 pl.  In -8..  Nanci.  1844.  10  fr. 

' t 

Principii  elementari  de  geometria  pratica,  ed  applicazioni  al  di- 
segno,  raccolti  ad  uso  degli  artieri  allievi  della  gratuita  scuola  di 
disegno  in  Vercelli.  In -4.  gr.  15  tavole.  Vercelli.  1843.  , 5.  — . 

i 

Hummel.  J.  E.:  Anleitung  zum  Projections  - oder  geometrischen 
Zeichnen.  Nebst  einem  Anhänge  der  nöthigsten  Coustructionen  krum- 
mer Linien,  hauptsächlich  in  Bezug  auf  das  Praktische  bearbeitet. 
Mit  16  Kupfertafeln,  gr.  8.  Berlin.  1844.  1|  Tblr. 


I 

Trigonometrie. 


Nübel,  Chr.:  Lehrbuch  der  Trigonometrie.  Für  die  höheru 

Klassen  der  Gymnasien  und  Schulen,  so  wie  zum  Selbstunterricht, 
gr.  8.  Mit  1 , Figurentafel.  {-  Thlr. 


Mechanik. 


Kulik,  J.  Pb.:  Anfangsgründe  der  höhern  Mechanik  mit  Rück- 
sicht auf  ihre  technischen  Anwendungen.  1.  2.  Lieferung.  Mit 
Band  V.  26 
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8 Figurentafeln.  8.  («einzig.  1844.  Preis  für  das  vollständige 
Werk  4 Thlr. 

Ckapiuans  Parakoliska  Konstruktions  - System  , tillänipadt  pa 
Handelstärtyg.  af  G.  C.  Witt,  Seeund  - Lojtnant  i Kongl.  Maj:ts 
Floitas  konstruktions- Korps.  Deuna  Afhandling  tiiibör  den  Hög* 
wederbörligen  faststälda  Lärokursen  wid  Skeppsbyggeri  - Institatet 
i CarUkrona.  Carlskrona.  1844.  8:o.  med  1 plancb. 


Praktische  Mechanik. 


Schubert:  Elemente  der  Maschinenlehre.  2te  Abth.:  Von  der 

Bearbeitung  fester  Körper  im  Allgemeinen,  von  den  einfachen  Werk- 
zeugen und  von  den  Werkzcugsmascbinen.  gr.  8.  Mit  35  Stein- 
tafeln in  Folio,  Dresden.  1844.  10  Thlr. 

Theorie  de  Tequilibre  de  la  vis  ä filet  trian  gu laire, 
eu  egard  au  frottement.  (Bxtrait  d'un  travail  plus 
etendu).  Par  M.  Steichen,  Professeur  ä I’Ecole  MiH* 
taire  de  Bruxelles. 

Wahrscheinlich  ist  diese  von  dem  Herrn  Verfasser  mir  gütigst 
zugesandte  Abhandlung  aus  einem  Journal  entlehnt,  welches  ich 
aber  anzugeben  ausser  Stande  bin.  G. 

I 

Westpbalen:  Anwendung  der  Turbinen  im  Vereine  mit  ste- 

henden Dampfmaschinen  beim  Ersteigen,  und  der  Wasserdruck  werke 
beim  Herunterkommen  der  Convois  auf  Gebirgseisenbahnen.  Ver- 
gleichung dieses  Systems  mit  der  Anwendung  der  atmosphärischen 
Eisenbahn  zur  Uebersteigung  der  Berge,  gr.  4.  Dresden.  1S44. 
u Thlr. 

Redtenbaeher.  F.,  Prof.:  Theorie  und  Bau  der  Turbinen  und 

Ventilatoren.  Mit  6 kleinen  und  11  grossen  Tat.  Lex. -8.  Mann- 
heim. 1844.  7 Thlr. 

W estpbalen:  Ueber  die  Gehirgseisenbabnen  mit  stehenden  Ma- 

schinen und  Anwendung  von  Gegengewichten,  gr.  4.  Mit  1 btb- 
Beilagen.  Dresden.  1844.  li  Thlr. 

Majocchi.  G.  A.:  Cenni  storici  ietorno  alP  elettro-mafnetismo 

considerato  come  forca  motrice.  Io -8. 

Walther:  Vorlege  Matter  zum  Cnterricbte  und  zur  Selbstübung 

im  Maschinenzeichnen.  Folio  (12  Blätter).  Augsburg.  !***• 

U Thlr. 
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Hstii 


Optik. 


B/ili  •'  ^ i 

gL  1 Merz:  Oie  neuern  Verbesserungen  am  Mikroskope  nebst  den 

sie  begleitenden  Aenderungeu  iu  der  Dioptrik.  gr.  8.  München. 
Jrt  1843.  ‘ Tlilr. 

t * * 


Astronomie. 


Bode,  J.  E. : Anleitung  zur  Kenntniss  des  gestirnten  Himmels, 
herausgegeben  von  C.  Bremiker.  lOte  vermehrte  und  verbesserte  . 
Auflage.  Mit  3 Kupfern  und  einer  allg.  Himmelskarte  nebst  trans- 
parentem Horizont,  gr.  8.  Berlin.  1844.  3f  Thlr. 

Hieraus  für  die  Besitzer  früherer  Auflagen  besonders  abgedruckt: 

Nachtrag,  cuthaltend  den  Lauf  und  die  Erscheinungen  der  Fla* 
neten  in  den  Jahren  1844  bis  1854  uud  die  Finsternisse,  gr.  8. 
Ebendaselbst.  ^ Thlr. 

Frege,  V.  E.:  Planetensystem  der  Sonue,  für  Schulen.  12 

Wandtafeln  in  gr.  Fol.  .Meissen.  1844.  1|  Thlr. 

Ife,  O.  A. : Oie  Vorkenntnisse  der  Astronomie,  Geographie  und 

Naturlehre.  Ein  Lehrbuch  zum  Gebrauch  iu  Elementarschulen  und 
Erziehungsanstalten,  so  wie  auch  bei  häuslichem  Unterricht.  8. 
Berlin.  1844.  £ Thlr. 


Wirth,  Dr. : populäre  Darstellung  der  physikalischen  und  ma- 

thematischen Verhältnisse  unserer  Sonne  und  ihrer  Planeten.  4. 
Bamberg.  1842.  -J-  Thlr. 

i 

, / 

Guy’s  Elements  of  Astronomy,  6th  Edition,  enlarged  and  cor- 
rected  throughout,  royal  18mo.  1844.  18  plates.  bound  6 s. 

i 

Struve:  Expedition  chronometriquc  cxecutde  par  ordrc  de  S.  M. 
Pempereur  Nicolas  I.  entre  Poulkova  et  Altona  pour  la  ddtermiuation 
de  la  longitude  göographintie  relative  de  l’observatoire  central  de 
Russie.  Rapports  faits  a racad.  imp.  des  Sciences  de  St.  Pcters- 
bourg.  1844.  lf  Thlr. 

Astronomische  Beobachtungen,  auf  der  Künigl.  Sternwarte  zu 
Berlin.  Hcrausg.  von  F.  Encke.  2.  Band.  Fol.  Berlin.  1844.  5 Thlr.  . 


Mädler,  J.  G.:  Beobachtungen  der  Kaiserl.  Universitäts-Stern- 
warte zu  Dorpat.  10.  Bd.  (N.  Folge  2.  Bd.)  4.  Dorpat.  1844. 

• \ • 

Quetelet,  A. : Annuaire  de  l’ohservatoire  royal  de  Bruxelles. 
Xle  aunde.  In- 18.  Bruxelles.  1844.  \ Thlr. 
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Physik. 


Wicber:  Lehrbuch  der  Physik  für  die  o'bern  Klassen  der  Gym- 
nasien und  höhcrn  Bürgerschulen,  gr.  8.  iVlit  8 Figurentafelo. 
Breslau.  }844.  1-y  Tlilr. 

Brandes,  H.  W.t  Vorlesungen  über  die  Naturlehre  für  Lese/, 
denen  es  an  mathematischen  Vorkeuutnissen  fehlt.  2te  verm.  and 
verb.  Aufl.  von  C.  W.  H.  Brandes  uud  W.  J.  H.  Michaelis.  Mit 
Kupfern.  3tc  Lieferung.  Lex. -8.  Leipzig.  1844.  1 Thlr. 

Menge,  A.:  Physik.  Mit  zahlreichen  in  den  Text  gedrucktes 

Holzschnitten.  8.  Graudeuz.  1838.  1-^  Thlr. 

Soubeirau,  E. : Prdcis  elementaire  de  physique.  2me  edition. 
8.  Paris.  1844.  6 fr.  50  c. 

\ 

Majocchi,  G.  A.:  Elemeuti  di  llsica  per  uso  delle  scuole  eie- 

mentari  maggiori  del  regno  Lombardo- Veneto.  Seconda  edizione 
con  tavole  in  rcme.  In  *8.  con  6 tavole.  Milano.  1843.  2.  61. 

Memoire  sur  la  Constitution  physique  du  cclorique  et  sur  la 
pr^tendue  force  rlpulsive.  ln- 12.  Reims.'  1844. 

Schwaab,  Dr.  W.:  Versuch  einer  neuen  Theorie  der  Hagelbil- 
dung. 8.  Cassel.  1844.  ^ Thlr. 


Vermischte  Schriften. 


Chassarant,  J.  Th.:  Opinions  nouvelles  en  matiere  de  physique 
et  d’astronomie.  In -8.  Nimes.  1844.  < 

Sautini,  Francesco:  Memorie  matematiche.  Ferrara.  1843, 

In -4. 

Abhandlung  der  mathematisch  • physikalischen  Klasse  der  Kö- 
nigl.  Baier.  Akademie  der  Wissenschaften.  III.  Bd.  3.  Abth.  gr.  4- 
Mit  vielen  lith.  Beilagen.  1843.  München.  2 Thlr. 

4 

Afhandlinger,  det  Kong.  Danske  Videnskabernes  Selskabs  na- 
turvidenskabelige  og  mathematiske.  lOe  Deel.  Med  28  Tavler. 
gr.  4.  Kjöbenhavn.  1843.  2T7¥  Thlr. 
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XX. 

Literarischer  Bericht. 

\ • 


% 

Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Wörterbuch  der  angewandten  Mathematik.  Ein 
Handbuch  zur  Benutzung-  b e i 5 m Studium  und  Betriebe 
derjenigen  Wissenschaften*  Künste  und  Gewerbe,  wel- 
che Anwendungen  der  reinen  M a t h e in  a t i k erfordern. 
Zugleich  als  Fort  Setzung  von  G.  S.  Kliigel’s  Wörter- 
buch der  reinen  Mathematik.  I in  Vereine  mit  mehreren 
Gelehrten  und  Praktikern  bearbeitet  von  G.  A.  Jahn, 
!>r.  nhi  los.  und  Lehrer  der  Mathematik  in  Leipzig. 
1 . 2.  L i e f.  ^ r.  8.  Leipzig.  1844.  ä 18  ggr. 

Eine  ausführlichere  Anzeige  dieses  Werks  scheint  zweckmässig 
bis  dahin  ausgesetzt  zu  werden,  wo  mehrere  Lieferungen  erschie- 
neu  sein  werden,  da  dieselben  schnell  auf  einander  folgen  zu  sollen 
scheinen. 


li  .ui  i • !»••.♦,  t '»ti*.  « >'i< 

> • i*  . >.**•!  ('•  •'«iw  • ;» ■ < 

.*  / , ei'  »•  i * i •*  i — • * iMiit  t.  i 

Arithmetik. 


Desmarest,  V.:  Nouveau  traitt;  d’arithmetique.  lu  - 8.  Com- 

piegne.  1844. 

* f 4 

Förster:  Elements  of 

2 sh. 

Hill,  Mag.  C.  J.  Prof, 
fvande  allmän  storbetslära. 

Band  V. 


Algebra.  2 Edition.  London.  1844. 


i Math. : Prolegomena  tili  hrarje  bli- 
Lund.  1844.  4. 

27 


Djgitized  by  Google 


I 


302 


Derselbe:  Utkast  tili1  en  allmän  tbeorie  for  binomiska  imagi- 

näre r«>l I er  säsnm  grund  for  de  trigonometriska  functionerues  alge- 
braiska  härledning  samt  lösniog  af  Casus  irreducibilis.  Lund. 
1844.  8. 


Sammlung:  von  Beispielen  und  Aufgaben  aus  der  all- 
gemeinen Arithmetik  und  Algebra.  Für  Gymnasien,  hö- 
here Bürgerschulen  und  Ge  wer  lisch  u Icu  in  systemati- 
scher Folge  bearbeitet  von  Eduard  II  eis,  Oberlehrer  der 
Hl  a t b e m a t i k . Physik  und  Chemie  an  der  c o ui  b i n i r t e n hö- 
heren Burger-  und  Proviucial-Gcwerbschule  zu  Aachen. 
Dritte,  vermehrte  Auflage.  Köln.  1844.  8.  1 Thlr. 

Von  diesem  ausgezeichneten  Schulbuche  wird  in  einem  der 
nächsten  H»fte  eine  ausführlichere  Beurthei.lung  geliefert  werden, 
weshalb  jetzt  die  vorläufige  Anzeige  von  dem  Erscheinen  der  drit- 
ten vermehrten  Auflage  desselben  genügen  mag. 

Grundriss  der  höheren  Analysis.  Herausgegeben  von 
Josepii  Salomo  n,  ö.  o.  Professor  der  gesammten  r ei  neu 
Mathematik  ain  k.  k.  polytechnischen  Institute  in  Wien. 
Wien.  1844.  8.  3 Thlr. 

Dieses  sehr  deutlich  geschriebene,  und,  besonders  in  Bezug 
auf  das  Publikum,  für  welches  es  besonders  bestimmt  ist,  ziemlich 
vollständige  und  reichhaltige  Lehrbuch  der  sogenannten  Analysis 
des  Endlichen,  der  Differenzialrechnung  und  der  Integralrechnung,  , 
ist  weder  ganz  im  Geiste  der  älteren,  noch  ganz  im  Geiste  der 
neueren  Behandlungsmethode  der  .Analysis  verfasst,  sondern  es  fin- 
den sich  vielmehr  in  demselben  beide  Methodeu  mit  einander  ver- 
einigt, was  wir  in  Rücksicht  auf  das  Publikum,  für  welches  der 
Verfasser  zunächst  geschrieben  hat,  nur  vollkommen  billigen  kön- 
nen, da  z.  B.  die.  Methode  der  unbestimmten  Coeflicienten  bei  allen 
ihren  Unvollkommenheiten  dein  Praktiker,  dein  es  oft  weniger  auf 
die  Methode  an  sich,  als  vielmehr  auf  die  Auffindung  eines  Resul- 
tats ankoinmt,  in  vielen  Fällen  vortreffliche  Dienste  leisten  kann. 
Dabei  hat  aber  der  Verfasser  die  Unvollkommenheiten  der  älteren 
Methoden  durchaus  nicht  verschwiegen,  sondern  vielmehr  nicht  un- 
terlassen ,*un  geeigneten  Stellen  besonders  auf  dieselben  liinzuwei- 
sen,  und  die  neueren  Methoden  keinesweges,  wie  dies  leider  nur 
zu  oft  noch  geschieht,  ignorirt,  sondern  denselben,. so  weit  es  sei- 
nem nächsten  Zwecke  angemessen  und  entsprechend  war,  mit  Recht 
eine  ganz  besondere  Aufmerksamkeit  geschenkt,  sich  dabei  auch 
seihst  als  einen  mit  den  grossen  Fortschritten,  welche  die  Analysis 
in  neuerer  Zeit  namentlich  in  Beziehung  auf  strengere  theoretische 
Begründung  gemacht  hat,  vollkommen  vertrauten  Gelehrten  gezeigt» 
Daher  fiudet  man  denn  in  diesem  Werke  so  Manches,  was  man  in 
vielen  anderen  neueren  Werken,  selbst  in  solchen,  die  eine  bloss 
theoretische  Richtung  verfolgen,  vergebens  sucht,  wie  z.  B.  die 
Lehre  von  der  Convcrgenz  und  Divergenz  der  Reihen;  die,,  wenn 
man  hei  eigenen  Untersuchungen  vor  Fehlschlüssen  gesichert  sein 
will,  so  wichtigen  Bedingungen  der  Ungleichheit;  die  eben  so  wich- 
tige Lehre  von  den  Mittelgrössen;  eine  genauere  Theorie  der  ima- 
ginären Grössen;  eine  sehr  gut  durch  geführte  allgemeine  Theorie 
der  Gleichungen , u.  A.  also  natürlich  auch  den  wichtigen  Satz, 
dass  jede  Gleichung  mit  hcliehigcu  reellen  oder  imaginären  Coeffi- 
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cienten  immer  wenigstens  eine  reelle  oder  imaginäre  Wurzel  von 

der  Form  — 1 hat,  auf  welchen  am  Ende  Alles  aukommt, 

und  auf  dein  die  ganze  Theorie  der  Gleichungen  als  ihrer  eigent- 
lichen Basis  ruhet,  ohne  Ziihülfenakme  anderweitiger  Hüifsmittel 
rein  algebraisch  bewiesen:  die,  gehörige  Berücksichtigung  der  Beste 
oder  Ergänzungen  der  Taylor’scken  und  Maclaurin’schen  Reihe, 
-und  vieles  Andere,  was  hier  besonders  namhaft  zu  machen  uns  der 
Raum  fehlt.  / Auch  die  Integralrechnung  ist  in  hinreichender  Aus- 
führlichkeit behandelt,  und  vielen  Abschnitten  ist  eine  grössere  An- 
zahl zweckmässig  gewählter  Uehungshcispi6le  beigelügt,  lieber  die 
Anwendung  der  Analysis  auf  die  Geometrie  denkt  der  Herr  Ver- 
fasser ein  eigenes  Lehrbuch  herauszugehen,  weshalb  dieselbe. in 
dem  vorliegenden  Werke  keine  Berücksichtigung  gefunden  hat. 

Wir  glauben  in  der  Tliat,  so  viel  eine  für  jetzt  natürlich  wc- 
\ niger  ins  Einzelne  gehende  Durchsicht  des  Werks  dieses  Urtheil 
zu  begründen  im  .Stande  ist,  Praktikern,  welche  der  Analysis  ein 
strenges  und  ernstes  Studium  zu  widmen  gedenken,  sich  dabei  aber 
auch  nicht  zu  weit  über  den  Kreis  der  nächsten  Brauchbarkeit  und 
Nützlichkeit  hinaus  bewegen  wollen,  gegenwärtig  kein  besseres 
Lehrbuch  als  das  vorliegende  empfehlen  zu  künuen.  namentlich 
wenn  ihnen  dabei  der  Rath  eines  schon  mit  der  Wissenschaft  mehr 
vertrauten  Mannes  zur  Seite  steht.  Denn  der  Herr  Verfasser  sagt 
selbst,  dass  er  das  Buch  inehr  zu  einem  Lehrbuche,  als  für  den 
Selbstunterricht  bestimmt  habe,  obgleich  der  Vortrag  lins  so  deut- 
lich scheint,  dass  ein  « inigermnssen  fälliger,  mit  den  Elementen 
gehörig  vertrauter  Kopf  schwerlich  häutig  auf  Schwierigkeiten 
stosseu  wird.  Was  der  Herr  Verfasser  in  der-  Vorrede  über  den 
Unterricht  von  Praktikern  und  Technikern  sagt,  unterschreiben  wir 
aus  vollster  Ueberzeugung,  und  das  vorliegende  Werk  ist  seiner 
ganzen  Anlage  nach  der  beste  und  augenfälligste  Beweis,  dass  hei 
dem  Unterrichte  auf  dem  polytechnischen  Institute  in  Wien  keines- 
wegs ein  solches  Ahrirlitiingssystem,  wie  leider  noch  zu  oft  auf  an- 
deren Anstalten  ähnlicher  Art,  befolgt,  sondern  die  freie  aber  strenge 
Wissenschaft,  wie  ihre  Natur  es  nicht  anders  zulässt,  auch  streng 
wissenschaftlich,  aber,  wie  es  ebenfalls  recht  und  zweckgemäss  ist, 
nicht  ohne  sorgfältige  stete  Rücksicht  auf  ihre  Anwendung  im  Le- 
ben und  nicht  in  eine  unbestimmte  Weite  hinein,  behaudeU  wird. 

Sammlung  ausgewählter  allgemeiner  Formeln,  Bei- 
spiele und  Aufgaben  aus  der  Differenzialrechnung  und 
deren  Anwendung  auf  Geometrie.  Ein  Hiilfshuch  für  Leh- 
rer und  Schüler  an  höheren  Unterrichtsanstalten.  Her- 
ausgegehen  von  Dr.  C.  H.  Schuuse.  Mit  eiuer  Figuren- 
tafel.  Braunschweig.  1844.  8.  Preis  des  Ganzen  1 Tlilr. 
8 ggr- 

Fortsetzung  von  Literarischer  Bericht.  No.  XVI.  S.  242. 

XVI.  V on  den  Spiralen  oder  den  auf  Polarcoordinaten  bezo- 
genen ebenen  Curven.  XVII.  Singuläre  oder  besonders  merkwür- 
dige Punkte.  XVIII.  Beschreibung  ebener  Curven.  XIX.  Üiffe- 
renziirung  der  Functionen  mit  mehreren  Veränderlichen.  XX.  Eli- 
mination willkührlicher  Cuusfanten  und  Functionen.  XXL  Ilci- 
kcuentwickcluug  der  Functionen  von  mehreren  unabhängigen  Ver- 
änderlichen. (Dieser  Abschnitt  eutliält  für  Functiouen  mit  mehreren 
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veränderlichen  Grössen  die  Taylor’scbe  und  Maclaurio'scbe  Reihe, 
so  wie  ferner  die  Lagrange’scbe  und  Laplace’sche  Reversioosformel ; 
aber  noch  weniger  als  bei  dein  Taylor’scben  und  Maclaurin’scheo 
Satze  für  Functionen  mit  einer  veränderlichen  Grösse  ünden  sich 
hier  Beispiele  für  die  Reste  der  in  Rede  stehenden  Reihen,  mit 
gehöriger  Beziehung  auf  deren  Convergenz  und  Divergenz,  was 
wir  für  einen  sehr  fühlbaren  und  wesentlichen  Mangel  dieser  Schrift 
halten.,  da  dieselbe  nur,  wenn  auf  diese  Gegenstände  gebührend 
Rücksicht  genommen  worden  wäre,  als  dem  neueren  Zustande  und 
den  neueren  Fortschritten  der  Wissenschaft  entsprechend,  und  die- 
selben gehörig  würdigend,  betrachtet  werden  könnte,  worauf  schon 
bei  der  Anzeige  ihrer  ersten  Hälfte  bingewiesen  worden  ist). 
XXII.  Maxima  und  Minima  der  Functionen  mit  mehreren  unabhän- 
gigen Veränderlichen.  XXIII.  Krumme  Flächen  und  Curven  von 
doppelter  Krümmung.  XXIV.  Vermischte  Beispiele  und  Aufgaben. 

Wallace:  Practical  Mathematiciau’s  Pocket  Guide:  a set  of 

, Tables  of  Logarithms  of  Numbers,  and  of  Logarithmic  Sines  and 
Tangents;  with  other  useful  Tables  for  Engineers,  Surveyors,  Me- 
chanics,  etc.  32mo.  London.  1844.  bound  1 s.  6 d. 


Geometrie. 


Müller,  F.  H.:  Erster  Cursus  der  Geometrie.  Von  den  gera- 
den Linien,  weiche  nicht  einen  Raum  einer  ebenen  Fläche,  in  wel- 
cher sie  liegen,  auf  allen  Seiten  begränzen.  gr.  8.  Frankfurt  a.  JVI. 
1844.  cart.  $ Thlr. 

Unger,  Dr.  E.  S.:  Der  erste  Unterricht  in  der  Geometrie.  Ein 
Leitfaden  zur  Entwickelung  und  Uebting  der  Fassungskraft  der. lu- 
gend. Für  die  Lehrer  der  Volksschulen,  so  wie  für  diejenigen, 
die  sich  selbst  unterrichten  wollen.  Nach  einer  eigentümlichen 
Methode  beurbeitet.  gr.  8.  Erfurt.  1844.  \ Thlr. 

Percin,  J. : Geometrie  simplitiec.  3ietne  Edition.  Avec  4 planch. 
12.  Nanci.  1844. 

Lame  - Fleury:  La  gdomdtrie  racontdc  aux  enfants.  Petit- 18. 
Bruxelles,  £ Thlr.  1844. 

Hill,  C.  J.:  Conatus  theoriam  linearum  parallelarum  stabiliendi 
praecipui,  quos  recensuit  novisque  superstruxit  fundamentis  atque 
auxit.  Lundae.  1844.  4.  ; . - . 

i* 

Lehrbuch  der  Stereometrie  für  Schulen.  Von  Dr. 
August  Hubert,  Oberlehrer  der  Mathematik  und  Physik 
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an  der  Königlichen  Realschule  zu  Berlin.  Berlin.  1844. 
8.  • 8 ggr.  ' ' 

Ein  deutlich  geschriebenes  ganz  kurzes  Lehrbuch  über  die  Ele- 
mente der  Stereometrie.  Von  den  Polyedern  iin  Allgemeinen  hätte 
immer  etwas  beigebracht  werden  köunen ; namentlich  hätte  wohl 
das  Euler’schc  Theorein  uebst  seinen  wichtigsten  Folgerungen  auf- 
genommen  zu  werden  verdient,  da  dasselbe  sich  jetzt  so  einfach 
und  leicht  beweisen  lässt.  Nicht  ganz  billigen  können  wir  es  übri- 
gens, wenigstens  für  den  Schulunterricht,  dass  der  Verfasser  in  der 
Stereometrie  schon  trigonometrische  Betrachtungen  zu  Hülfe  nimmt. 
Freilich  ober  kann  dies  mit  äusseren  Einrichtungen  der  Schule,  für 
welche  das  Buch  zunächst  bestimmt  ist,  Zusammenhängen  und  durch 
dieselben  gerechtfertigt  werden. 

Grassmann,  Herrn.:  Die  Wissenschaft  der  extensiven  Grösse, 
oder  die  Ausdehnungslehre;  eine  neue  mathematische  Disciplin. 
lster  Th.  A.  u.  d.  T.:  die  lineare  Ausdehnungslehre,  ein  neuer 
Zweig  der  Mathematik,  durch  Anwendung  auf  die  übrigen  Zweige 
der  Mathematik,  wie  auch  auf  die  Statik,  Mechanik,  die  Lehre  vom 
Mugnetismus  und  die  Krystallouomie  erläutert,  gr.  8.  Nebst  1 Taf. 
in  4.  Leipzig.  ‘ 1844.  2 Tblr. 

(Diese  Schrift  ist  jetzt  noch  nicht  in  unsere  Hände  gelungt, 
scheint  aber  eine  ausführlichere  Anzeige  zu  verdienen,  die  später- 
hin gegeben  werden  wird.) 


Praktische  Geometrie. 


Langsdorf,  G.  W.  v.:  Grundriss  der  Geodäsie.  2te  Auflage. 

Mannheim.  1844.  12  ggr. 

(M.  s.  Literar.  Bericht.  No.  XIII.  S.  197.) 

. * 1 . • 

< 

Löwener,  H.:  Anfangsgründe  des  geometrischen  Zeichnens 

für  die  unteren  Klassen  der  Volks  - und  Gewerbeschulen.  4.  (3£  litb. 
Bogen.)  Dorpat.  1844.  10  ggr. 


Praktisciie  Mechanik. 


Demme,  A.  V.:  Der  praktische  Maschinenbauer.  16.  17.  Lie- 
ferung. 8.  Mit  54  Taf.  Abbildungen.  Uuedlinburg.  1844.  Thlr. 

Dcscription  des  machines  et  proc£d£s  consignds  duus  les  brevets 
d’invention,  de  perfectionnement  ct  d’importution  dont  la  durec  est 
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cxpirec,  et  dans  cenx  dont  la  decheonce  a ete  prononcee;  publiee  par 
les  ordres  de  M.  le  ministre  du  commerce.  Tome  52.  . 4.  Avec 
33  planches.  Paris.  1844.  15  fr. 

2 1 


Astronomie. 


V — — - 

i 

: - * » 

Hartmann,  Urania.  Das  Wissenswürdigste  aus  der  Himmels- 
kunde und  mathematischen  Geographie.  In  allgemein  fasslicher 
Darstellung.  2te  verbesserte  una  vermehrte  Auflage,  gr.  8.  Mit 
21  litli.  Tafeln  nebst  2 Sternchärtchen  mit  beweglichem  Horizont. 
Leipzig.  1844.  1 Thlr. 

. • « 

r 

George,  B.  J.:  Traitd  elementnire  de  la  sphere.  4me  Edition. 
Paris. 

« # 

berliner  astronomisches  Jahrbuch  für  1S47.  Mit  Genehmigung 
der  köoigl.  Akademie  der  Wissenschaften  herausgegebe»  vom  Kö- 
niglichen Astronomen  etc.  Ritter  J.  F.  Kucke,  gr.  8.  1844.  Berlin. 
2|  Thlr. 


Connaissance  des  tems  ou  des . mouveinens  ehestes,  a Pusage 
des  astronoines  et  des  navigatcurs,  pour  Pan  1847.  Publiee  pur  le 
bureau  des  Longitudes.  8.  * Paris.'  1844.  5 fr.  ' 

t 

Nicolai,  C H.:  Wegweiser  durch  den  Sternenhimmel  oder  An- 
leitung auf  leichte  Art  die  Sterne  am  Himmel  fiuden  und  kennen 
zu  lernen.  Für  Gebildete  jedes  Standes.  3tc  völlig  umgearbeitete 
und  mit  einer  neüeu  Sternkarte  versehene  Auflage.  8.  Leipzig. 
1844.  i Thlr. 


Ziemann:  Grosse  Wand-  und  Deckenkarte  des  nördlichen  ge- 
stirnten Himmels,  nach  Stielcr*,  Bode  und  Littrow  gezeichnet,  für 
Schulen  und  Privatgebrauch  herausgegeben.  4 Blatt.  Halle.  1844. 
1 Thlr. 


Geschichte  der  Astronomie  vom  Anfänge  des  neun- 
zehnten Jahrhunderts  bis. zu  Kode  des  Jahrs  1842,  von 
G.  A.  Jahn.  Zweiter  Baud.  Leipzig.  1844.  8.  2 Thlr. 

16  ...  . 

Dieser  zweite  Band  ist  ganz  in  derselben  Weise  verfasst,  wie 

der  im  Literarischen  Berichte.  No.  XVI.  S.  249.  angezeigte  erste 
Band,  so  dass  das  Werk,  wie  dort  schon  erwähnt  worden  ist,  we- 
niger als  eine  eigentliche  Geschichte  der  Astronomie,  als  vielmehr 
als  ein  Repertorium  der  wichtigsten  Erscheinungen  auf  deiu  Felde 
der  Astronomie  in  dem  auf  dem  Titel  genannten  Zeiträume  zu  be- 
trachten ist,  aus  welchem  Gesichspunkte  dasselbe  daher  auch  nur 
beurtheilt  werden  darf;  und  in  dieser  Beziehung  ist  seine  Nütz- 
lichkeit für  viele  Leser  nicht  zu  verkennen.  Der  vorliegende  zweite 
Band  betrifft  die  Fixsterne,  und  zwar  die  Fixsterncataloge,  Aber- 
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ration,  Notation  und  Fräcession,  eigene  Bewegung. und  Parallaxe 
der  Fixsterne,  Sterncharten  uud  Himmelsgloben,  die  Doppelsterne, 
Sternhaufen,  Nebelflecke,  u.  s.  w. ; feruer  astronomische  Ge- 
genstände vermischten  Inhalts,  nämlich  die  Refraction,  Schiefe 
der  Ekliptik,  geographische  Längen-  und  Breitenhestimmungen, 
Theorie  der  Pftrallaxenrechnung,  Sternbedeckungen , Sonnen-  uud 
Mondfinsternisse,  Mondsculminntionen,  Chronometrische  Längenhe- 
Stimmung  durch  Pulversignale,  Methoden  zur  Bestimmung  der  Zeit 
und  Polhohe,  Interpolation,  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  Stern- 
schnuppen; dann  astronomische  Geographie,  und  zwar  Grud- 
messungcn,  kritische  Untersuchungen  über  ältere  Gradmessungeu, 
Pendelbeohacktungen,  Gestalt  der  Erde  zufolge  astronomischer  Be- 
stimmungen, andere  die  Theorie  und  Praxis  der  astronomischen 
Geographie  betreffende  Arbeiten.  Den  Schluss  dieses  Bandes  bildet 
ein,  wie  es  scheint,  ziemlich  vollständiges  alphabetisch  geordnetes 
Verzeichniss  der  Sternwarten  und  der  uuf  denselben  thätigen  Astro- 
nomen, nebst  Angabe  der  auf  diesen  Anstalten  sich  findenden  wich- 
tigsten Instrumente.  Die  Anzahl  der  aufgezähltcn  Sternwarten  be- 
trägt ungefähr  neunzig,  unter  denen  sich  aber  freilich  viele  ganz 
unbedeutende  und  längst  verschollene  Duden.  Dass  eio  solches 
Verzeichnis  nicht  ganz  ohne  Kehler  und  ohne  Auslassungen  sein 
kann,  wird  jeder  Billigdenkende  gern  zugehen.  Audalleud  ist  cs 
uns  gewesen,  dass  hei  Breslau  fälschlich  v.  Bieia  als  Üirector 
der  Sternwarte  angegeben,  und  v.  Boguslawski’s,  der  doch  als 
Vorsteher  der  dortigen  Sternwarte  bekannt  genug  ist,  mit  keinem 
Worte  geduckt  wird.  Vielleicht  beruht  dies  aber  auf  einer  blossen 
Namcnsverwechsclung.  Ferner  ist  es  u.  A.  auffallend,  dass  sich 
über  die  neue  unter  Herrn  Quetelet’s  Leitung  erbaute  Sternwarte 
zu  Brüssel  mit  Ausuuhme  einer  ganz  kurzen  Nutiz  über  die  Be- 
stimmung der  Breite  derselben  gar  nichts  findet.  Hätte  der  Herr 
Verfasser  sich,  wenn  ihm  die  nöthigen  Nachrichten  fehlten,  un 
Herrn  Quetelet  gewandt,  so  würde  derselbe  ihm  mit  seiner 
bekannten  grossen  Bereitwilligkeit  gewiss  alle  gewünschte  Aus- 
kunft ertheilt  haben.  Auch  scheint  es,  was  wir  hier  nur  bei- 
läufig erwähnen  wollen,  dass  der  Herr  Verfasser  unter  mehreren 
anderen  eine  Quelle*  gar  nicht  gekannt  hat,  aus  welcher  er  viele 
nützliche  und  höchst  interessante  Nachrichten  über  Sternwarten  und 
Astronomen  hätte  schöpfen  können,  nämlich  die  Correspo  ndance 
mat hematique  et  physique  publice  par  A.  Quetelet.  In 
dieser  Zeitschrift  finden  sich  u.  A.  folgende  Aufsätze.  T.  I.  p.  67. 
Extrait.  d’un  rapport  sur  la  formation  d’un  ohservatoire  dans  le  * 
royaume  des  Pays-Bas.  — T.  III.  p.  85.  Descriptions  des  obser- 
vatoires  principaux  d’AUemagne.  p.  90.  Note  sur  fobservatoire  de 
Bruxelles,  p.  236.  Instrumens  destiues  ä Fobservatoire  de  Bru- 
xelles. — T.  IV.  p.  313.  Descriptions  des  principaux  ohservatoires 
d’Angleterre.  — T.  V.  p.  58.  Descriptions  des  ohservatoires  d’An- 
gleterre.  p.  266.  Construction  d’un  nouvei  ohservatoire  de  Geneve. 
— T.  VI.  p.  126.  Notes  extraites  d’un  voyage  scieutifiqne,  fait  en  ' 
Allemague  pendant  Pdte  de  1829.  * p.  161.  Sur  les  ohservatoires 
de  l’Ailetnugne , 2e  article.  Notes  extraites  d’un  voyage  fait  en 
Allemagne,  3e  article.  Mehreren  dieser  säinmtlich  von  Herrn  Que- 
telet verfassten  Aufsätze,  aus  denen  der  Herr  Verf.  manche  Nach* 
träge  zu  seinem  verdienstlichen  Verzeichnisse  wird  entnehmen  kön- 
nen, sind  Grundrisse  und  Aufrisse  der  Sternwarte  beigegeben. 
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Im  Allgemeinen  müssen  wir  noch  bemerken,  dass  in  einigen 
Partieen  idas  Werk  nn  einer  gcwisseu  Unvoliständigkeit  leider. 
Denn  wie  es  z.  B.  kommt,*  dass  unter,  dem  Artikel  Pendelbeobach- 
tungcn  S.  191.  — S.  200.  Bessel’s  wichtiger  Arbeiten  über  diesen 
Gegenstand,  so  viel  wir  wenigstens  finden  können,  gar  keine  Br- 
wahnuug  gethan  wordeu  ist,  lässt  sich  schwer  erklären,  da  doch 
Bessel’s  X' n tersuch u n ge u über  die  Länge  des  einfachen 
Secundenpendels  im  Jahre  1828  erschienen  sind,  und  also  ganz 
in  den  Zeitraum  gehören , welchen  der  Verfasser  in  seinem  Werke 
umfassen  wollte.  Ueberhaupt  scheint  sich  derselbe  zu  sehr  bloss  au 
die  aus  Journalen  gewonnene  Ausbeute  gehalten,  und  grössere 
Werke  weniger  berücksichtigt  zu  haben.  Denn,  um  nur  eins  anzu- 
führen,  so  hat  der  Verfasser  z.  ß.  in  dem  der  Geodäsie  gewidmeten 
Abschnitte  nur  des  Unterzeichneten  Elemente  der  ebenen,  sphä- 
rischen  und  sphäroidischen  Trigonometrie.  Leipzig. 
1837.  in  einer  Note  erwähnt,  das  grössere  Werk  desselben  aber: 
Sph  ärotd  ische  Trigonometrie.  Berlio.  1833.  4.,  in  wel- 
chem alle  hierher  gehörenden  Lehren  mit  der  grössten  Vollständig- 
keit zu  entwickeln 1 und  in  ein  strenges  wissenschaftliches  System 
zu  bringen  versucht,  worden  sind,  ganz  unberücksichtigt  gelassen. 
Eben  so  wenig  finden  wir  auf  S.  205.  neben  Puissaut’s  Traite 
de  Güod£sie  auch  Oriani’s  Elementi  di  Trigono metria 
sferoidica.  Bologna.  1806.  4.,  Tlruoe’s  Tentamen  circa 
Trigonometriam  sphae  roidicam.  Hauniae.  1815.  4.  und  die 
wichtige  Abhandlung  von  Gauss:  Disquisitiones  generales 

circa  superficies  curvas.  Gottiugae.  1828.  4.,  welche  Schrif- 
ten alle  für  die  höhere  Geodäsie  von  grosser  Wichtigkeit  sind,  er- 
wähnt. , . 

Dessenungeachtet  ist  aber  in  dieser  Geschichte  der  Astronomie 
Vieles  gesammelt,  was  für  diejenigen,  denen  ein  unmittelbarer  Zu- 
gnug  zu  den  Duellen  nicht  gestattet  ist,  von  Wichtigkeit  und  In- 
teresse sein  muss.  • • G. 


« • % 

* * « »*  , 

Physik. 


Melos,  F.  G.:  Naturlehre  für  Bürger-  und  Volksschulen,  so 
wie  für  die  untern  Klassen  der  Gymnasien..  Öte  Aufl.  Durcbgese-  . 1 

hen  von  Dr.  E.  F.  August.  Leipzig.  1843.  | Thlr. 

• • » . * 

Pouillet’s  Lehrbuch  der  Physik  und  Meteorologie,  für  deutsche 
Verhältnisse  frei  bearbeitet  von  Dr.  J.  Müller.  13te  Lief.  d.  2.  Bds. 

Schluss  des  Werks.  Braunschweig.  1844.  gr.  8.  12  ggr. 

* 

* % • 

Ettingshausen,  Andr.  v.:  Anfangsgründe  der  Physik,  gr.  8. 

Mit  5 Kupfertafelu  in  £Fot.  Wien.  - 1844.  3 Thlr.  8 ggr. 

(Das  Werk  ist  nun  vollständig  erschienen.  M.  s.  Literarischer 

Bericht.  No.  XV.  -S.  237.) 

• ♦ . • , . 

Olivier,  G.  F.j  Physiquc  usuelle,  expose  des  principaux  phd- 
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nom&nes  de  Io  nature,  renfermaut  uue  Meteorologie  elemcntaire, 
c’est  - dire  l’explication  des  causes,  qui  produisent  le  vent,  les 
nuages,  la  rosee,  la  gelec,  la  pluic,  la  neige,  la  gr6le,  le  tonnerre, 
les  echos,  etc.  et  un  grand  nombre  d’expöriences  faciles  sur  l’eau, 
le  feu,  1’air,  l’electricitd  et  le  magnltisme;  extrait  des  ecrits  les  plus 
estim^s,  sur  cette  mutiere.  Ouyrage  reellement  tüdmentaire  et  a la 
porUe  des  plus  jeunes  eieves  des  Colleges  et  des  institutions.  Troi* 
sieme  edition,  revue  et  corrigde.  ln- 12.  Paris.  1844.  1.  50. 

Cambridge  course  of  Elementary  Natural  Philosopby;  being  the 
demonstratious  of  tbe  Propositions  in  Mechanics  and  Hydrostatics,, 
io  which  those  Persons  who  are  not  Candidates  for  Uonours  are 
examined  for  tbe  Degree  of  B.  A.  3d  edition.  12mo.  Cambridge. 

* 1844.  4 sh.  > 

* ' f 

Whatson,  T.s.  Lectures  on  tbe  principles  and  nractice  of  phy- 
sic  at  Kings  College,  London.  2 vois.  London.  1844.  1 L.  14  sb. 

% 

Kleine  hygroraetrische  Tafeln  für  die  Beobachtung 
des  Psychrometers.  Göttingen.  1844.  16.  £ Thlr. 

Diese  kleinen  von  Herrn  Professor  Listing  zu  Göttingen  her* 
ausgegebenen  hygrometrischen  Tafeln  scheinen  uns,  so  weit  wir, 
ohne  dieselben  schon  längere  Zeit  wirklich  gebraucht  zu  haben, 
urtheileu  können,  den  Beobachtern  des  Psychrometers  Behufs  der  Be- 
rechnung ihrer  Beobachtungen  recht  sehr  zu  empfehlen  zu  sein.  Sie 
sind  sehr  compendiös  und  können  jeder  kleinen  Logarithmentafel 
bequem  beigebundeu  werden.  Im  Wesentlichen  kommen  sie  mit  den 
grösseren  Stierlin’schen  Tafeln  (Hülfstafeln  und  Beiträge  zur  neue- 
ren Hygrometrie.  Köln.  1834.  Taf.  III.,  IV.,  IX.)  überein.  Sie 
sind  für  metrisches  Maass  und  Centesimalgrade  eingerichtet,  wie  es 
uns  scheint,  gauz  mit  Recht,  da  es  wenigstens  jedenfalls  sehr  wün- 
schenswerth  ist,  dass  diese  Eintheilungen  immer  in  allgemeineren 
Gebrauch  kommen. 

Versuche  über  Magnetketten  und  über  die  Eigen- 
schaften der  Glieder  derselben,  besonders  über  jene, 
welche  ihnen  angewöhnt^  oder  auf  sonstige  Weise  will- 
kührlich  ertbeilt  werden  können,  von  Dr.  J.  B.  C.  Hes- 
sel, Prof,  der  Mineralogie  und  Technologie  zu  Marburg 
u.  s.  w.  Ein  auch  für  Laien  interessanter  Beitrag  zur 
Lehre  von  der  magnetischen  Anziehung  und  Tragkraft. 
Marburg.  1844.  8.  1 Thlr.  16  ggr. 

Der  Herr  Verfasser  dieser  den  Physikern,  besonders  auch  Leb- 
rern  zur  Benutzung  für  die  bei  ihrem  Unterrichte  anzustellenden 
Versuche  zu  empfehlende  Schrift  spricht  sich  selbst  in  der  Vorrede 
über  dieselbe  auf  folgende  Art  aus:  Jeder  Kenner  magnetischer 

Erscheinungen  weiss,  dass  über  die  Gesetze  des  Festhaltens  zwi- 
schen einem  Magnet  und  einem  Eisenstück  die  Wissenschaft  noch 
keineswegs  im  Klaren  ist.  — Die  hier  entwickelten  und  durch  Ver- 
suche nachgewiesenen  Gesetze  für  die  Erregung  magnetischer  Kraft 
in  einem  Eisen  - oder  Stablstück,  auf  welches  ein  Magnet  wirkt,  so 
wie  jene  für  die  Erregungsvermehrung  beiin  Aufeinanderwirken  von 
Magneten,  scheinen  daher  die  Aufmerksamkeit  der  Physiker  zu  ver- 
dienen. Dass  von  diesen  Gesetzen  jene  Gesetze  abhängen,  die  für 
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die  Bildung  von  Magnetketten  und  für  ihr  Zerreissen , mithin  auch 
für  das  Festhalten  oder  für  das  Zerreissen  der  zweigliedrigen,  von 
einem  Magnete  und  seinem  Anker  gebildeten  Kette  gelten,  ist  von 
selbst  einleuchtend.  Da  sehr  viele  der  Versuche,  welche  hier 
erläutert  werden,  etwas  Ueberraschendes  haben  und  dabei  doch 
leicht  angestellt  werden  könuen,  sich  also  ganz  vorzüglich  dazu 
eignen,  um  in  Vorlesungen  über  Physik  angestellt  zu  werden:  so 
lässt  sich  erwarten,  dass  durch  sie  die  Aufmerksamkeit  der  Physi- 
ker auch  auf  diesen  Theil  ihrer  Wissenschaft  rege  gemacht  werde. 
Manches  was  ich  noch  nicht,  oder  nur  unvollkommen  zu  erklären 
vermochte,  wird  dann  bald  deutlicher  erklärt,  vielleicht  auch  wohl 
Einzelnes,  durch  genauere  Versuche  als  die,  welche  ich  anzustellen 
vermochte,  berichtigt  werden”.  — Wir  empfehlen  diese  Schrift  na- 
mentlich aus  dem  unmittelbar  vorher  angegebenen  Grunde  nochmals 
den  Lehrern  der  Physik  zur  Berücksichtigung  beim  physikalischen 

Unterrichte. 

• * • 

* » 

Heber  die  galvanische  Koblenzinkkette  und  einige 
mit  derselben  angestellte  Beobachtungen  von  Dr.  W.  Th. 
Casselinann.  Marburg.  1844.  8.  16  ggr. 

Am  Ende  der  Vorrede  sagt  der  Herr  Verfasser:  ,,ln  ihrer  jetzi- 
gen Gestalt  wird  die  Kohienzinkbatterie  jedem  andern  ähnlichen 
Apparate  an  die  Seite  gestellt  werden  müssen,  und  namentlich  der 
Platinzinkbatterie  ihrer  grossem’  Einfachheit  wegeu  vorzuziehen 
sein,  zumal  da  sie  selbst  in  kleinerer  Form  allen  zu  wissenschaft- 
lichen Untersuchungen  erforderlichen  Bedingungen  vollkommen  ent- 
spricht”.' ■ ' * 

Neue  Beiträge  zur  Chemie • und  Physi k-  von  Dr.  G.  W. 
Osann.  Mit  ga  1 v a n o k a u st  i sch  e n Abbildungen.  :Des  er- 
sten Beitrags  dritte  Lieferung.  Würzburg.  1844.  8 ggr. 

Diese  Lieferung  enthält  folgende  Aufsätze:  » * 

11.  Betrachtungen  über  die  Frage,  ob  es  eine  oder  zwei  EJek- 

• tricitäten  giebt  (Schluss). 

12.  Zur  nähern  Kenntniss  des  Ohmischen  Gesetzes. 

13.  Verschiedene  Mittbeilungen  aus  dem  Gebiete  der  Elektricität. 
Compressionssäule.  Kleine  Grove’sche  Säule.  * Zum  voltai* 
sehen  Grundversuch.  Grösse  der  Platinbleche  in  der  Grove’- 
sclien  Säule.  Entzündung  von  Schwefelpulver  durch  «den 
elektrischen  Funken. 

14.  Beitrag  zur  Photochemie.  *•  • v 

15.  Neue  Versuche  über  Ergänzungsfarben.  •• 

Partsch,  Paul:  Die  Meteoriten  oder  vom  Himmel  gefallenen 

Steine  und  Eiscntnnssen  im  k.  k.  Hof  - Mineralien  - Kabinette -zu 

Wien.  Mit  1 Abbildung,  gr.  8.  Wien.  1844.  1 Thlr.  ’ 

* * 

► * 

Seidemann:  Der  Wetterprophet,  ein  Witterungstaschenbuch  für 
das  Jahr  1845.  Enthaltend  die  genaue  Angabe  der  Witterung  auf 
alle  Tage  dieses  Jahres.  Nebst  einem  Anhänge,  enthaltend:  An- 
weisung, wie  man  das  iu  neuerer  Zeit  so  beliebt  gewordene  Ba- 
roscop  selbst  fertigen  kann.'  Nützliches  und  Unterhaltendes  aus  der 
Naturgeschichte.  Die  monatlichen  Verrichtungen  im  Blumen-  und 
Xüchengartcn.  8.  Leipzig.  1845.  4 ggr. 
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Colla,  A.:  Notizie  meteorologiche  relative  agli  anni  1841  e 1842. 
Parma.  1842.  Io  -8.  # 

Danesie,  G.  L.:  Relazione  topograftco  - fisico  - meteorologica. 

8.  Siena.  1842.  . 

Annalen  für  Meteorologie  und  Erdmagnetismus  uud 
verwandte  Gegenstände,  redigirt  von  Gruuert,  Koller, 
Kreil,  Lamont,  Plieninger,  Quetelet,  Stieffel,  heraus» 
gegeben  von  Dr.  J.  Lamont. 

Jahrgang  1844.  Heft  X.  Magnetische  Terminbeobachtun- 
gen in  Prag  und  Mailand  im  Jahre»  1843  — Meteorologische  Beob- 
achtungen in  Cronberg  bei  Frankfurt  a.  M.  1843.  Vom  Herrn  Leh- 
rer Becker.  — Vergleichung  der  meteorologischen  Beobachtungen 
in  Brüssel  und  München.  1842.  — Meteorologische  Beobachtungen 
in  Kaiserslautern  vom  Januar  bis  Juni  1843.  Von  Herrn  C.  W.  H. 
Faber.  — Uebcrsicht  der  magnetischen  und  meteorologischen  Beob- 
achtungen in  Cracau.  1843.*  Von  Herrn  Profess.  Weisse.  — Tem- 
peratur, Regenmenge  und  Windverhältnisse  in  Copenhagen  1843, 
verglichen  mit  den  früheren  Jahren.  — Magnetische  und  meteoro- 
logische Beobachtungen,  angestellt  an  der  Königlichen  Sternwarte 
b/ti  München,  während  der  Monate  Januar,  Februar1  und  März  1844. 

— Perturbations  magndtiques,  observ4es  dans  la  declinaisou  ä l’ob- 
servatoire  de  Parme  pendant  Jpnvier,  Fevrier  et  Mars  1844.  — Ge- 
witter im  Jahre  1842,  nach  den  Beobachtungen  von  Landsberg, 
Neustadt  a.  d.  A.,  Ansbach,  Gunzenhausen,  Burglengenfeld,  Hphen- 
peissenberg,  Dilingen,  Hof,  Würzburg,  Leipzig.  Cronberg.  -r  Ge- 
witter im  Jahre  1&43  nach  den  Beobachtungen  von  Ansbach,  Burg- 
lengenfeld,< Carlsruhe,  Cronberg,  Dilingen,  Gunzenhausen,  Hof,  Ho- 
henpeisseuberg,  Mallersdorf,  Neustadt  a.  d.  A.,  Uffenheim,  Bcnsberg. 

— Resultate  zehnjähriger  auf  der  Sternwarte  in  Kremsmünster  au- 

gestellter  Beobachtungen  über  die  Feuchtigkeitsverhältnisse  unserer . 
Atmosphäre.  Von  Herrn  M.  Koller.  — Tägliche  Periode  der  magne- 
tischen Declination  in  Prug  und  Brüssel,  verglichen  mit  den  für 
München  erhaltenen  Bestimmungen.  Vom  Herausgeber.  — Meteo- 
rologische Beobachtungen  in  Stuttgart  im  Jahre  1843.  Von  Herrn 
Prot.  Plieninger.  — Mittlerer  Barometer-  und  Thermometerstand 
nach  den  in  Frankfurt  a.  M.  von  dem  physikalischen  Vereine  unter 
Leitung  des  Herrn  Dr.  Greiss  veranstalteten  Beobachtungen  nebst 
Differenz  Frankfurt -München.  Tafeln  zur  Berechnung  der  rela- 
tiven Feuchtigkeit  aus  dem  Dunstdruckc.  Von  Herrn  B.  Valz,  Di- 
rector  der  Sternwarte  in  Marseille.  — Magnetische  Störungen, 
beobachtet  in  Müuclien  während  der  Monate  Januar,  Februar  und 
März  1844.  — Vermischte  Nachrichten  vom  Herausgeber:  Wirkung 
eines  nahen  Blitzschlages  auf  die  magnetischen  Instrumente.  Mit- 
theilungen von  Herrn  Fournet.  Aufzeichnung  der  Autographen  in 
Prag  von  Herrn  Kreil.  , 

Repertorium  der  Physik.  Enthaltend  eine  vollstän- 
dige Zusammenstellung  der  neuern  Fortschritte  dieser 
Wissenschaft.  Unter  Mitwirkung  der  Herren  Broch,  L e - 
jeune  - Dirich  let,  Minding,  Mahimann,  Moser,  Radicke, 
Riess,  Röber,  Strehlke,  h crausgegeben  von  H.  W.  Dove. 
V.  Band.  Berlin.  1844.  8.  , 2 Tblr.  6 ggr. 
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Der  allgemeine  Inhalt  dieses  Bandes  ist  folgender.  Mechanik 
von  Minding.  Allgemeine  Gesetze  der  Wellenbewegung  von  Broch. 
Literatur  des  Magnetismus  der  Elektricität  von  H.  W.  Dove  ' 
(eine  sehr  vollständige  Zusammenstellung  dieser  reichen  Literatur), 
lieber  das  Auge  von  L.  Moser. 


Vermischte  Schriften. 


Mathematische  Abhandlungen  der  Königlichen  Academie  der 
Wissenschaften  zu  Berlin.  Aus  dem  Jahre  1842.  Enthält:  die  am 
2.  März  vorigen  Jahres  gelesene  4te  Abhandlung  von  Encke,  über 
den  Kometeu  von  Pons.  Berlin.  1844.  4. 

Annuaire  pour  Pan  1844,  prösentd  au  Roi,  par  le  bureau  des 
longitudes.  2e  editiou,  augmentec  de'  notices  scientifiques  par  M. 
Arago.  Paris.  1844.  1 fr.  £ 

Actes  de  la  societe  hei vötique  des  Sciences  naturelles, 
r^unie  a Lausanne  les  24,  25  et  26  Juillet.  1843.  28c  Ses- 
sion. Lausanne.  1843. 

Ausser  mehreren  interessanten  physikalischen  Notizen  Gnden 
sich  in  • diesen  Theilen  der  Schriften  der  schweizerischen  naturfor- 
schenden Gesellschaft  auch  mehrere  grössere  Aufsätze  botanischen 
geologischen  und  chemischen  Inhalts,  letztere  von  Prof.  Scbönbein 
zu  Basel.  Mit  Bezug  auf  S.  269.  bemerken  wir  auch,  dass  in  No.  1. 
und  No.  4.  der  M i t th ei  1 u n ge u , welche  jetzt  die  naturforschende 
Gesellschaft  zu  Bern  in  zwanglosen  Nummern  lierausgiebt,  einige 
nicht  uninteressante  Betrachtungen  über  graphische  Darstellungen 
der  Zahlen  und  über  die  Primzahlen  von  Herrn  Lehrer  Rudolph 
Wolf  an  der  Reals  hule  zu  Bern  abgedruckt  sind. 
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